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绪 人 论 


$1。 相对 论 范围 的 不 确定 性 关系 


本 教程 第 三 卷 所 阐述 的 全 部 量子 理论 实质 上 是 非 相对 论 性 
的 , 并 不 适用 于 运动 速度 可 与 光速 相 比拟 的 那些 现象 ， 乍 看 起 来 ， 
似乎 可 以 指望 通过 多 少 是 直接 推广 的 办 法 ， 由 非 相对 论 量子 力学 
过 渡 到 相对 论 性 理论 ， 但 是 ,仔细 的 研究 表明 , 建立 逻辑 上 严密 的 
相对 论 性 理论 , 要 求 引入 一 些 新 的 物理 原理 . 

同 顾 一 下 作为 非 相对 论 量子 力学 基础 的 几 个 物理 概念 〈 第 三 
卷 $ 1)， 我 们 看 到 ， 在 非 相对 论 量子 力学 中 起 基本 作用 的 一 个 概 
念 是 测量 , 而 测量 被 理解 为 量子 系统 与 “经 典 客体 ”( 仪 器 ) 相互 作 
用 的 过 程 ; 其 结果 是 量子 系统 的 某 些 动力 学 变量 (坐标 .速度 等 ) 具 
有 确定 值 ， 我 们 还 看 到 ， 量 子 力学 大 大 地 限制 了 电子 @ 同时 具有 
不 同 动力 学 变量 的 可 能 性 .坐标 和 动量 的 不 确定 量 Ag 和 Az 若 
同时 存在 , 必 满 足 关系 式 AgAp 和 ~#@; 这 两 个 量 中 ， 测 量 一 个 的 准 
确 度 愈 高 , 则 同时 测量 另 一 个 的 准确 度 就 愈 低 . 

但 重要 的 是 ， 电 子 的 每 一 个 动力 学 变量 都 能 在 任意 短 的 时 间 
间隔 内 以 任意 高 的 精确 度 进行 测量 ， 这 种 情况 对 于 全 部 非 相对 论 
性 量子 力学 起 着 基本 的 作用 ， 正 因为 这 样 ， 作 为 这 个 理论 结构 基 
础 的 波 函 数 概念 才能 引信， 实际 上 ， 波 函数 %(9) 的 物理 意义 在 
于 ; 它 的 模 的 平方 决定 了 在 给 定时 刻 对 电子 进行 测量 得 到 某 种 华 


@ 与 第 三 卷 § 1 相同 , 为 简单 起 见 , 我 们 说 的 电子 可 指 任何 量子 系统 . 
@ 本 节 中 我 们 用 通常 的 单位 ， 


标 值 的 几率 ， 显 然 ， 原 则 上 能 够 实现 对 坐标 进入 任意 精确 而 迅速 
的 测量 是 引入 这 种 几率 概念 的 必要 前 提 ， 否 则 ， 这 个 概念 就 变 得 
毫 无 内 容 而 失去 物理 意义 . 

极限 速度 (光速 ec) 的 存在 对 测量 不 同 物 理 量 的 可 能 性 予以 新 
的 原则 上 的 限制 (JI. .Jlannay, R. Peierls, (1930). 

在 第 三 卷 §44 中 曾 得 到 关系 式 

( 允 一 DJ)ADAE 人 一 加 (1. 1) 

它 把 电子 动量 的 不 确定 量 Ap 与 测量 过 程 的 持续 时 间 At 联系 起 
来 . "和 v' 是 测量 前 和 测量 后 电子 的 速度 ， 从 这 个 关系 式 得 出 ， 

只 有 测量 过 程 本 身 使 电子 的 速度 改变 足够 大 ， 才 能 在 足够 短 的 时 
间 内 对 动量 进行 足够 精确 的 测量 〈 即 在 很 小 的 At 内 得 到 很 小 的 
Ap).， 在 非 相 对 论 理 论 中 ， 这 种 情况 是 短 时 间 内 动量 不 可 能 重复 
测量 的 一 种 表现 ， 但 是 由 于 差 w 一 ”可 以 任意 大 ， 这 里 无 论 如 何 
还 没有 涉及 到 原则 上 是 否 可 以 对 动量 进行 任意 精确 的 一 次 测量 的 
间 题 ， 极 限 速度 的 存在 从 根本 上 改变 了 事情 的 状况 差 几 一 "和 
速度 自身 一 样 ,现在 不 能 超过 c( 更 确切 地 说 , 不 能 超过 2c)， 在 式 
(1. 1) 中 用 。 代替 v' 一 v, 我 们 得 到 关系 式 


ArAt~o, (1. 2) 


它 原则 上 决定 了 在 给 定 的 时 间 间 陋 At 内 动 最 测量 的 最 大 可 达 精 
度 . 这 样 一 来 ,在 相对 论 理论 中 ,对 动量 做 任意 精确 而 迅速 的 测量 ， 
原则 上 是 不 可 能 的 ， 只 有 当 测 量 时 间 趋 于 无 穷 大 时 ， 才 能 精确 地 
测量 动量 (Ap->0). 

有 理由 认为 ， 关 于 电子 坐标 本 身 的 可 测量 性 问题 也 发 生 了 蛮 
化 .在 理论 的 数学 表述 上 ， 这 表现 为 坐标 的 精确 测量 与 自由 粒子 
具有 正 能 量 五 不 相 容 ， 后 面 我 们 将 会 看 到 ， 自 由 粒子 相对 论 波动 
方程 的 完全 本 征 函 数 系 (除了 具有 “正确 的 ?时间 关系 的 解 外 ) 也 包 
。 2 ， 





含 负 频 率 "的 解 . 在 一 般 情 况 下 ， 这 些 函 数 是 限制 在 不 大 的 衬 册 . 
区 域 中 的 电子 波 包 的 展开 ， 

将 了 证明,，“ 负 频率 "的 波 国 数 与 反 粒 子 一 一 正 电 子 的 存在 有 
大， 这 些 函 数 在 波 包 展 开 式 中 的 出 现 ， 反 映 了 在 测量 电子 坐标 过 
程 中 一 般 不 可 避免 地 要 形成 电子 - 正 电子 对 .测量 过 程 本 号 不 能 
控制 新 粒子 的 产生 , 这 就 使 电子 坐标 的 测量 失去 了 意义 . 

在 电子 的 静止 系统 中 ， 电 子 坐 标 测 量 的 最 小 误差 为 

天 


Ag 一 元 5 (1. 3) 


此 值 从 量 网 角度 考虑 是 唯一 容许 的 ) 所 对 应 的 动量 不 确定 县 为 
Ap~me, 它 也 对 应 于 粒子 对 形成 的 最 小 辣 能 . 
在 电子 以 能 景 2 运动 的 参照 系 中 , 代 赫 式 (1. 3)， 我 们 得 到 


Ag 一 2 (1. 4) 


畦 型 尼 在 极 闻 相 对 论 的 极限 情形 下 , 能量 和 动量 的 关系 为 二 cy， 
这 于 z 


廊 
人 Ar 一 一 1. 5 


即 误 差 Ag 与 粒子 的 德 布 罗 音波 长 相合 0. 

对 光子 来 说 ， 极 端 相 对 论 情 形 永 远 存在 ,因而 表达 式 (1. 5) 是 
正确 的 . 这 意味 着 只 有 当 回 题 的 特征 线 度 与 波长 相 比 很 大 时 ， 谈 
论 光子 的 坐标 才 有 意义 .但 这 不 是 别 的 ， 正 是 与 几何 光学 相应 的 
经典 "极限 情形 ; 只 有 在 儿 何 光学 中 才能 讲 光 沿 一 定 轨 道 ( 光 线 ) 
的 传播 ， 而 在 量子 情形 下 , 当 波 长 不 能 看 成 很 小 时 , 光子 坐标 的 概 


@ 此 处 讲 的 是 可 以 根据 实验 揭 任 意 结 果 得 出 有 关 电 荆 状态 结论 的 那 种 测量. 也 
就 是 说 , 当 观 察 结 果 的 几率 不 为 1 时， 我 们 必须 娘 开 借助 晓 接 油 量 坐标 的 方法 ， 虽然 
在 这 种 情形 下 ,根据 被 测 呈 粒子 发 生僻 转 这 一 事实 能 够 对 电子 的 位 置 做 出 结论 ， 但 是 
如 朵 这 种 偏转 不 出 现 ,一 般 就 得 不 到 任何 结论 . 

+ 3 e 





念 就 变 得 训 无 意义 . 下面 我 们 将 会 看 到 ($ 4), 在 理论 的 数学 表述 
上 , 光子 坐标 的 不 可 测量 性 表现 为 :不 可 能 由 光子 的 波 阅 数组 成 必 
须 满足 相对 论 不 变性 要 求 的 几率 密度 . 

根据 以 上 所 述 自 然 可 以 推 想 ， 未 来 的 理论 一 般 不 再 研究 粒子 
相互 作用 过 程 的 时 间 进 程 。 这 种 理论 将 证 明 ， 在 粒子 相互 作用 过 
程 中 并 不 存在 可 被 准确 测定 的 特征 量 〔( 其 至 在 通常 量子 力学 的 精 
确 度 范围 内 ), 因而 对 时 间 过 程 的 描述 如 同 在 非 相 对 论 量子 力学 中 
谈论 经 典 轨道 一 样 ， 完 全 是 一 种 妄想 ， 唯 一 可 被 观察 的 量 将 是 目 
由 粒子 一 一 进入 相互 作用 的 初 态 粒子 和 过 程 结 束 所 产生 的 终 态 粒 
子 一 一 的 特征 量 〈 动 量 ， 极 化 ) (JI. 区. JIagxay， 有 R，Peierls， 
1930). 

在 相对 论 性 量子 理论 中 , 典型 的 问题 是 : 求 出 与 粒子 系统 初 、 
终 态 ( 即 当 纪 > 士 co 时 ) 有 关 的 跃迁 几率 振幅 所 有 可 能 状态 之 间 
的 这 些 跃迁 振幅 的 总 体 组 成 散射 矩阵 或 称 台 矩阵， 这 个 和 皇 阵 将 包 
含 物理 上 可 观测 的 粒子 之 间 相 互 作 用 的 全 部 信息 (W.Heisenberg， 
1938). 

现时 还 没有 一 个 完整 的 ,逻辑 上 严密 的 相对 论 性 量子 理论 .我 
们 将 看 到 , 对 描述 粒子 的 某 些 具有 场 论 特征 的 状态 方面 ,现行 理论 
引入 了 新 的 物理 观点 (参看 $ 10)， 但 是 这 种 理论 在 很 大 程度 上 是 
借助 通常 的 量子 力学 概念 并 按 其 模式 建立 起 来 的 ， 这 种 理论 结构 
在 量子 电动 力学 领域 内 是 成 功 的 .由 于 这 种 理论 缺乏 完整 的 逻辑 
严密 性 , 当 直 接应 用 它 的 数学 工具 时 ,出 现 了 若干 发 散 的 表达 式 ;但 
是 有 完全 确定 的 方法 来 消除 这 些 发 散 ， 不 过 这 些 方法 在 很 大 程度 
上 有 共有 半 经 验 的 性 质 ， 我 们 确信 用 这 种 方法 所 得 到 的 结果 是 正确 
葛 , 归根 结 底 是 因为 它们 与 实验 符合 得 很 好 , 而 不 是 因为 其 基本 理 
论 原 则 的 内 在 一 致 性 和 逻辑 上 的 严密 性 . 


第 一 章 光 子 


§ <， 自由 电磁 场 的 量子 化 


为 了 把 电磁 场 作为 量子 客体 处 理 ， 一 开始 就 用 无 限 多 个 分 并 
变量 描述 场 比较 方便 ， 用 这 种 经 典 描述 方法 ， 能 使 我 们 直接 采用 
量子 力学 中 惯用 的 形式 表述 . 用 每 个 空间 点 上 的 势 来 表述 场 ， 实 
质 上 是 用 一 组 连续 变量 描述 场 . 

设 Am 轧 是 自由 电磁 场 的 矢量 势 , 满足 横向 条 件 ” 





divA=0. (2.1) 
这 时 标量 势 ==0, 而 场 忆 和 于 为 
E=—A,  H=rotA. (2. 2) 
麦克 斯 韦 方 程 组 可 化 为 A 的 波动 方程 : 
AA_2 人 -0. (2. 3) 


在 经 典 电动 力学 中 , 用 一 组 分 立 变量 描述 场 的 方法 ,是 通过 研究 一 
个 很 大 而 有 限 的 体积 VO 中 的 场 引 入 的 (参看 第 二 卷 $52)， 让 我 
们 咯 去 计算 的 细节 , 回顾 一 下 这 个 方法 的 引入 过 程 . 
有 限 区 域 中 的 场 可 以 展 成 平面 行 波 , 因而 它 的 势 可 以 表示 成 
级 数 
A= D(are*" 十 age 二) (2. 4) 
k 


系数 ax 是 时 间 的 函数 : 
CR 一 -ee w= |k|. (2.5) 


中 为 了 减 化 公式 中 的 因子 , 我 们 假设 太一 1 





按照 条 件 (2. 1), 复 矢 量 ax 与 相应 的 波 矢量 正 交 : ak :k= 二 0. 
式 (2.4) 中 的 求 和 是 对 波 矢 量 ( 即 它 的 三 个 分 量 ,Ky,%:) 的 
无 限 多 个 分 立 值 进行 的 ， 对 连续 分 布 的 情形 , 可 利用 表达 式 
dp 
(2x)° 
光 求 和 变 成 积分 。 积 分 遍及 上 空间 体积 元 dk 二 dksdkydk: 中 一 
切 可 能 的 & 值 . 
各 矢量 ar 给 定 后 , 该 区 域内 的 场 就 完全 人 勿 定 。 于 是 这 些 量 就 
可 以 作为 一 组 分 立 的 经 典 “ 场 变量 . 但是， 为 了 曾 明 向 量子 理论 
过 渡 的 方法 ,还 需要 对 这 些 变 量 进行 某 种 变换 , 使 得 场 方程 在 形式 
上 类 似 于 经 典 力学 中 的 正则 方程 (哈密 顿 方程 );， 场 的 正则 变量 被 
QT (as at) 
(2. 6) 


一 io : 
有 一 一 一 一 (ak 一 GD) 一 人 
h /dx 中 R) Qh, 


这 些 是 显然 古 实 数 . 借助 正则 变量 , 矢量 势 可 表达 成 
A=~V4drx 并 (QueosR.r 一 二 PasinR rr) (2.7) 
k ; 


为 了 求 出 哈密 顿 函 数 恕 ,必须 计算 场 的 总 能 量 
1 fr pe as 
|(E + H?)diz, 
并 且 用 Qux, Pr 表示 出 来 ， 把 A 表示 成 (2.7) 的 展开 式 ， 再 由 式 
《2. 2) 求 出 瑟 和 可 并 进行 积分 ,就 得 到 
H= 5 SPito 292). 
每 个 矢量 P。 和 Qs 都 型 直 于 波 和 拓 量 有 ,因而 都 有 两 个 独立 的 
分 量 ， 这 些 舌 量 的 方向 决定 了 相应 的 波 的 极 化 (偏振 》 方 向， 用 


- 妇 & 才 





“Quo Pua(a= D 2) 表示 矢量 Quw 了 Ps 的 两 个 分 量 (在 垂直 于 刀 的 平 
面 内 ), 就 可 以 把 哈密 慑 函数 改写 成 


H= D3 (Ph ti). (2. 8) 


”由 此 可 见 ,哈密 顿 函 数 可 以 写成 一 系列 独立 项 之 和 , 其 中 的 每 
一 项 只 包含 一 对 Qha 和 Pias 对 应 着 一 个 具有 确定 波 矢 量 和 极 化 的 
行 波 ,其 形式 与 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 函 数 相 同 ， 所 以 ，(2. 8) 也 常 
常 称 为 场 的 振子 展开 式 . 

现在 来 讨论 自由 电磁 场 的 量子 化 ， 上 面 所 谈 的 场 的 经 典 描述 
使 过 渡 到 量子 理论 的 方法 显而易见 ， 先 把 正则 变量 一 一 广义 坐标 
.Gu 种 广义 动量 Pas 一 一 看 成 壮 守 如 下 对 易 规 则 的 算 符 : 

z PrsQrs— OraPra= —i (2. 9) 

(具有 不 同 R,c 的 算 符 都 可 互相 对 易 )， 与 此 同时 ,按照 (2. 2)， 势 
.A 和 场 强 卫 ,了 H 也 都 变 成 了 算 符 ( 厄 密 的 ). 
最 后 , 确定 场 的 哈密 顿 量 要 求 计 算 积 分 

H 





= 让 | (E? .+H?) dz, (2. 10) 
式 中 的 互 和 五 是 用 算 符 Pps, Ois 表示 的 ， 不 过 ， 这 时 Ps 和 9s， 
药 不 可 对 易 性 实际 上 并 没 有 表现 出 来 ,这 是 因为 乘积 Qs Pis 中 带 
进 了 因子 cosR .rsinR.r， 它 对 整个 区 域 的 积分 为 零 ， 所 以 ,哈密 
顿 算 符 的 景 后 表达 式 为 
P= S13 (Plt oO), (2. 11) 
he 
恰好 与 经 典 哈密 顿 函数 的 形式 完全 相同 ， 这 自然 是 我 们 所 期 
待 的 . 
确定 这 个 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 并 不 要 求 特别 的 计算 ， 因 为 它 
:等 同 干线 性 振子 的 能 级 问题 (参看 第 三 卷 《 23)， 所 以 我 们 能 够 直 
* 7 。 





接 写 出 场 的 能 级 
B= DI( Nt) (2.12》 
式 中 人 Ra 为 整数 ， 
这 个 公式 的 进一步 讨论 留待 下 一 节 进 行 ， 现 在 我 们 要 写 出 量 
us 的 皇 阵 元 ， 一 个 振子 的 坐标 移 阵 元 公式 已 为 大 家 所 熟知 ( 参 
看 第 三 着 $ 23)， 据 此 ， 可 立即 写 出 gun 的 矩阵 元 。 非 零 的 矩阵 
元 为 
Nea| Qia| Nia—1)= Nia—1|Qral Nie) = 2 (2. 13) 


量 Pra 二 Wra 的 矩阵 元 与 Qa 的 矩阵 元 只 差 一 个 因子 士 iom， 

但 是 , 在 后 面 的 计算 中 ， 更 为 方便 的 做 法 是 用 线性 组 合 Qk。 
土 iPrs 代 替 Ca 和 Pkas 这 个 线性 组 合 只 对 和 Nhs>Nka 士 1 的 过 渡 才 
有 非 零 的 矩阵 元 ， 为 此 ,我 们 引入 算 符 


04a=—B (oOtet iPro), = 00 一 ip) 


(2. 14) 

[经 典 量 cka, Cia 与 展开 式 (2. 4 中 的 系数 ar， 中 。 只 差 一 个 因子 
/2x/w]， 这些 算 符 的 矩阵 元 为 

Nea~1|ers| NE) = Nelckal Nia—l) = Nia. (2.15) 

根据 定义 (2. 14) 和 对 易 规则 (2. 9)， 可 得 到 kx 和 ee 的 对 易 

规则 : 

6 et 一 6 一 1 (2. 16) 

对 于 矢量 势 , 我 们 仍 回 到 展开 式 (2. 4) 上来， 不 过 此 时 式 中 的 
系数 变 成 了 算 符 .我 们 把 它 写成 


A -一 人 >， (Cra 十 ChaAka) 多 (2, 17》 
Ko 


式 中 


® 8 sa 





一 -em r (2. 18》 


符号 e%) 是 振子 极 化 方向 的 单位 矢量 ， 与 波 矢 量 玉 垂下; 对 每 个 
只 来 说 , 都 有 两 个 独立 的 极 化 方向 . 


类 似 地 , 我 们 写 | E 和 HH: 


一 - >) (GraEka 十 ek -Fka)s 
9 (2. 19) 
= D> (paH rs t+ eis Hi,), 
ko 


并 且 有 
已 ka 一 jc /pa i, = [Ln xX Fr | (= k/w) (2. 20) 
矢量 Aksa 在 下 述 意 义 上 是 互相 正 交 的 : 


| Ar Ak d= < 区 
(CD 


实际 上 , 如 果 Ana 和 Au 的 差别 在 于 波 矢量 , 它们 的 乘积 中 就 包 
含 对 体积 的 积分 为 零 的 因子 6-*)""; 如 果 它 们 的 差别 只 在 于 极 
化 , 由 于 两 个 独立 的 极 化 方向 互相 正 交 , 则 有 e@ :e' 六 一 0. 类 似 
的 关系 对 矢量 Eas。、Hi。s 也 是 正确 的 , 它们 的 正 交 性 可 方便 地 写成 

吉 下 形式 : 
元 | (Esa: Eki + Hra: Hia) dr = OOrk' dam’. (2. 22) 


Oar Opp'. (2. 21) 





将 算 符 (2.19) 代 入 式 (2. 10) 并 利用 式 (2. 22) 进 行 积分 ， 就 得 
到 用 算 符 6,87 表示 的 场 的 哈密 顿 量 : 


R= Bootist oadi). (2. 23) 
在 所 考虑 的 表象 中 [由 式 (2.15) 求 出 算 符 6.6* 的 矩阵 元 ]， 这 个 算 


符 是 对 角 化 的 , 它 的 本 征 值 当然 与 式 (2. 12) 一 致 . - 
在 经 典 理论 中 , 场 的 动量 定义 为 积分 


P=- -|[ExH]d’. : 
4m . 
过 渡 到 量子 理论 时 , 用 算 符 (2. 19) 代替 五 和 瓦 ,不 难 求 出 
全 = 5 Pi oz0i)m， (2.24) 
ke 


这 与 大 家 熟知 的 平面 波 的 能 量 和 动量 的 经 典 关系 是 一 致 的 ， 这 个 
算 符 的 本 征 值 为 


Pe Dk( Nu 十 于 》 (2. 25) 
kx 、 


根据 矩阵 元 (2. 15) 建 立 的 算 符 表象 是 占有 数 表象 一 一 通过 
给 出 量子 数 Wake (占有 数 ) 来 描写 系统 ( 场 ) 的 状态 .在 这 个 表象 
中 , 系统 的 波 国 数 依靠 数 Wks 表达 , 写 为 DB(Nio, 切 ， 场 算 符 (2. 19) 
(以 及 与 之 相应 的 哈密 顿 算 符 (2. 11)) 就 作用 在 这 个 函数 上 ， 场 算 
符 (2. 19) 不 是 时 间 的 显 函 数 ， 这 与 非 相 对 论 量子 力学 中 惯用 的 算 
符 的 薛 定 请 表象 是 一 致 的 ， 这 时 系统 的 状态 PCN&ast) 却 是 依赖 
工时 间 的 ,其 依赖 关系 决定 于 薛 定 请 方程 


场 的 这 种 描写 既然 以 相对 论 不 变 的 考 克 斯 书 方程 为 基础 ， 自 
然 也 是 相对 论 不 变 的 ， 但 是 这 个 不 变性 并 未 明显 地 表现 出 来 ， 主 
要 是 由 于 空间 坐标 和 时 间 以 极 不 对 称 的 形式 出 现在 场 的 描写 中 . 

在 相对 论 性 理论 中 ， 使 场 的 描写 具有 更 明显 的 不 变性 更 为 合 
适 ， 为 此 目的 ,必须 采用 所 谓 的 海 森 伯 表象 , 在 海 森 伯 表象 中 ， 算 
符 本 身 随 时 间 变 化 (参看 第 三 卷 ,$ 13)， 这 样 一 来 , 时 间 和 坐标 将 
平等 地 出 现在 场 算 符 的 表达 式 中 , 而 系统 的 状态 ® 只 是 占有 数 的 
国 数 . 

对 于 算 符 入 来 说 ,向 海 森 伯 表象 的 过 渡 归 结 为 把 式 (2. 17》 


。10 。 





中 每 一 个 Ak 的 因子 e*” 换 成 e*"-*0, 即 把 Azxs 看 成 时 间 的 
_ @'™ -i(wt -kr) 
一 4 /ow . (2. 26) 


这 一 点 不 难 理解 , 因为 对 由 初 态 到 终 态 的 跃迁 来 说 , 海 森 伯 算 符 的 
矩阵 元 必须 包含 因子 exp{ 一 i(; 一 By) t},B; 入 ; 分 别 是 初 态 和 
终 态 的 能 量 (参看 第 三 卷 $13)， 对 于 Nx 减少 或 增加 1 的 跃迁 ， 
这 个 因子 应 分 别 为 e-*! 或 ei*!， 由 于 上 述 代 换 的 结果 ,这 个 要 求 
得 到 满足 . 四 

今后 (不 管 研究 的 是 电磁 场 还 是 粒子 的 场 )， 我 们 将 总 是 使 用 
算 符 的 盗 森 伯 表象 . 





§ 3， 光 子 

现在 ,我 们 来 进一步 讨论 记得 到 的 场 的 量子 化 公式 . 

百 先 , 场 的 能 量 公式 引起 下 面 的 困难 : 场 的 最 低能 级 对 应 所 有 
振子 的 量子 数 Yas 等 于 零 的 状态 ( 称 为 电磁 场 真 空 态 ). 但 是 其 
至 在 这 个 状态 中 , 每 个 振子 还 具有 非 零 的 “零点 能 量 "0/2， 对 无 
限 多 个 振子 求 和 , 将 得 到 无 限 大 的 结果 ， 这 样 , 我 们 就 碰 到 了 一 种 
“发 节 困难 , 它 是 由 于 现 有 理论 缺乏 完整 的 逻辑 严密 性 而 产生 的 . 

如 条 所 谈论 的 仅 是 场 能 量 的 本 征 值 , 只 要 删 去 零点 振动 能 量 ， 
就 能 谢 除 这 个 困难 , 即 把 场 的 能 量 和 动量 写成 @ 


E= > Na, P= >， Niak (3. 1) 
ke ka 


@ 只 要 把 式 (2.10) 中 算 答 的 乘积 看 成 “正规 积 ”， 即 算 符 $+ 总 是 在 算 符 6 的 左 
边 , 就 可 以 在 形式 上 消除 爱 散 图 难 而 不 引起 矛盾 ， 这 时 , 公 起 (2. 23) 变 为 


六 = > Co 人 ev 人 as) 
Ro 


。 Il». 


这 两 个 公式 使 我 们 能 够 引入 一 个 贯穿 量子 电动 力学 始终 的 基 . 
本 概念 一 一 辐射 量子 或 光子 了 ， 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 把 自由 电磁 
场 看 成 粒子 的 集合 ， 这 种 粒子 每 个 都 具有 能 量 0(=#w) 和 动量 
R(=?Fo/c)， 光子 的 能 量 和 动量 之 间 的 关系 与 相对 论 力 学 中 静 
质量 为 零 、 以 光速 运动 的 粒子 的 相同 。， 占 有 数 Ns 现在 表示 具有 
给 定 动量 kk 和 极 化 e 的 光子 数 ， 光 子 的 极 化 类 似 于 其 他 粒子 的 
自 旋 ( 光 子 在 这 方面 的 具体 性 质 将 在 $6 中 讨论 ). 

显然 ， 上 节 所 建立 起 来 的 全 部 数学 表述 完全 符合 于 把 电磁 场 
描述 为 光子 的 集合 ， 这 正 是 光子 系统 的 二 次 量子 化 方法 多 。 在 这 
个 方法 中 (参看 第 三 卷 § 64), 独立 变量 是 状态 的 占有 数 , 而 算 符 作 
用 在 占有 数 的 函数 上 . 这 时 起 主要 作用 的 是 粒子 的 “ 床 灭 和 产 
生 ” 算 符 ， 它 们 分 别 使 占有 数 减 少 或 增加 1; ex Cks 就 是 这 类 算 
符 : bra 消灭 一 个 状态 为 Ra 的 光子 , 而 结 。 产生 一 个 这 种 状态 的 
光子 . z 

对 易 定 则 (2. 16) 对 应 于 服从 玻 色 统计 的 粒子 。 由 于 任 一 状态 
中 可 容许 的 光子 数 不 受 限制 ,因此 ， 正 如 我 们 所 预料 的 , 光子 是 玻 
色 子 (在 $5 中 我 们 还 要 进一步 讨论 这 一 后 ). 

式 (2. 26) 的 平面 波 Ai。 作为 光子 泽 灭 算 符 的 系数 出 现在 式 


(2. 17) 的 算 符 入 中 ,可 以 把 它 看 作 具 有 一 定 动量 月 和 极 化 e" 的 
光子 的 波 函 数 ， 这 种 看 法 对 应 于 在 非 相 对 论 二 次 量子 化 方法 中 把 
算 符 按 粒 子 的 定 态 波 函 数 展开 [不 同 的 是 , 在 (2. 17) 的 展开 式 中 
既 包 含 粒子 的 潭 灭 算 符 , 又 包含 粒子 的 产生 算 符 ; 这 种 差别 的 意义 
将 在 后 面 阐述 ,参看 § 12]. 

波 函 数 (2. 26) 的 归 一 化 条 件 是 


QD 光子 的 饭 念 是 爱 因 斯 坦 首 次 5| 入 的 (A. Einstein, 1905)， 
多 狄 拉克 首次 把 二 次 量子 化 方法 应 用 于 辐射 理论 (P. A. M. Dirac, 1927)。 


é 
ju 
fu 





dBi?+ Hl) ds =o0. (3.2) 


这 是 归 一 化 为 “在 =1 的 体积 中 有 一 个 光子 "， 实际 上 ， 等 式 左 
端的 积分 是 在 给 定 波 函 数 的 状态 中 光子 能 量 的 量子 力学 平均 
值 @, 右 端 是 一 个 光子 的 能 量 . 
对 于 光子 ， 麦 克 斯 书 方程 组 就 相当 于 “ 苹 定 证 方程 "， 当 
入 (r, 8) 满足 条 件 (2. 1) 时 ,就 得 到 波动 方程 
oA 
oat’ 
在 任意 定 态 的 一 般 情况 下 ,光子 的 “ 波 函 数 ” 是 这 个 方程 的 复数 解 ， 
其 时 间 关 系 由 因子 e-*! 给 出 . 
谈 到 光子 的 波 函 数 , 我 们 必须 再 次 强调 ,绝对 不 能 把 它 看 成 光 
子 在 空间 各 处 出 现 的 几率 振幅 一 一 这 与 非 相 对 论 量子 力学 中 波 函 
数 的 基本 意义 不 同 ， 这 是 因为 (如 同 $1 中 所 指出 的 )， 光 子 的 华 
祭 概 念 根本 没有 物理 意义 我们 将 在 下 一 节 末 从 数学 方面 进一步 
过 论 这 一 点 . 
函数 和 (r,t) 对 坐标 作 传 里 叶 展 开 时 的 分 量 , 构成 动量 表象 
中 光子 的 波 函数 ， 表 示 成 A(k,t) =A(k)e-i*!， 例 如 , 对 于 一 个 
给 定 动量 R 和 极 化 e 四 的 状态 ,动量 表象 中 的 波 函 数 就 是 式 (2. 26) 
中 的 指数 因子 的 系数 : 


人 Ak( Ga ) = wd (3. 3) 
既然 一 个 自由 粒子 的 动量 是 可 测量 的 ， 动 量 表象 中 的 波 钞 数 


襄 比 坐标 表象 中 的 波 函 数 有 更 深刻 的 物理 意义 ， 由 它 可 以 求 出 一 
定 状态 中 的 光子 具有 各 种 动量 和 极 化 值 的 几率 wes。 按照 量子 力 


me 





—AA=0. 





Q@ 注意 ,积分 (3.2) 中 的 系数 1/4r 两 倍 于 式 (2.10) 中 的 通常 系数 1/8x， 这 种 车 
别 归 根 结 底 在 于 矢量 玉 ,。 信 、。 是 复数 ,而 场 算 符 E, 及 是 实数 . 


学 的 一 般 规 则 ， 将 A(k') 按 一 定 中 和 e 呈 值 的 状态 波 畏 数 展 开 ， 
wks 即 为 展开 式 系 数 模 的 平方 : 


whaoc | SACk’,a') ACR') | 
Rk’' oe’ 


(比例 系数 由 函数 的 归 一 化 方式 决定 )， 将 式 (3. 3) 代入， 就 得 到 ， 
wrace |e A(k) | (3. 4 
对 两 种 极 化 状态 求 和 , 便 求 出 光子 具有 动量 的 几率 : 
kacc | A (Ck) | . 


$ 4， 规范 不 变性 

我 们 知道 ,经 典 电动 力学 中 场 势 的 选择 是 非 单 值 的 ， 四 维 势 

4, 的 分 量 可 以 进行 任何 形 如 
A,—>A,+9,X (4. 1} 
的 规范 变换 ,X 是 坐标 和 时 间 的 任意 函数 (参看 第 二 卷 § 18). 

对 平面 波 而 言 ， 如 果 仅 考虑 不 改变 势 的 形式 [ 与 因子 
exp( 一 记 ,X") 成 正比 ] 的 变换 , 非 单 值 性 可 归结 为 可 以 给 波 的 振幅 
附加 任 一 与 成 正比 的 四 维 矢 量 . 

势 的 非 单 值 性 在 量子 理论 中 继续 存在 ， 当 然 这 时 它 与 场 算 符 
或 光子 波 函 数 相关 .为 了 避免 预先 决定 势 的 选择 方式 ， 就 必须 用 
算 符 四 维 势 

Ar= > (CraAhst OkaAKe (4. 2) 


的 相应 展开 式 取代 式 (2. 17)， 这 里 ， 波 函数 4%s 是 如 下 形式 的 四 
维 矢量 : 

和 一/ 三才 7 ，eue 入 一 一 | 
或 者 省 去 四 维 矢 量 指标 , 写成 更 为 简洁 的 形式 ; 


ee 14 。 








4 一 /4 ix Be* 一 一 】， (4. 3) 


J 
这 里 , 四维 动量 要 = (o, 玉 ) (因而 z= 二 wt 一 :7), 而 。 为 四 维 单位 
人 根 化 矢量 也， 
如 果 规 范 变换 不 改变 函数 (4. 3) 对 坐标 和 时 间 的 依赖 关系 ,这 
样 的 变换 一 定 是 代 换 
e,—>e, Xk,, (4. 4) 
式 中 XX 二 XX(X 人 是 任意 陆 数 ， 极 化 的 横向 性 意味 着 ,总 可 以 选择 四 
维 矢 量 e 的 形式 汶 
er=: (0,€), e:R=0 (4. 5 
的 规范 (这 种 规范 我 们 称 之 为 三 维 寞 身 规范 )、 写 成 四 维 协 变 形 
式 , 这 个 条 件 就 变 成 四 维 械 向 笨 件 
ex=0. (4. 6) 
我 们 注意 到 , 由 于 矿 二 09， 这 个 条 件 ( 像 归 一 化 条 件 ee 二 一 上 
那样 ) 不 因 变 换 (4. 4) 而 破坏 ， 另 一 方面 ， 粒 子 的 四 维 动量 的 平方 
往 于 零 意 味 着 它 的 质量 等 于 零 . 这 就 揭示 了 规范 不 变性 与 光子 质 
量 等 于 零 之 间 的 联系 (这 种 联系 0 § 14 中 讨论 ). 
对 参与 某 过 程 的 光子 的 波 国 数 进行 规范 变换 时 ， 任 何 可 观测 
的 物理 量 都 不 应 该 改变 . 个 规范 不 要 性 要 求 在 县 下 电动 学 中 
所 起 的 作用 成 至 比 在 经 典 理论 中 还 要 大 .我 们 将 在 许多 例子 中 看 
到 ， 规 范 不 变性 与 相对 论 不 变性 一 样 ， 是 一 种 强 有 力 的 启发 性 
原则 . : 
此 外 , 蛙 论 的 规范 不 变性 义 与 电荷 守 己 定律 紧密 联系 着 , 我们 
将 在 $ 43 中 讨论 这 方面 的 问题 . 
@@ 表达 式 (4.3) 不 是 完全 相对 论 协 变 ( 四 维 矢 量 ) 的 形式 , 这 是 由 于 我 们 所 用 的 时 
一 化 条 件 ( 归 一 化 为 有 限 体积 六 = 1) 是 非 协 变 的 .但 这 不 具有 原则 性 意义 ， 并 可 完全 


由 这 种 归 一 化 方法 所 提供 的 方便 所 补偿 ， 后 面 我 们 将 看 到 , 它 简直 是 自动 地 使 所 得 到 
汐 实 际 物 理 量 共 有 应 有 的 协 变形 式 ， 
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于 一 节 我 们 已 经 提 到 ， 光 子 的 坐标 波 函 数 不 能 解释 成 它 在 空 
河 各 处 出 现 的 几率 振幅 .从 数学 方面 来 讲 ， 这 是 由 于 用 这 种 波 函 
数 不 能 构成 哪怕 是 形式 上 具有 几率 密度 性 质 的 量 ， 这 样 的 量 本 质 
上 必须 由 波 函 数 4. 及 其 复 巷 的 正定 双 线 性 组 合 表 示 , 此 外 , 它 应 
谈 满 足 一 定 的 相对 论 协 变性 要 求 一 - 即 它 应 该 是 四 维 矢量 的 时 间 
分 量 ( 这 是 因为 ,表示 粒子 数 守 恒 的 连续 性 方程 的 四 维 形式 是 四 维 
流 矢量 的 散 度 为 零 ; 在 这 里 , 四维 流 矢量 的 时 间 分 量 就 是 粒子 在 空 
间 各 处 出 现 的 几率 密度 , 参看 第 二 卷 , 8 29)， 另 一 方面 , 规范 不 变 
性 要 求 四 维 矢 量 4 只 能 以 反对 称 张 量 FF,,==9,4, 一 9,4,= 
一 i(k,4, 一 ,4,) 的 形式 出 现在 四 维 流 矢量 中 ,由 此 可 见 , 四 维 流 矢 
量 应 该 是 Rs 和 8*, (以 及 四 维 矢量 ,的 分 量 ) 的 双 线 性 组 合 . 但 
是 ， 这 样 的 四 维 矢量 一 般 不 可 能 组 成 ， 这 是 由 于 满足 所 述 条 件 的 
任何 表达 式 (例如 ,£7*,;) 都 因 横向 条 件 (了,, 一 0) 而 等 于 零 ， 
更 何况 它 实 际 上 已 不 再 为 正定 的 了 (因为 它 包含 分 量 的 奇 次 
朝 ). 


8 3， 量子 理论 中 的 电磁 场 


电磁 场 是 光子 的 集合 ， 这 是 与 量子 理论 中 电磁 场 的 物理 意义 
相 吻 合 的 唯一 描述 ， 它 代替 了 用 场 强 描述 场 的 经 典 方法 ， 在 光子 
概念 的 数学 形式 中 , 场 强 作为 二 次 量子 化 算 符 出 现 . 

大 家 知道 , 当 决 定 系统 定 态 的 量子 数 很 大 时 , 量子 系统 的 性 质 
便 趋 近 于 经 典 情形 ， 对 于 一 定 体 积 中 的 自由 电磁 场 来 说 ， 这 意味 
着 振子 的 量子 数 一 一 即 光子 数 Nis 应 该 很 大 .在 这 点 上 ,光子 服 
从 玻 色 统计 这 个 事实 非常 重要 ， 在 理论 的 数学 表述 上 ， 玻 色 统 计 
与 经 典 场 性 质 的 关系 表现 在 算 符 6x。, 6%。 的 对 易 规 则 上 .Ns 很 
大 时 , 这些 算 符 的 矩阵 元 很 大 ， 对 易 关 系 (2. 16) 右 端的 1 可 以 名 
略 ， 从 而 得 到 
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也 下 是 说 ， 这 些 算 符 变 成 了 决定 经 典 场 强 的 互相 对 易 的 经 典 量 
CRay C 

但 是 , 场 的 准 经 典 性 条 件 还 需要 更 加 准确 ， 问 题 是 , 如果 所 有 
的 Npa 都 很 大 ,那么 对 所 有 状态 R,a 求 和 时 ， 场 的 能 量 在 任何 情 
襄 下 都 是 无 限 大 , 谁 经 典 性 条 件 也 就 变 成 无 意义 了 ， 

关于 准 经 典 条 件 问 题 ， 具 有 明确 物理 意义 的 提 法 是 基于 对 场 
值 在 基 个 不 大 的 时 间 间 隔 At 内 求 平均 的 研究 . 如 果 把 经 典 电场 巴 

(或 磁场 县 ) 表 达成 对 时 间 的 傅 里 叶 积 分 , 那么 ， 当 它 在 时 间 间 隅 

Al 上 求 平均 时 , 只 有 那些 频率 满足 OA 入 1 的 傅 里 时 分 量 才 对 平 
均值 刀 有 明显 的 贡献 , 否则, 振荡 因子 6-*!' 的 平均 值 几乎 等 于 零 . 
所 以 ， 在 确定 平均 场 的 准 经 典 条 件 时 ， 只 需 研究 o 乏 1/At 的 那些 
量 闻 振子 , 只 要 这 些 振 子 的 量子 数 很 大 就 行 了 . 

频率 在 零 和 w~1/At 之 同 的 振子 数 ( 在 V=1 的 体积 中 ) 具 有 
数量 级 中 


(2) ~ A (5. 1) 


单位 体积 中 的 总 能 晤 一 .这 个 量 除 以 振子 数 和 单个 光子 的 某 
种 平均 能 量 (一 #o) ,我 们 求 得 光 于 数 的 数量 级 
无 O4 
如 采 要 求 这 个 数 很 大 ， 我 们 就 得 到 不 等 式 
ie 
(cAt) 2 
这 就 是 所 求 的 把 (在 时 间 间 隔 At 上 平均 的 ) 场 当 成 经 典 场 的 
条 件 . 我 们 看 到 , 场 必 须 足够 剖 平均 间隔 At 越 小 场 越 强 ， 对 
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QD 本 市 采用 通常 的 单位 . 
»* 和 1] we 





变化 着 的 场 ， 这 个 时 间 间 隔 自 然 不 应 超过 场 有 明显 改变 的 时 间 间 
隔 ， 所 以 , 相当 能 的 变化 场 在 任何 情况 下 都 不 能 看 成 准 经 典 场 . 只 
有 在 不 随时 间 变 化 的 静态 场 的 情况 下 , 才能 假设 At 一 >oo, 使 不 
等 式 (5. 2) 的 右 端 趋 于 零 ， 这 意味 着 静态 场 永远 是 经 典 场 . 

已 经 指出 , 以 平面 波 的 番 加 形式 出 现 的 电磁 场 的 经 典 表达 式 ， 
在 量子 理论 中 必须 看 作 算 符 的 表达 式 。 但是， 这 些 算 符 的 物理 意 
义 非 常 有 限 ， 有 物理 意义 的 场 算 符 应 该 使 光子 真空 态 的 场 值 等 于 


零 ， 然 而 ， 平 方 场 算 符 忆 ? 在 基态 的 平均 值 虽 与 场 的 零点 能 量 只 
差 一 个 因子 , 却 是 无 穷 大 (“平均 值 ” 指 的 是 量子 力学 平均 值 ， 邯 算 
符 的 相应 对 角 秆 隆 元 )， 即 使 在 形式 上 删 去 英 个 算 符 ( 像 对 场 的 能 
量 所 做 的 那样 ) ,这 个 无 穷 大 也 是 不 可 避免 的 ， 因 为 在 现在 的 情况 
下 ,要 做 到 这 一 点 ,就 必须 把 算 符 名 .在 本 身 (而 不 是 它们 的 平方 ) 
作 某 种 合理 的 变形 ,而 这 是 不 可 能 的 . 


8 6， 光 子 的 角 动 量 和 字 称 

和 狂 任 何 粒子 一 样 ， 光 子 具 有 一 定 的 角 动 量 . 为 了 说 明光 子 角 
动 其 曲 性 质 ， 我 们 先 回 顾 一 下 在 量子 力学 的 数学 体系 中 粒子 波 团 
数 的 性 质 与 粒子 角 动 量 之 间 的 关系 . 

粒 地 的 角 动 量 7 由 它 的 轨道 角 臣 最 1 工 和 内 襄 角 动量 一 一 自 族 
s 组 成 ， 目 旋 为 s 的 粒子 的 波 函 数 是 秩 数 为 2s 的 对 称 旋 量 ， 即 
28 1 个 分 量 的 集合 ; 当 坐 标 系 转动 时 ,这 些 分 量 变换 成 它们 的 确 
定 组 合 , 轨 道 角 动 量 与 波 函 数 对 坐标 的 依赖 性 相关 ; 轨道 角 动 量 为 
! 的 状态 所 对 应 的 玻 国 数 ， 其 分 量 是 上 阶 球 谐 国 数 的 线 放 组 合 . 

目 旋 和 轨道 角 动 量 的 一 贯 可 区 分 性 ， 要 求 波 浪 数 的 “ 自 族 ”性 
质 和 “和 仙 滞 "和 性质 互相 无 关 : 在 给 定时 刻 旋 量 分 量 对 坐标 的 依存 不 
让 该 受到 和 任何 少 加 条 件 的 限制 
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在 动量 表象 中 , 波 函 数 对 坐标 的 依存 代 之 以 对 动量 中 的 依存 ， 
光子 的 波 汰 数 (在 三 维 横向 规范 中 ) 是 矢量 丸 ( 了 和， 矢量 等 价 于 二 
秩 旋 量 ,在 这 个 意义 上 可 冉 子 光子 的 自 旋 为 {1， 不 过 , 这 个 矢量 波 
六 数 遵守 横向 条 件 : R.A(CR) 二 0， 这 是 矢量 A(k) 作为 动量 国 数 
的 附加 条 件 ， 这 样 ， 就 不 能 够 同时 对 所 有 的 矢量 分 量 任意 地 确定 
这 种 孜 数 关系 , 因而 就 不 能 严格 区 分 轨道 角 动 量 和 自 旋 . 

我 们 看 到 ， 自 旋 是 静止 粒子 的 角 动 量 这 个 定义 也 不 适用 于 光 
子 , 因为 光子 以 光速 运动 , 其 静止 参考 系 本 来 就 是 不 存在 的 . 

由 此 可 见 ， 对 于 光子 只 能 谈 它 的 总 角 动 量 ， 了 既然 换 述 光子 的 
量 中 没有 任何 秩 为 奇数 的 旋 量 , 显然, 总 角 动 量 只 能 取 整 数值 , 

辣 任 何 粒子 一 样 ， 光 子 的 状态 也 可 以 用 宇 称 来 表征 . 宇 称 十 
指 波 函数 在 坐标 反 演 时 的 行为 (参看 第 三 卷 § 30). 在 动量 表象 
中 ， 坐 标 符号 的 改变 对 应 着 R 的 所 有 分 量 改 变 符号 ， 反 演算 符 
作用 在 标量 函数 p (KE) 上 所 引起 的 改变 仅仅 是 Pp (k) =p (一 &)， 


当 作 用 在 矢量 国 数 A(R) 上 时 ,还 必须 考虑 到 ; 坐标 轴 方 向 的 改变 


也 改变 了 矢量 的 各 个 分 量 的 符号 ,所 以 @， 
PA(k)=— A(—k). (6. 1) 
把 角 动 量 分 为 轨道 角 动 量 和 自 旋 的 做 法 虽然 对 光子 没有 物理 
意义 , 但是， 作为 形式 上 的 辅助 量 , 引入 “ 自 旋 ”s 和 “航道 角 动 量 ” 
来 表达 波 函 数 的 转动 变换 性 质 是 比较 方便 的 ，s =1 对 应 于 波 函 
数 的 矢量 性 ， 而 7 是 出 现在 波 函 数 中 的 球 谐 函 数 的 阶 数 ， 这 里 我 
们 考虑 的 是 具有 一 定 角 动 量 的 光子 状态 的 波 函 数 ; 对 自由 粒子 来 
说 就 是 球面 波 . 特别 是 , 数 ! 决定 光子 状态 的 字 称 : 


@ 我 们 选 定 ， 按 照 反 演算 符 对 极 矢量 一 一 例如 人 (或 者 和 应 的 电 矢 量 E=iwA4) 
一 一 的 作用 来 定义 状态 的 字 称 ， 这 在 符号 上 与 对 轴 秋 量 HH =i(kX4) 的 作用 不 同 , 因 


为 反 演 不 改变 轴 矢 量 的 方向 : 


PHiR; -HCE). 





P= (—1)'. (6. 2) 


在 同样 的 意义 上 , 可 以 把 角 动量 算 符 了 表示 成 和 8 十 ,我们 
操 逢 ， 角 动 汪 算 符 与 华 标 系 的 无 限 小 转动 算 特 有 关 ; 在 目前 情况 
下 , 又 与 这 个 算 符 对 矢量 场 的 作用 有 关 ， 在 和 $+1 中 ， 算 符 & 作 
用 在 矢量 指标 上 ， 使 矢量 的 分 量变 换 成 它们 的 相互 组 合 ; 而 算 答 


! 作用 在 这 些 分 量 上 就 如 同 作用 在 动量 (或 坐标 ) 的 函数 上 一样 
光子 的 角 动 量 j 给 定 后 ， 我 们 来 计算 能 量 一 定 的 可 能 状态 数 
(不 考虑 相对 于 角 动量 方向 的 2j 十 1 重 简 并 ). 
当 3! 和 s 独立 时 , 这 种 计算 很 简单 ; 将 矢量 1 和 s 按 矢 量 法 则 
相 加 ,为 了 得 到 所 需 的 7 值 ,看 有 多 少 种 相 加 方式 就 行 了 ， 对 自 旋 
s 二 1 的 粒子 , 车 j 值 不 为 零 ， 这 种 方法 给 出 具有 下 列 7 值 和 字 称 
的 三 个 状态 : 
1=j,P=(—1)'+1=(— 1)1+1; 
1 一 /十 了 P= (一 DG (一 Di 
而 如 果 j 一 0, 则 只 有 字 称 P= 十 1 的 一 个 状态 (= 1)， 
但 是 ,在 这 个 计算 中 没有 考虑 矢量 A 的 横向 条 件 ， 它 的 三 个 
分 量 都 被 看 成 是 独立 的 ， 因 此 ， 还 必须 从 所 得 到 的 状态 数 中 减 去 
纵向 矢量 所 对 应 的 状态 数 ， 纵 向 矢量 可 以 写成 kp (k) 的 形式 ,由 
此 可见 ,就 其 (对 转动 的 ) 变 换 性 质 而 言 , 它 的 三 个 分 量 才 等 价 于 -- 
个 标量 9， 因而 可 以 说 ， 与 横向 条 件 不 相 容 的 附加 态 对 应 于 具 
有 标量 波 国 数 〈 零 秩 放 量 ) 一 一 即 “ 零 自 旋 ”的 粒子 状态 人 @， 因 此 ， 
这 个 状态 的 角 动量 j 等 于 p 中 所 含 球 谐 函 数 的 阶 数 ; 作为 光子 的 

OO 实际 上 ,谈论 一 个 量 的 旋转 变换 性 质 时 ， 指 的 是 在 给 定点 上 ， 时 琴 给 定时 的 变 
换 ， 对 这 样 的 变换 ， Rep (kk) 像 一 个 标量 一 样 不 变化 . 

加 应 该 再 次 强调 ， 这 里 所 指 的 并 不 是 任何 实际 粒子 的 状态 , 所 进行 的 计算 是 形式 
虐 稀 ,相当 于 在 数学 上 用 转动 群 的 不 可 约 表示 将 一 组 在 转动 变换 下 相互 重新 组 合 的 量 
进行 分 类 . 
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状态 , 它 的 字 称 决定 于 反 演 算 符 对 矢量 函数 kw 的 作用 : 
户 (Rp) = 一 (一 了 0 (一 下 ) 一 (一 1 六 pp (RD)， 

即 字 称 等 于 (一 D)+. 由 此 可 见 , 必须 从 上 面 所 得 到 的 字 称 为 (一 1)? 
的 状态 数 (j 关 0 时 为 两 个 ,j= 二 0 时 为 一 个 ) 中 减 去 1. 

最 后 我 们 得 出 结论 : 当 角 动量 j 不 为 零 时 , 光子 有 一 个 偶 宇 称 
态 和 一 个 奇 字 称 态 ; 7 二 0 时 无 论 什么 样 的 状态 都 得 不 到 ， 这 意味 
着 光子 的 角 动 量 根本 不 可 能 为 零 ， 因 而 ;只 能 取 1 2, 3，…， 由 
于 角 动 量 为 零 的 状态 的 波 函 数 应 该 是 球 对 称 的 ， 而 这 对 于 横 波 显 
然 是 不 可 能 的 ,因此 ,不 可 能 有 j=0 是 显而易见 的 ， 

光子 的 各 种 状态 都 有 一 定 的 术语 ， 角 动量 为 外 字 称 为 (一 D， 
的 光子 叫 电 2; 极 光子 (或 B37 光子 ) ,而 字 称 为 (一 1) 基 :时 电磁 2; 概 
光子 (或 Mj 光子 )， 例 如 ,一 个 了 = 工 的 奇 字 称 态 对 应 一 个 电 侦 起 
光子 ,一 个 ;=2 的 偶 字 称 态 对 应 一 个 电 四 极光 子 ,而 一 个 j=1 的 
偶 字 称 态 对 应 一 个 磁 偶 极光 子 @. 


4 1， 光子 的 球面 波 
光 了 于 角 动 量 的 可 能 值 确 定 后 ,现在 应 该 确定 相应 的 波 国 数 @， 
首先 , 我 们 考虑 一 个 形式 上 的 问题 ;怎么 样 的 矢量 疯 数 可 以 作 
为 算 符 六 和 有 所 的 本 征 函 数 ? 在 考虑 这 个 问题 时 , 先 不 管 这 些 函 数 
中 的 哪 一 些 会 出 现在 我 们 所 要 求 的 光子 波 函 数 中 ， 也 不 考虑 横向 


A 人 
做 件 ， 


我 们 将 在 动量 表象 中 寻找 这 样 的 函数 .在 动量 表象 中 ， 坐 标 
算 符 是 了 ?=i9f3k[ 参 看 第 三 卷 式 (15. 12)], 轨道 角 动 量 算 符 是 


Q@ 这 些 名 称 与 经 典 辐 射 理 论 的 术语 相对 上 应， 后面 ($ 46, § 47) 我 们 将 看 到 , 电 型 
光子 和 磁 型 光子 的 辐射 分 别 由 电荷 系统 的 电 矩 和 磁 矩 决定 . 
加 这 个 问题 是 Heitler 首次 研究 的 (W. Heitler, 1936)。 解 的 陈述 形式 是 B. B. 
别 列 斯 捷 斯 基 作出 的 (1947). 
es 2 » 


1= Fxk]=—il kx 大 | 


即 ， 与 坐标 表象 中 的 角 动量 算 符 相 比 ， 区 别 仅仅 是 用 字母 代替 
r， 因 此 ,在 两 个 表象 中 , 所 提问 题 的 解 在 形式 上 是 一 样 的 . 

用 Yi 表示 所 求 的 本 征 函 数 ， 并 称 之 为 球 谐 矢量 ， 它 们 必须 
满足 方程 

Yn = jG D Ym joYn=mY sm (7. 1) 

(z 轴 为 空间 的 已 知 方向 )。 我 们 来 证 明 , 任何 形 如 aYyn 的 函数 都 
具有 这 些 性 质 ， 这 里 a 是 由 单位 矢量 n=/o 构成 的 任意 矢量 
而 Fiw 是 通常 的 (标量 ) 球 谐 函数 ， 我 们 将 按照 第 三 卷 $28 的 


~ (7_ 也 二 如] > (27 十 二) (ZC— |m|)! m| ime 
Yn (nN)=( 1)- 让 rrm Pi™(cos0)e 





(7. 2) 

(48, 为 方向 1 的 球 极 角 中 ) 来 定义 了 jm， 为 此 ， 我 们 回顾 一 下 第 
三 卷 式 (29. 4) 的 对 易 规 则 ; 

{Li, ap} -=ieirid, 
.等 式 右 端 可 以 写成 (一 #04), 这 里 S$ 是 自 旋 为 1 的 算 符 (这 个 算 符 
对 矢量 函数 的 作用 正好 由 等 式 $8;a4 二 一 jewmai 决定 ， 参 看 第 三 着 
$ 57, 习题 2)， 所 以 我 们 有 

fa — ari;=— 8;0.. 
利用 这 个 等 式 求 出 

JilGr = (id i) a —arls. 

因而 ， 


六 (aY ;mn) ~alY;,, 7: (G 了 7m) =al,Yn. 


Q@ 为 后 面 引用 方便 起 见 , 请 注意 0 二 0Cn 沿 z 轴 ); 时 的 函数 值 ; 
Yin(n) i 2 十 18。 《7. 20)-* 
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既然 球 谐 函 数 了 js 是 算 符 L 和 2 的 本 征 值 分 别 为 jG 十 1 和 四 
的 本 征 函 数 ,于 是 我 们 就 得 到 等 式 (7. 1). 
我 们 选择 如 下 三 个 矢量 
VV» [ny 
MIO+1) AI 二 ID 
作为 矢量 a@, 就 得 到 三 类 本 质 上 不 同 的 球 谐 矢 量 。 因 此， 我 们 定 - 
义 的 球 谐 矢量 为 : 


n (7. 3) 


1 ， 
Y= Yn, P= (1) 
Y=LnxY 抱 ]， P=(— Di (7. 4) 
Y=nY,nm, P= (—1) 7， 


并 给 出 了 每 个 矢量 的 宇 称 已 ， 这 三 类 矢量 互相 正 交 , 且 了)% 相对 
于 1 是 纵 矢量 ,了 Y 坊 和 Ym 是 横 矢 量 ， 
这 些 球 谐 和 量 可 以 用 标量 球 谐 函 数 表达 :各 仅 用 一 个 1=j 
阶 球 谐 消 数 表达 ,而 了 汽 和 YY 用 1=j 土 1 阶 球 谐 函 数 表达 .这 
一 扩 是 显而易见 的 , 只 要 把 式 (7. 4 中 所 给 出 的 宇 称 与 一 个 矢量 场 
的 字 称 (一 D'*'( 通 过 有 关 球 谐 函 数 的 阶 数 表示 ) 加 以 比较 就 
够 了 .、 
每 一 类 中 的 各 个 球 谐 矢 量 互相 正 交 , 并 按 下 式 归 一 化 : 
|zmYyw do=0;;0nm’. - (7. 5) 
根据 球 谐 函数 了, 的 归 一 化 条 件 , 上 式 对 矢量 了 是 显然 的 。 对 - 
@ 算 符 T 圭 [81V, 作用 在 只 与 方向 n 有 关 的 函数 上 。 在 球 毕 标 中 , 它 只 有 两 个 
分 量 : 
下 面 用 Av 表示 的 算 符 是 拉 普 拉 斯 算 符 的 角度 部 分 : 


1 3..9 1 9: 
An—n 36 Mg tig Dor 
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于 舌 量 立 和 名, 归 一 化 积分 为 


YjnVnYi mdo = ls m' AnY jmdo, 


OrD)™ 一 元 


且 由 于 Am 一 一 9(05 十 1)7ro 我 们 便 得 到 式 (7.52， 矢 量 YY 有 % 妆 
归 一 化 也 归结 为 一 个 同样 的 积分 

最 需 对 方程 (7.1) 进 行 上 述 直 接 验 证 , 只 要 一 般 地 考查 有 关 辕 
数 的 变换 性 质 , 我 们 就 可 以 得 到 球 谐 矢 量 (7. 4)， 在 上 节 我 们 曾 用 
这 种 方法 说 明 ; 一 个 形 如 ng 的 矢量 函数 所 对 应 的 角 动 量 值 j, 等 
于 9 中 所 含 球 谐 国 数 的 阶 数 ; 如 果 只 假定 9= 了 jmn， 那 么 函数 19 
也 将 对 应 着 一 个 确定 的 角 动 量 分 量 值 mm， 这样， 我 们 立即 导出 球 
谐 矢 量 工 失 , 如 果 用 矢量 了: 或 En x V,] 代 替 乘 积 mo2 中 的 2, 则 86 
中 关于 变换 性 质 的 讨论 不 受 影 响 ， 于 是 我 们 得 到 另外 两 类 球 谐 

现在 让 我 们 回 到 光子 的 波 国 数 上 来 ， 对 一 个 电 型 光子 (8 站， 
矢量 A(R) 应 该 具有 宇 称 ( 一 D1 球 谐 矢量 Y 公 和 了 入 都 具有 
这 样 的 宇 称 ， 但 只 有 前 者 满足 横向 条 件 ， 对 一 个 磁 型 光子 (Mj)， 
矢量 A(R) 应 该 具有 宇 称 (一 1 具有 这 种 宇 称 的 球 谐 矢 量 只 有 
YY;w*。 因 此， 一 个 具有 确定 角 动 量 j 及 其 分 量 四 (和 能 量 o) 的 光 
子 的 波 国 数 为 


Aom(k) = -A856(1k|—o) Yn(n), (7. 6) 


对 电 型 光子 和 磁 型 光子 ,jm 分 别 为 了 拒 和 YH， 给 定 的 能 量 值 
到 映 在 因子 (CRI 一 o) 中 。 
国 数 47. 6) 的 归 一 化 条 件 为 


C37 raz | oo om (ke) Assnlk) dk= OOO — 0) 06 


(7.7) 





对 于 坐标 表象 中 的 波 函 数 ,条件 (7.7) 等 价 于 
{ES Cr) Eosn(r) + HY (r) Hesm(r)} dy 
=06 (0 — 0) Om. z (7. 8} 
实际 上 , 当 用 势 表 达 时 , 等 式 左 端的 积分 形式 为 
BAY (r) Aom(r) od 


,| 


其 中 
, -一 ike,r d 
Air (r) |A.m(k)e 《2 元 )3? 
3 
A*,m' (Tr) =|AYm (ke 本 Bs (7. 9) 


对 dz 的 积分 给 出 6 函数 (2x)?6(Ck' 一 k), 它 又 被 对 dh 的 积分 消 
去 , 从 而 积分 化 为 (7.7) 的 形式 . 

至 此 , 我们 的 讨论 是 指 势 的 横向 规范 ， 在 这 个 规范 中 ,标量 势 
中 = 0、 但 是 在 某 些 应 用 中 ， 球 面 波 的 其 它 规 范 方法 或 许 更 为 
方便 . 

在 动量 表象 中 所 容许 的 势 变换 是 代 换 

A—>A+nf(k), PD—>D-fk), 
式 中 f(k) 是 任意 函数 .在 目前 的 情况 下 我 们 将 这 样 选择 f(k)， 
使 得 新 的 势 用 同样 的 球 谐 函 数 表 示 ， 并 且 仍 具有 确定 的 字 称 ， 这 
些 条 件 使 电 型 光子 的 势 限定 为 下 面 的 函数 ， 
A477 


Al?n (Rk) 一 ro 一 O) (YS 9+COnNYn), 


(e) _ 47r “1 | 
Di nk) 一 二 7301 | 一 OO)CY7w， (7. 10) 
式 中 为 任意 盏 数 ， 玫 磁 型 光子 ， 护 路 (k) 的 这 种 附加 项 使 它 失 


DD 这 是 与 (2.22) 同 种 类 型 的 条 件 。 等 式 右 问 之 所 以 出 现 因子 6(。o' 一 w)， 是 出 
于 这 里 所 研究 的 场 ( 球 面 波 ) 在 在 于 整个 无 限 大 空间 , 而 不 是 有 限 体 积 亚 =1. 
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去 确定 的 宇 称 , 因此 ， 为 满足 上 述 要 求 ， 式 〈7. 6) 是 唯一 可 能 的 
选择 . z 

按照 式 (3. 5) 和 (7. 6) ， 具 有 一 定 角 动量 和 字 称 的 光子 沿 方向 

n 运动 且 处 于 立体 角 元 do 中 的 几率 等 于 

wn)do= |Y/(n) |?do., (7. 11) 
这 是 对 召 型 光子 写 出 的 表达 式 .、 但 是 由 于 | 了 | 二 |1Y 操 1, 两 类 
光子 的 几率 分 布 风 (n) 相 同 . 

模 的 平方 | 了 和 上 与 方位 角 2 无关 ( 球 谐 函 数 中 的 因子 e"" 被 
宵 去 ), 因此, 几率 分 布 w(?a) 相 对 于 z 轴 对 称 . 其 次 ,既然 每 个 球 谐 
矢量 都 具有 确定 的 字 称 , 它们 的 模 的 平方 就 不 受 反 演 ( 即 极 角 代 换 
2 一 一 一 人 的 影响 ， 这 意味 着 国 数 w(0) 展 成 惑 让 德 多 项 式 时 只 
包含 偶数 阶 的 项 ， 展 开 式 系 数 的 确定 ， 归 结 为 计算 三 个 球 谐 因数 
乘积 的 积分 ,然后 对 各 分 量 求 和 . 积分 与 求 和 均 按 照 第 三 卷 $ 107， 
$ 108 的 公式 进行 , 其 结果 是 : 


w(0) 一 (一 D1 2+ DT Sn 人) ; 网 路 1 


x Pn (cos0). (7, 12) 
最 后 ,我 们 来 推导 按 球 谐 函数 展开 的 球 谐 矢量 的 分 量 表达 式 ， 


为 此 ， 着 》107 中 定义 的 矢量 的 球 分 量 . 矢量 f 


四 开心 


fo=if, f= gn =- 志 (一 ip 


(7. 13) 
如 果 引入 “ 球 单位 矢量 ”， 
eV=ie®, et =—F(e T+ie®), 
en=F(e" ie®) (7. 14) 
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222) 为 zi 2 轴 的 单位 矢量 ,那么 


f=D Dem, f(D'ferntafew. 


(7.15) 
可 以 用 37 符号 并 通过 球 谐 函 数 将 球 请 矢量 的 球 分 量 表 示 成 如 下 
的 公式 : 


十 钰 十 4 十 fe 人 JI 十 1 1 J 
(— 1)7 “ (Yj% Vi, 1 a 


/Il 1 A 八 
+vir1( 


z . 
[2 ， 


和 
下 
| 71% 十 4 一 4 2 


, /y+1 1 全 
\(— Ditmtatl (YS%) 二 VJ 十 ( Y jr 1m+A 
M+A4 一 4 —m 


J—1l 1 j 
二 ~ ] 过- mtAe 
了 一 4 上 


《7. 16) 
这 些 公式 是 接 下 述 方法 推导 出 来 的 ; 三 个 球 谐 矢 量 都 具有 


Yj», = > Lm’ | Cr | Im > 了 yw， 
Tim’ 


这 注 ， 问题 归结 为 求 矢量 Q 对 于 帮 道 角 动 量 本 征 函 数 的 矩阵 元 
按照 第 三 卷 (107. 6), 我 们 有 


1 1 
Cm' la jm)=i(— Dn" ( 1 2 jlal 
式 中 jmax 是 上 和 4) 中 的 较 大 者 因此, 只 要 知道 非 零 的 约 化 矩阵 
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元 《Zlalj) 就 够 了 ,它们 由 以 下 公式 给 出 : 
C1—1]|a]2= Call—1)*=iV TL, 
《iv 一 了 =i( 一 DT ， 
Cv DIDVT, 人 
itnxv =iVIOFD TD. 


§ 8.。 光子 的 极 化 
对 于 光子 , 极 化 矢量 e 起 着 波 函 数 “ 自 旋 部 分 ”的 作用 (其 限制 
条 件 与 86 中 所 述 的 光子 自 旋 概念 有 关 ). 
由 现在 交 子 报 化 中 的 各 各 情况 等 同 于 经 典 电 区 波 失 化 的 可 能 
类 型 (参看 第 二 卷 8 48). 
任意 一 个 极 化 e 都 可 以 表示 成 以 某 种 确定 方式 选取 的 两 个 互 
相 正 交 的 极 化 e 中 和 e® (ec .er* 一 0) 的 登 加 ， 在 分 解 式 
e 一 ele( 人 十 eye(2) (8. 1) 
中 , 系数 e 和 es 的 模 的 平方 分 别 决定 光子 具有 极 化 e@ 或 e@ 的 
几率 . 
可 以 选 两 个 互相 右 直 的 线 极 化 作为 em 或 e 中 ,也 可 以 把 任 一 
极 化 分 解 成 两 个 旋转 方向 相反 的 圆 极 化 ， 右 旋 圆 极 化 和 左旋 圆 极 
化 的 矢量 分 别 用 e+ 和 e‘- 了 表示 ， 在 坐标 系 & n6 中 ,车 E 轴 沿 光 
子 方向 n==k&/@, 则 


etv=— 记 (eH Tiem)， e'- 1 一 
~ 2 


= 地 -(€ 一 ie(?))， (8. 2) 


换 句 话说 ,动量 给 定 的 光子 可 能 具有 两 种 不 同 的 极 化 , 这 意味 
. 着 动量 的 每 一 个 本 征 值 都 是 二 重 简 并 的 ， 这 个 性 质 与 光子 质量 等 
于 零 密切 相关 . 

对 于 一 个 自由 运动 的 质量 不 为 零 的 粒子 ， 永 远 存 在 着 一 个 静 


止 参考 系 ， 实际 上 , 正 是 在 这 个 特殊 的 参考 系 中 , 粒子 本 身 所 固有 
1 站 


的 对 称 性 质 明显 地 表露 出 来 ， 在 这 种 情况 下 ， 必 须 考 虑 对 于 一 切 
可 能 的 绕 心 转动 〈 即 对 于 完全 球 对 称 群 ) 的 对 称 性 ， 粒 子 对 这 个 
群 的 对 称 性 质 就 是 用 它 的 自 旋 s 描述 的 ， 自 旋 决定 简 并 度 (可 变 
换 为 相互 线性 组 合 的 不 同 波 函 数 的 数目 2s 十 1)， 特 别 是 , 具有 矢 
量 ( 三 个 分 量 ) 波 函数 的 粒子 所 对 应 的 自 旋 为 1. 
对 于 质量 等 于 零 的 粒子 来 说 ， 就 不 存在 静止 参考 系 一 一 在 任 
何 参 考 系 中 它 都 以 光速 运动 ， 对 于 这 样 的 粒子 ， 总 有 一 个 空间 的 
特定 方向 一 一 动量 矢量 k 的 方向 (上 轴 )， 在 这 种 情况 下 , 显然 不 存 
在 对 整个 三 维 转动 群 的 对 称 , 而 只 有 相对 那个 特定 轴 的 轴 对 称 . 
在 轴 对 称 条 件 下 ， 守 和 恒 量 仅 是 粒子 的 螺旋 性 一 一 角 动量 在 5 
轴 上 的 分 量 , 我 们 用 4 表示 @. 如 还 要 求 对 通过 5 轴 的 平面 反射 对 
称 ， 则 符号 相 异 的 4 值 所 对 应 的 状态 将 互相 简 并 , 因而 当 4 二 0 时 
将 得 到 二 重 简 并 @.， 动量 确定 的 光子 状态 事实 上 就 对 应 着 这 类 二 
重 简 并 态 中 的 一 种 态 , 它 用 “ 自 旋 ? 波 函数 一 平面 67 中 的 矢量 e 
描述 ， 对 线 5 轴 的 任 一 转动 和 通过 此 轴 的 平面 的 反射 ， 这 个 矢量 
的 两 个 分 量变 换 为 它们 的 相互 组 合 . 
光子 的 各 种 极 化 情况 与 它 的 螺旋 性 的 可 能 值 有 确定 的 对 应 关 
系 ， 这 种 对 应 关系 可 以 按照 第 三 卷 的 公式 (57. 9) 建立 起 来 ， 那 个 
公式 把 一 个 矢量 波 函 数 的 分 量 与 秩 数 为 2 的 等 价 旋 量 联系 起 
来 @. 与 分 量 4= 十 1 或 4= 一 1 对 应 的 矢量 e 只 能 具有 非 零 的 分 量 
e:—ie, 或 e: 十 1e， 即 分 别 是 2 二 e+? 或 e 二 es?. 换 句 话说 ,4 二 十 1 
和 41= 一 1 对 应 着 光子 的 右 旋 圆 极 化 和 左旋 贺 极 化 (在 § 16 中 将 
根据 对 自 旋 分 量 算 符 的 本 征 函数 的 直接 计算 得 到 这 个 结果 ). 





@ 这 与 上 一 节 中 角 动 量 在 指定 空间 方向 ( > 轴 ) 上 的 分 量 mm 不 同 . 
国 这 是 对 双 原 子 分 子 的 电子 项 进行 分 类 的 方法 (第 三 卷 8 78)， 
仿 记 住 : 波 函 数 的 分 量 作 为 (这 里 所 说 的 ) 粒子 角 动 量 的 不 同 分 量 值 的 几率 振幅 ， 
对 应 若 迹 变 旋 量 分 量 . 
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由 此 可 见 ， 光 子 的 角 动 量 在 其 运动 方向 上 的 分 量 只 有 两 个 可 
能 值 ( 士 D , 堆 值 是 不 可 能 的 . 
光子 具有 一 定 动量 和 极 化 的 状态 (在 第 三 卷 § 14 中 所 阐明 的 
意义 上 ), 是 一 种 纯 态 ; 纯 态 用 波 函 数 描述 , 相应 于 粒子 (光子 ) 状态 
的 量子 力学 的 完全 描述 光子 的 “混合 ” 态 也 是 可 能 的 ， 相 应 于 不 
用 波 函 数 而 仅 用 一 个 密度 矩阵 的 不 完全 描述 . 
让 我 们 来 研究 这 样 一 种 光子 状态 : 它 在 极 化 方面 是 混合 态 , 但 
是 有 确定 的 动量 值 k， 这 种 状态 叫 部 分 家 化 态 ， 在 这 样 的 状态 中 
存在 着 “坐标 " 波 函 数 . 
”光子 的 极 化 密度 矩阵 是 与 矢量 姑 乘 直 的 平面 (平面 £7) 内 的 
二 秩 张 量 pos (指标 a, B 只 能 取 两 个 值 )， 这 个 张 量 是 厄 密 的 ; 
Dop 一 Dpa， (8. 3) 
归 一 化 条 件 是 . 
Du 三 Di 十 p22 = 1. (8. 4) 
由 式 (8. 3) 可 知 , 对 角 分 量 pl 和 ps 为 实数 , 应 用 条 件 (8. 4) ,可 由 
其 中 一 个 确定 另 一 个 ， 分量 p1s 是 复数 , 且 pa = pts， 因 此 ,密度 
“ 矩阵 总 共 由 三 个 实 参 数 描写 . 
如 果 已 知 极 化 密度 矩阵 ， 就 能 求 出 光子 具有 任何 确定 极 化 e 
的 几率 ， 这 个 几率 由 张 量 pw 在 矢量 e 方 向 上 的 “投影 ” 
Dapea ep (8. 5) 
决定 。 例 如 , 分量 c 和 pss 就 是 沿 £ 轴 和 轴 的 线 极 化 几率 ， 在 
矢量 (8.2) 上 的 投影 给 出 两 个 贺 极 化 的 几率 : 


二 [1 士 io 一 oa) (8. 6) 


张 量 pas 的 性 质 不 论 在 形式 上 还 是 在 本 质 上 都 与 经 典 理论 中 
撞 述 部 分 极 化 的 张 量 J。s 相同 (参看 第 二 卷 $ 50). 在 这 里 证 我 们 
回顾 一 下 这些 性 质 中 的 几 条 . 
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对 具有 确定 极 化 e 的 纯 术 , 张 量 ose 化 为 矢量 e 的 分 量 之 积 : 
Dap ~™— ea6p (8. 7) 
且 行 列 式 |oes| =0， 反 之 , 对 非 极 化 光子 , 所 有 极 化 方向 部 有 相等 
的 几率 , 即 
pu 一 了 Op， (8. 8) 


这 时 | pag|==1/4. 

在 一 般 情 况 下 ， 部 分 极 化 用 三 个 斯 托 克 斯 实 参 数 £1， 5&2,，&30 
描写 比较 方便 ， 这 和 峙 , 密度 盾 阵 的 形式 为 

p= 1 ) 
“和 十 1 1—é, 

三 个 参数 均 在 一 1 和 十 1 之 间 取 值 ， 在 非 极 化 状态 中 ，561 二 62 二 
二 0; 对 一 个 完全 极 化 光子 来 说 ,E63 十 £2 十 £8 二 1. : 

参数 5 描写 轴 £6 或 轴 7 方 向 上 的 线 极 化 ， 光 子 在 这 两 个 轴 上 
线 极 化 的 几率 分 别 等 于 (1 十 sa)/12 或 (1 一 63)/2， 因 此, 5s 二 十 1 或 
一 1 相应 于 这 两 个 方向 上 的 完全 极 化 ， 

参数 5 描写 与 & 轴 的 夹 角 为 9 二 x/4 或 p= 一 xT/4 的 方向 上 
的 线 极 化 .光子 在 这 两 个 方向 上 线 极 化 的 几率 分 别 等 于 (1 十 60 /2 
或 (1 一 51)/2， 只 要 把 张 量 pas 投影 在 e= (1， 土 DD /M2 方向 
上 , 就 不 难看 到 这 一 点 . 

最 后 , 参数 纪 表 示 圆 极 化 度 : 按照 式 (8. 6) ,光子 具有 右 旋 或 左 
旋 圆 极 化 的 几率 分 别 竺 于 (1 二 6) /2 或 (1 一 £2)/2。， 由 于 两 种 极 化 
对 应 着 螺旋 性 4= 士 1, 很 明显 ,在 一 般 情况 下 , #: 是 光子 螺旋 性 的 
平均 值 ， 我们 还 看 到 , 对 极 化 为 e 的 纯 态 ， 

6s=i(exe’):n (8. 10) 
请 注意 (参看 第 二 卷 8$ 50) : 5 和 53 十 是 洛 伦 兹 变换 的 不 


(8. 9) 


@ 不 要 把 参数 符号 与 坐标 轴 上 的 符号 混淆 ! 
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后 面 我 们 还 将 遇 到 时 间 反 演 下 斯 托 克 斯 参数 的 行为 问题 ， 容 
易 看 出 ， 它 们 对 这 种 变换 是 不 变 的 . 这 一 性 质 显然 与 极 化 状态 无 
关 , 因此 , 只 需 对 纯 态 证 明 即 可 .在 量子 力学 中 ， 时 间 反 演 相当 于 
把 波 冰 数 换 成 它 的 复 共 轿 ( 第 三 卷 §18)， 对 于 平面 极 化 波 ， 这 意 
味 着 代 换 D z 

e—>—e*. (8. 11) 


在 这 种 看 换 下 ， 人 
于 (ése$+ epe*) 


以 及 参数 5 和 5s 都 不 改变 .参数 2 在 同一 变换 中 的 不 变性 可 以 
由 式 (8. 10) 看 出 ,也 可 以 从 和 的 意义 (螺旋 性 的 平均 值 ) 看 出 ， 实 
际 了 十 , 蝇 旋 性 是 角 动 量 j 在 方向 n 上 的 分 量 , 即 乘积 jn; 在 时 间 反 
演 下 , 这 两 个 矢量 都 改变 符号 . 
在 后 面 的 计算 中 , 我 们 需要 把 光子 的 密度 和 矩阵 写成 四 维 形 式 ， 
妈 基 :个 四 维 张 县 po 的 形式 对 于 用 四 维 矢 量 e。 描述 的 极 化 光子 
而 言 , 这 个 张 量 自 然 定义 为 


k—>—k, 


Du 一 enev。 (8. 12) 
-在 三 维 厂 向 规 范 e= (0，e) 中 , 如果 有 一 个 空间 坐标 轴 选 在 nn 上 ， 
这 个 四 维 张 最 的 非 零 分 量 便 与 式 (8.7) 相合 . 
对 于 非 极 化 光子 , 三 维 横 向 规范 对 应 于 张 量 p,,, 其 分 量 为 : 
Pin 二 (Gi — Ning), 0oi 三 Di0 三 Doo 一 0 (8. 13) 


[如 果 一 个 轴 在 1 方向 上 ， 就 回 到 了 式 (8. 8)]. 但 是 , 直接 利用 这 
种 二 “ 玲 形 式 的 张 量 pu 并 不 方便 . 不过， 我 们 可 以 利用 密度 矩阵 


人 Ce 的 符号 的 改变 是 由 于 时 间 反 演 改 变 了 电磁 场 矢 量 势 的 符号 ， 而 标量 势 不 改 
变 符 号 ， 所 以 ,对 四 维 矢 量 e 来 说 ,时 间 反 演 就 是 变换 
(€0€) —> (et,—e’), (8.11c) 


ee 





的 规范 变换 


pos—> Ps, 二 Xk 十 XE (8. 14) 
《 式 中 %， 为 任 六 函数) 并 假设 
-1 k; 
“0 二 一 让， Ki 
就 得 到 简单 的 四 维 表达 式 
po 一 一 于 9 (8. 15) 


以 代替 式 (8. 13) . 
部 分 极 化 光子 的 密度 矩阵 的 四 维 形式 很 容易 沦 到 ， 只 要 把 式 
《8. 9) 的 二 维 张 量 先 改 写成 三 维 形式 就 行 了 : 


1 天 
Dig = (ef e¥ ef2e6)) 十 2 (eVe®) + ee®)) 
一 学 (eile 一 et )e90)) + 名 (ee 一 ef2)e 62)) ， 


式 中 e™,,e™ 是 沿 5 轴 和 7 轴 的 单位 矢量 . 然后 ， 用 类 空 的 实 四 
维 单位 矢量 ee 代 换 这 些 三 维 矢 量 , 就 得 到 所 要 求 的 推广 ,e 中 ， 
e 中 互相 正 交 ,并 且 与 光子 的 四 维 动量 正 交 : 
e 一 6 一 一 1， 
ee 一 0， (8. 16) 
eVE=e k= 0, 
在 三 维 横向 规范 中 ,e 信 = (0, em),e'»= (0 e@)， 
所 以 光子 的 四 维 密度 矩阵 为 
po 一 三 (ep e+ er er) 二 所 (ee 十 eeo)) 一 


< (ee? — ee) 十 2 (ele —ee (2)) , 


(8. 17) 
四 维 矢量 e",e 在 实际 选取 时 是 否 方便 ,要 根据 所 研究 问题 的 具 


® 3 了 3 e 


体 条 件 决定 . 

必须 注意 ， 条 件 (8. 16) 并 没有 了 唯一 地 规定 e 和 e 儿 的 选取 , 
如 果 一 个 四 维 矢量 e, 满足 这 些 条 件 , 那么 , 任何 形 如 e。 十 Xk 的 四 
维 矢量 也 将 满足 这 些 条 件 (因为 大 =0)， 出 现 这 种 非 唯一 性 是 因 
为 密度 矩阵 在 规范 变换 下 也 不 是 唯一 的 . 

式 (8. 17) 中 的 第 一 项 对 应 着 非 极 化 态 , 因此 ， 按 照 式 (8. 15)， 
可 以 用 一 9,,/2 代 换 它 ， 这样 的 代 换 又 相当 于 某 种 规范 变换 . 

当 利用 形 如 式 (8. 17) 那样 的 四 维 张 量 (由 两 个 独立 的 四 维和 天 
量 表示 ) 进行 运算 时 ， 采 用 下 面 的 形式 手段 比较 方便 ， 先 把 张 量 
《8. 17) 写成 如 下 形式 : 

3 petn es 


a,b =1 


系数 462 表示 成 二 行 矩 阵 
piD D(13) 
o (2 0 0») 
与 任何 厄 密 二 行 什 降 一 样 ， 它 可 以 用 四 个 独立 的 二 行 抢 阵 一 一 沪 
利和 矩阵 oz、0y, cz 和 单位 矩阵 1 表示 出 来 。 具 体 表达 式 为 


p=5(11é0), = (8, 62, 8), | (8. 18) 


只 要 利用 著名 的 泡 利 矩阵 表达 式 (18. 5)， 并 与 式 (8. 17) 直 接 进行 
比较 ， 就 不 难得 到 上 述 结 果 ( 当 然 ， 把 三 个 量 51, 562,5s 合并 成 “ 矢 
量 “ 纯粹 是 形式 上 的 ， 仅仅 是 为 了 标记 上 的 方便 )， 


习 题 
对 坐标 “ 轴 ” 为 圆 极 化 单位 矢量 (8. 2) 的 表象 写 出 光子 的 密度 矩阵 . 
解 ” 张 量 在 新 坐标 办 (c，p= 士 D) 上 的 分 量 pap 由 张 量 (8. 9) 在 单位 舌 
量 (8.2) 上 的 投影 得 到 : 
站 34 上 


D0 一 Pape' ep) Pb- 一 Papear 0 
sit -Hi 
2 \—6~if, 工 一 所 


$ 9， 双 光子 系统 
用 类 似 于 8 6 中 的 讨论 方法 可 以 计算 较 复杂 的 双 光 子 系 统 中 
可 能 状态 的 数目 (JI. JIagmray, 1948). 
我 们 将 在 双 光 子 的 质心 坐标 系 中 进行 讨论 ， 两 个 光子 的 动量 
是 R:= 一 Ra 三 RO， 双 光子 系统 的 波 函 数 ( 在 动量 表象 中 ) 可 以 卖 
示 成 二 秩 三 维 张 量 4is(nma), 姥 由 两 个 光子 矢量 波 函 数 的 双 线 性 组 
合 爸 成 的 张 量 ， 这 个 张 量 的 每 一 个 下 标 对 应 一 个 光子 (n 是 尺 方 
向 上 的 单位 矢量 )， 每 个 光子 的 横向 性 由 张 量 4i 与 矢量 的 正 
交 性 表示 : : 
Aiini = 0, Airni=0. (9. 1) 
光子 的 互相 交换 意味 着 张 量 4;; 交换 下 标 , 同时 改变 ni 的 符 
号 ， 因 为 光子 服从 孩 色 统 计 , 所 以 
Aic(—1)= Ar;(n). (9: 2) 
一 般 来 说 ， 张 量 4is 对 其 下 标 并 不 是 对 称 的 。 我 们 把 它 分 成 


一 对 称 部 分 (siw) 和 反对 称 部 分 (qiw): diw 二 sit 十 ass。 这 两 个 部 分 显 


然 分 别 满 是 关系 式 (9, 2)[ 以 及 正 交 性 条 件 (9, 1)]。 由 此 得 出 : 
Sis(—1)= ss (Nn), (9. 3) 
Gis(—n)=—ar(n). (9. 4) 
旦 株 反 演 本 身 并 不 改变 二 秩 张 量 分 量 的 符号 ， 但 要 改变 n 的 符 
号 .因此 , 由 式 (9. 3) 不 难看 出 : 波 函 数 sie 对 反 演 对 称 , 即 对 应 于 


(D 这 样 的 参考 系 总 是 存在 的 ， 除非 两 个 光子 在 同一 方向 上 运动 . 这 种 双 光 了 于 的 总 


动量 ki 十 有 和 总 能 量 ok 十 oa 之 闻 的 关系 与 划一 光子 的 相同 , 因此 ,使 ki 十 有一 0 的 参 


性 系 是 不 存在 的 . 
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光子 系统 的 侦 字 称 态 , 而 波 函 数 os 对 应 于 奇 字 称 态 . 
一 秩 反对 称 张 量 等 价 于 (对 偶 于 ) 某 个 轴 矢 量 a，a 的 分 量 可 


以 用 张 量 的 分 量 表示 成 a1= 二 eimam， 这 里 esr 是 单位 反对 称 张 


量 ( 参 看 第 二 卷 $ 6). 张 量 ax: 与 矢量 nn 的 正 交 性 意味 着 矢量 a 
和 mn 是 平行 的 0, 因此 , 可 以 写 出 a= mp(n), 这 里 p 为 标量 。 按 
照 式 (9. 4), 应 该 有 Qa( 一 13) 一 一 aG(n) ,因此 
9p(—n)= 9(n), 

这 个 等 式 意味 着 标量 wo 只 能 是 偶数 阶 卫 (包括 零 阶 ) 的 球 谐 函 数 的 
一 次 式 . 

我 们 看 到 , 反对 称 张 量 ais 就 其 (对 旋转 的 ) 变 换 性 质 而 言 ， 等 
价 于 一 个 单一 的 标量 〈 与 20 页 的 脚注 @ 比 较 )。， 当 给 后 者 赋予 零 
“ 自 儿 ”"， 该 状态 的 角 动 量 就 是 J==L，。 由 此 可 见 ， 张 量 ais 所 对 
应 的 光子 系统 的 状态 具有 偶数 角 动 量 J 和 奇数 字 称 . 

我 们 现在 来 研究 对 称 张 量 sk。 既然 当 了 改变 符号 时 sir 不 
变 ， 它 就 对 应 着 光子 系统 的 偶 宇 称 。 由 此 得 出 , sx 的 所 有 分 量 均 
可 用 偶数 阶 五 (包括 工 = 0) 的 球 谐 函数 表示 。 我 们 知道 , 任 一 对 称 
的 二 秩 张 量 si; 都 可 表达 成 标量 (si) 与 迹 等 于 零 (s4=0) 的 对 称 
张 量 sis 之 和 . 

标量 si; 可 赋予 零 “ 自 旋 ”"， 因 而 它 所 对 应 的 状态 具有 偶数 角 
动量 J]==L; 而 张 量 sis 具有 “ 自 旋 ?2( 参 看 第 三 卷 $ 57)， 按 照 角 
动量 全 加 原理 ,把 这 个 “ 自 旋 ”与 偶数 “轨道 角 动 量 ”L 相 炙 加 , 我 们 
求 得 : 当 J 为 非 零 的 偶数 时 ,可 以 有 三 个 状态 (= 了 土 2, 了 ), 而 当 
J 为 非 1 的 奇数 时 ， 有 两 个 状态 (==J 土 1 ), 例外 情形 是 J=0 
(ZL==2) 有 一 个 状态 和 J 了 =1 有 一 个 状态 (L= 2). 


QD 由 于 ao 一 etab 正 交 性 条 件 给 出 


drmne= emrtams = NnXa)= 0. 
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但 是 ,在 这 些 计算 中 还 没有 考虑 张 量 ste 与 矢量 ?3 的 正 交 性 条 
件 ， 因 此 ， 还 必须 从 上 面 所 得 到 的 状态 数 中 减 去 与 矢量 nt“ 平行 ” 
的 二 秩 对 称 张 量 所 对 应 的 状态 数 ， 这 样 的 张 量 〈 记 做 sg) 可 以 表 
未 成 
Si 一 和 0 十 入 Di 
式 中 心 是 其 一 确定 矢量 .按照 式 (9. 3) 这 个 矢量 应 该 满足 条 件 
b( 一 1n) 二 一 b(n). 由 此 可 见 ,给 出 “多 余 ” 状 态 的 张 量 s%; 等 价 于 一 
个 奇 矢 量 ， 这 个 矢量 只 能 用 阶 数 工 为 奇数 的 球 谐 函 数 表示 ， 如 果 
再 注意 到 这 个 矢量 具有 “ 自 旋 ?为 1 ， 我 们 求 得 :对 任 一 7 天 0 的 偶 
角 动 量 ， 有 两 个 状态 ( 工 二 J 了 土 1); 而 对 任 一 奇数 J， 有 一 个 状态 
(L=J);J 了 =0 有 一 个 状态 (= 博 是 一 例外 情形 . : 
将 所 得 结果 归结 到 一 起 ， 我 们 得 出 下 表 ， 表 中 指出 双 光 子 系 
统 (总 动量 每 于 零 ) 具 有 不 园 的 总 角 动 量 了 时 ， 字 称 为 偶数 和 奇数 
的 可 能 状态 数 : z 
J 偶 宇 称 奇 衬 称 


0 1 1 

1 一 一 一 -一 (9. 5 ) 
2k 2 1 
2k 二 1 1 —— 


(为 非 零 的 正 整数 )， 我 们 看 到 ，v 为 奇数 时 没有 奇 字 称 态 ， 且 
J=1 是 不 可 能 的 @. 
双 光 子 系统 的 波 函 数 4i; 决定 了 它们 的 极 化 态 之 间 的 相互 关 
联 ， 两 个 光子 同时 具有 一 定 的 极 化 e; 和 es 的 几率 正比 于 
Airelie2:,. 
换 句 话 说 ， 如 果 已 知 一 个 光子 的 极 化 e:， 则 另 一 个 光子 的 极 化 ea 
正比 于 


@ 这 些 结果 的 另 一 各 推导 方法 可 参看 $70 习题 1. 
。37 。 | 





e25GC Aipeli. (9. 6) 
当 系 统 为 奇 宇 称 时 ,4 等 于 反对 称 张 量 wb 这 时 
e2eiccuikelielk 一 0， 
即 这 两 个 光子 的 极 化 互相 正 交 ， 在 线 极 化 的 情况 下 ， 这 意味 着 它 
们 的 极 化 方向 互相 垂直 ; 而 在 圆 极 化 的 情况 下 , 则 意味 着 两 个 光子 
的 诈 转 方向 相反 。 
J 了 =0 的 偶 字 称 态 用 对 称 张 量 描述 ,这 个 张 量 可 化 成 一 个 标量 
Si£—= CONsSt: (0, — niny). 
因此 , 从 式 (9. 6) 得 出 e; 王 ez、 在 线 极 化 的 情况 下 , 这 意味 着 两 个 
光子 的 极 化 方向 平行 ; 而 在 圆 极 化 的 情况 下 则 意味 着 它们 的 旋转 
方向 仍 相 反 。 既然 ==0 时 两 个 光子 的 角 动 量 在 同一 方向 上 的 
分 量 和 应 该 等 于 零 ( 因 为 在 相反 方向 ki 和 ks 上 的 分 量 一 一 即 蝶 
旋 性 一 一 这 时 是 相等 的 ), 后 一 结果 是 显而易见 的 ， 


二 
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第 二 全 玻 色 子 


$§ 10， 零 自 旋 粒子 的 疲 动 方程 


在 第 一 章 中 , 我 们 从 经 典范 围 内 场 的 已 知性 质 出 发 , 并 依赖 普 
通 量子 力学 的 概念 ， 建 立 起 对 自由 电磁 场 的 量子 描述 ， 把 场 看 作 
许多 光子 组 成 的 系统 ， 这 种 描述 所 具有 的 许多 特点 ， 也 是 粒子 的 
相对 论 性 量子 理论 描述 所 具有 的 . 

电磁 场 是 具有 无 限 多 个 自由 度 的 系统 ， 对 这 种 系统 , 粒子 ( 光 
子 ) 数 不 守 恒 ， 具 有 任意 粒子 数 的 状态 也 是 可 能 的 0。 一 般 来 说 ， 
在 相对 论 性 理论 中 . 任何 粒子 组 成 的 系统 都 应 该 具有 这 样 的 性 质 . 
在 非 相 对 论 性 理论 中 , 粒子 的 相互 作用 不 影响 它们 的 总 质量 (静止 
质量 ), 质量 守恒 定律 决定 了 粒子 数 守恒 ， 壁 如 说 ， 一 个 电子 系统 
的 总 质量 没有 改变 ， 这 意味 着 电子 的 数目 也 没 改变 ， 而 在 相对 论 
力学 中 没有 质量 守恒 定律 ,只 有 系统 的 总 能 量 ( 包 括 粒子 的 静止 能 
量 ) 守 恒 ， 所 以 ,粒子 数 不 一 定 守 恒 ， 因 而 ， 粒 子 的 任何 相对 论 性 
理论 都 必须 是 无 限 多 个 自由 度 的 系统 的 理论 ， 换 句 话 说， 这 样 的 
粒子 理论 一 定 具 有 场 论 的 性 质 . 

二 次 量子 化 能 令 人 满意 地 描述 粒子 数 可 变 的 系统 (第 三 着 
$64, § 65). 在 电磁 场 的 量子 描述 中 ， 二 次 量子 化 算 符 是 四 维 势 4， 
它 由 各 个 粒子 (光子 ) 的 (坐标 ) 波 函数 以 及 它们 的 产生 、 淫 灭 算 符 
表达 .在 粒子 系统 的 描述 上 ,起 类 似 作用 的 是 量子 化 的 波 函 数 算 符 . 
为 了 建立 这 种 算 符 ， 首 先 必 须知 道 一 个 自由 粒子 的 波 函 数 形式 及 


@ 当然 ,实际 上 光子 数 只 能 因 不 同 的 相互 作用 过 程 而 改变 ， 
@ 3090 。 





这 个 函数 所 满足 的 方程 . : 

应 该 强调 ， 自 由 粒子 的 场 仅 仅 是 个 辅助 概念 ， 真 实 的 粒子 总 . 
处 在 相互 作用 中 ， 理 论 的 任务 就 是 研究 这 些 相互 作用 .而 任何 相 
互 作用 都 相当 于 磁 撞 ， 可 以 把 磁 撞 前 后 的 系统 看 成 自由 粒子 的 集 
合 ， 我 们 在 $ 1 中 曾经 指出 , 这 是 唯一 可 测量 的 客体 ， 因 此 ,我们 
利用 自由 粒子 的 场 作为 描述 初 态 和 终 态 的 手段 . 

让 我 们 先 考 虑 零 自 旋 粒 子 的 相对 论 性 描述 ， 这 种 情况 下 由 于 
数学 上 简单 , 此 种 描述 的 基本 思想 和 特点 显得 最 为 明白 . 

只 要 给 定 自 由 粒子 (无 自 旋 ) 的 动量 p, 它 的 状态 就 完全 确定 . 
粒子 的 能 量 为 De?==p? 十 m?(m 为 粒子 的 质量 ), 或 者 写成 四 维 形 
式 : 

太一 ?7 (10. 1) 

我 们 知道 ， 动 量 守恒 定律 和 能 量 守恒 定律 与 空间 和 时 间 的 均 
匀 性 相关 , 也 就 是 说 , 与 四 维 坐 标 系 任意 平移 时 的 对 称 性 相关 ， 在 
量子 描述 中 ,这 种 对 称 性 要 求 意味 着 , 在 四 维 坐标 平移 变换 下 ， 四 
维 动量 一 定 的 粒子 的 波 函 数 只 能 乘 以 一 个 相 因 子 (其 模 等 于 1 ). 
满足 这 个 要 求 的 波 函 数 只 能 是 指数 为 四 维 坐标 一 次 式 的 指数 函 
数 ， 换 名 话说 ， 具 有 一 定 四 维 动量 2*= (e, P) 的 自由 粒子 的 状态 
波 函 数 应 该 是 一 个 平面 波 : 

ceonst.e- pz, 1 一 et 一 加 人 (10. 2) 
(在 相对 论 性 理论 中 指数 上 的 符号 过 到 本 身 是 任意 的 , 此 处 的 取 法 
与 非 相对 论 情形 相合 ). 

对 满足 条 件 (10. 1) 的 任意 四 维 矢 量 5, 波 动 方程 应 该 有 (10. 2) 
的 函数 作为 特 解 . 合 加 原理 要 求 : 函数 (10. 2) 的 任意 线性 组 合 也 描 
述 粒 子 的 状态 ， 因 而 也 应 该 是 方程 的 解 。 因 此 ， 方 程 应 该 是 线性 


Q@ 我 们 用 e 表示 一 个 粒子 的 能 量 ,以 区 别 粒 子 系统 的 能 量 鳌 . 
本 40 曲 





的 ， 最 后 ， 方 程 的 阶 数 应 该 尽 可 能 低 ， 较 高 的 阶 数 会 产生 多 余 
” 自 旋 是 粒子 在 与 其 相对 静止 的 参考 系 中 的 角 动 量 ， 如 果 粒 子 
的 目 旋 为 s, 那么 在 静止 参考 系 中 ， 它 的 波 国 数 是 28 秩 三 维 旋 量 ， 
面 为 了 描述 任意 参考 系 中 的 粒子 , 波 国 数 应 该 用 四 维 量 表示 . 

零 自 旋 粒 子 在 静止 参考 系 中 用 三 维 标 量 描 述 ， 但 是 这 样 的 标 
量 可 以 有 不 同 的 四 维 ` 根 凑 :四 维 标量 乡 或 类 时 的 四 维 矢量 ,的 
第 四 个 分 县 .在 静止 参考 系 中 ， 四 维 矢 量 ,不 为 零 的 分 量 只 
有 Yo. 

对 自由 粒子 来 说 ， 能 够 进入 波动 方程 的 唯一 算 符 是 四 维 动量 
算 侍 多 它 的 分 县 是 坐标 和 时 但 的 微分 算 符 : 


0 一 i 一 (中 ,一 iv) (10. 3) 
波动 方程 必须 是 用 算 符 9 表示 的 量 儿 和 几 之 间 的 微分 关系 . 

这 种 关系 当然 应 该 表示 成 相对 论 不 变 式 , 即 
my ,= Puy, PVP,= my (10. 4) 


式 中 的 rr 是 表征 粒子 的 有 量 纲 的 常数 多 
志 式 (10. 4) 的 第 一 个 方程 中 的 ,代入 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 
(f°—m) p=0 (10. 5) 
-(O. Klein, B. A. Por, 1926; W. Gordon, 1927)， 这 个 方程 的 明显 
形式 是 


2 
© 


一 2.3=( 一 区 地 一 me (10. 6) 


-将 平面 波形 式 (10. 2) 的 代入 其 中 ， 我 们 得 到 = 二 m?， 由 此 可 





由 与 此 类 似 , 较 高 秩 四 维 张 量 的 时 间 分 量 也 是 其 “根源 ”, 但 是 这 种 情况 会 导致 较 
高 险 的 方程 式 . 

名 式 (10.4) 中 引信 的 常数 秋 应 使 es 和 多 具有 同一 量 岗 . 在 这 两 个 方程 中 引入 
不 同 的 党 数 和 和 加 :是 营 无 意义 的 ， 周 为 只 要 重新 定义 光 和 yv 总 可 以 使 它们 相同 . 


全 <1 归 





锡 ,m 是 粒子 的 质量 . 我 们 看 到 , 方程 (10. 5) 的 形式 是 显而易见 的 ， 
因为 p* 是 可 由 9 组 成 的 唯一 的 标量 算 符 (由 于 同样 的 原因 , 对 具 - 
有 任意 自 旋 的 粒子 ， 其 波 函数 的 每 一 个 分 量 都 满足 类 似 方程 一 一 
后 面 我 们 将 不 止 一 次 地 看 到 这 点 )， 
由 此 可 见 ， 零 自 旋 粒 子 基本 上 只 用 一 个 遵守 二 阶 方程 (10. 5) 
的 单一 (四 维 ) 标 量 光 描述 ， 在 一 阶 方程 (10. 4) 中 ， 起 波 函 数 作用 
的 是 量 攻 和 名 的 集合 ， 而 四 维 矢量 ,为 标量 当 的 四 维 梯度 ， 在 
静止 参考 系 中 , 粒子 的 波 函 数 与 (空间 ) 坐标 无 关 , 因而 四 维 矢量 »， 
的 空间 分 量 理应 为 零 
为 了 进行 二 次 量子 化 , 最 好 把 粒子 的 能 量 和 动量 表示 成 (和 
y* 的 ) 某 个 双 线 性 组 合 的 空间 积分 ， 此 双 线 性 组 合 代表 这 些 量 的 
空间 密度 ， 换 句 话说 ,必须 求 出 方程 (10. 5) 所 对 应 的 能 量 -动量 张 
量 7,,。 借 助 这 个 张 量 , 能 量 和 动量 守恒 定律 表示 成 方程 
: ,T+=0. (10.7) 
按照 场 论 的 一 般 法 则 (参看 第 二 卷 $ 32)， 我 们 先 写 出 能 导出 
方程 (10. 5) 的 变 分 原理 . 变 分 原理 要 求 , 对 某 个 实 四 维 标量 研一 一 
场 的 拉 格 朗 日 函数 密度 @ 一 一 的 “作用 量 积分 ” 
Ss=|Latz (10. 8) 
应 取 最 小 值 ， 利 用 标量 (和 算 符 3") 可 以 组 成 实 双 线性 标量 表 
L=92,p*.0p— mp*y, (10. 9) 
式 中 加 是 有 量 纲 的 常数 .把 和 Y* 看 成 描写 场 的 独立 变量 ( 场 的 
“广义 坐标 ”q), 则 不 难看 出 拉 格 朗 日 方程 


一 一 一 一 一 一 一 (10. 10) 





Q@ 相应 的 二 次 量子 化 算 符 工 叫 做 场 的 控 格 朗 日 量 ， 为 了 简化 术语 , 不 管 是 对 “ 量 
子 化 的 "还 是 对 “ 非 量 子 化 的 " 拉 格 朗 日 函数 密度 ,我 们 将 都 用 拉 格 妆 日 最 这 个 术语 . 
学 2 。 





(g, ,三 9.49) 实际 上 就 是 关于 乡 和 ”的 方程 (10.5)， 而 且 m 是 粒 
子 的 质量 .我 们 还 看 到 ， 表 达 式 (10. 9) 中 的 符号 取 法 应 使 对 时 间 
微 商 的 平方 128/9i1? 在 工 中 具有 正 号 ;否则 ， 作 用量 不 可 能 具有 
最 小 值 (比较 第 二 卷 $ 27). 工 中 数值 因子 的 选择 是 任意 的 (只 影 
响 罗 的 归 一 化 系数 ). 

现在 按照 公式 





cL 


T»= 35g, —L6; (10. 11) 


计算 能 量 -动量 张 量 (对 所 有 的 4 求 和 )， 把 式 (10.9) 代 入 ， 我 们 
得 到 





T,,=0.p™ .0p+ op*.9,p— Lg,, (10. 12) 
(既然 工 是 实数 ,这 些 量 自 然 都 是 实数 ), 其 中 
_o909” 9 op op *。 2 
To00= “a 可 L = a2 +VB :Voi mp BB, (10. 13) 
-2 9 199” 39 
: Tio= dt ri 9x’' 9t (10. 14) 
场 的 四 维 动 量 由 积分 


P,= |T,od's (10. 15) 
给 出 , 即 To。 和 Tos 起 着 能 量 密度 和 动量 密度 的 作用 ， 我 们 看 到 |， 
量 To 必然 是 正 的 ， 
公式 (10. 13) 可 以 用 来 对 波 国 数 归 一 化 .一列 归 一 化 为 "体积 
V=1 中 有 一 个 粒子 ”的 平面 波 可 以 写成 如 下 形式 : 
| 名 一 -ea (10. 16) 
由 于 这 个 尔 数 的 Too 二 =e， 因而 ==1 的 体积 中 的 .总 能 量 竺 于 一 个 
角 动 量 守恒 与 至 加 的 各 向 同性 相关 ， 我 们 也 可 以 把 角 动 量 表 
示 成 空间 积分 的 形式 ,不 过 这 种 形式 以 后 并 不 需要 . 
和 43 .| 


最 后 ,除了 直接 与 空间 -时 间 对 称 性 相 联 系 的 守重 定律 外 ， 方 
程 (10. 4 还 容许 一 个 守恒 定律 ， 实际 上 不 难看 到 ， 由 于 式 (10. 4) 
(以 及 关于 乡 的 同样 的 方程 ) 可 得 方程 


.7 一 0， (10. 17) 
j= mp ,+ Pp) 一 记功 9 一 (3.0#*) 幼 ]. (10. 18) 
由 此 可 见 ，y* 起 着 四 维 流 窗 度 矢 量 的 作用 ， 这 时 ， (10. 17) 是 表 
Q= |jod'z : (10. 19) 
的 守恒 定律 的 连续 性 方程 ， 式 中 
,op Op* 
N="=i(y 3 + ) (10. 20) 





请 注意 ， 广 不 一 定 是 正 量 . 这 表明 ， 记 一 般 不 能 解释 成 粒子 
空间 位 置 的 几率 密度 ， 方 程 (10. 17) 所 表达 的 守恒 定律 的 意义 将 
在 下 一 节 阐 述 . 


§ 11. 粒子 和 反 粒 子 
按照 二 次 量子 化 方法 的 一 般 和 步骤 ， 我 们 必须 把 任意 波 函 数 按 
一 个 自由 粒子 全 部 可 能 状态 的 本 征 函 数 展开 ， 例 如 ， 按 平面 波 ‰ 
展开 : 
$= > apyy, p*= Paspp. 
pb p 


然后 把 系数 ap, a$ 理解 成 粒子 在 对 应 状态 中 的 潭 灭 算 e。 和 产生 


A A + ' . 
算 角 AQpi. - 





@ 由 于 后 面 要 把 “< 负 频 率 " 的 函数 记 作 几 -5, 我 们 在 这 里 所 四 维 动量 Pp 作 乡 函数 的 
六 A 

下 标 ， 我 们 用 三 维 动 最 p 作 算 符 4a，a+ 的 下 标 ， 因 为 p 能 完全 决定 真实 粒子 的 状态 . 

。 了 4 。 < 


但 是 ， 这 里 随即 出 现 一 个 新 的 (与 非 相 对 论 性 理论 比较 ) 原 则 
性 问题 ， 在 作为 方程 (10. 5) 的 解 的 平面 波 中 , 能量 e( 当 动量 也 为 
一 定时 ) 只 需 满足 条 件 2 二 p* 十 m?, 即 可 能 有 两 个 值 : 土 Vp? 二 mi. 
作为 自由 粒子 的 能 量 , 只 有 正 的 。 值 才 有 物理 意义 ， 但 是 , 简单 地 
舍 去 这 个 负 值 也 是 不 容许 的 ， 波 动 方程 的 通 解 只 能 通过 登 加 它 的 
全 部 独立 特 解 而 得 到 .这 种 情况 表明 ， 必 须 对 少 和 %* 的 二 次 量 
子 化 展开 式 系数 作 一 些 不 同 的 解释 . 

人 


= > CStr) ei (Prr-et) + Dh qeiP'rte 2 (11. 1) 


式 中 第 一 个 求 和 号 下 是 按照 (10. 16) 归 - 一 化 的 正 ` 频 率 的 平面 
波 ， 而 第 二 个 求 和 号 下 是 负 "频率 "的 平面 波 ，s 一 直 代表 正 量 
二 MP? 一 m* ， 进 行 二 次 量子 化 时 , 第 一 个 求 和 中 的 系数 aog " 通常 
由 粒子 的 淫 灭 算 符 ap 代替 . 至 于 第 二 个 求 和 , 在 以 后 导出 矩阵 元 
时 将 会 看 到 , 其 中 各 项 的 时 间 关 系 不 是 对 应 粒子 的 漂 炎 ,而 是 对 应 
泣 子 的 产生 : 因子 e“'= (e-')* 对 应 终 态 中 一 个 能 量 为 e 的 额外 
位 子 ( 与 8$ 2 末 比 较 )， 与 此 相应 ， 系数 ap” 由 别 的 某 种 粒子 的 产 
生 算 符 红 , 代替 ， 如 果 将 (11. 1) 中 第 二 个 求 和 改 为 对 一 p 进行 ， 
以 使 指数 因子 具有 e-‘?*'"'， 的 形式 ， 就 得 到 如 下 形式 的 少 算 符 : 


、 1 ， | 
-如 六 (ete 








(11. 2) 
村 加 (65e 2 十 De 25)， 


可 以 看 出 ,所 有 的 算 符 ap bs 都 与 “正确 的 "时间 相关 函数 (~e-'') 
相 乘 ， 而 好, 85 与 它们 的 复 共 斩 国 数 相 乘 . 这样 就 与 一 般 规 则 相 
符合 ， 可 以 把 算 符 ps D， 解释 成 具有 动量 pb 和 能 量 的 粒子 的 谭 
灭 算 符 ,而 好 ,她 为 这 些 粒 子 的 产生 算 符 ， 

e 4 。 


这 样 一 来 ,我们 得 到 两 类 同时 且 平 等 地 出 现 的 粒子 的 概念 . 这 
两 类 粒子 分 别 叫做 粒子 和 反 粒 子 (这 个 名 称 的 意义 将 在 下 面谈 
到 ). 一 类 对 应 于 二 次 量子 化 算 符 4p, 45, 另 一 类 对 应 于 总 1. 中 
然 两 类 粒子 的 算 符 出 现在 同一 个 少 算 符 中 ， 它 们 就 具有 相同 的 
质量 . 

我 们 也 可 以 从 相对 论 不 变性 的 观点 出 发 来 研究 这 些 结果 . 

从 数学 上 讲 ， 洛 伦 效 变换 是 包括 改变 时 间 轴 方向 的 四 维 坐 标 
系 的 转动 (这 些 转动 与 不 涉及 时 间 轴 的 纯 空间 转动 一 起 ,组 成 一 个 
变换 群 ， 叫 洛 伦 兹 群 )， 所 有 洛 伦 兹 变换 都 不 会 使 轴 超 出 相应 
的 光 锥 . 这 表达 了 一 个 物理 原理 一 一 存在 着 信号 传播 的 极限 速度 . 

既然 四 维 反 演 的 变换 行列 式 与 其 它 转动 变换 的 行列 式 一 样 等 
-于 + 了 那么 ， 同 时 改变 四 个 坐标 的 符号 在 纯 数 学 的 意义 上 也 是 一 
个 转动 . 这 时 ,时 间 轴 从 一 个 光 锥 转向 另 一 个 光 锥 .此 种 情况 虽然 
意味 着 这 样 的 变换 (作为 参考 系 的 变换 ) 在 物理 上 是 不 可 能 的 ， 但 
是 从 数学 方面 来 讲 , 差别 仅仅 是 :由 于 度 规 是 伪 欧 几 里 德 的 ,如果 
没有 坐标 的 复 变 换 伴 随 , 这 样 的 转动 就 不 可 能 实现 . 

自然 可 以 认为 ， 这 种 差别 对 四 维 不 变性 并 不 重要 ， 对 洛 伦 兹 
变换 不 变 指 任 何 表达 式 对 四 维 反 演 也 应 不 变 ， 对 于 标量 少 算 符 ， 
这 一 要 求 的 确切 表述 将 在 $13 给 出 ， 我 们 在 这 里 可 以 看 出 的 是 ， 
既然 代 换 1 一 一 上 改变 指数 中 。 的 符号 , 算 符 无 疑 就 要 同时 存在 
两 项 (e 的 符号 不 同 的 两 项 )， 

现在 让 我 们 回 到 表达 式 (11. 2), 以 确定 算 符 ep 65( 和 六。 六 0) 
之 间 的 对 易 关 系 .。 对 于 光子 ,是 根据 与 谐振 子 的 相似 性 (实质 上 是 
根据 电磁 场 在 经 典 极限 情形 下 的 性 质 ) 得 到 算 符 6,。，6; 的 对 易 关 

QD 所 有 三 维 ( 空 间 ) 转动 的 集合 本 身 组 成 一 个 群 , 它 是 洛 伦 兹 群 的 子 群 。 洛 伦 疹 


变换 的 集合 本 身 并 不 是 一 个 群 ,这 是 因为 ,连续 进行 洛 伦 兹 变换 的 结果 , 可 以 是 一 个 纯 
粹 的 空间 转动 
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系 。 现 在 没有 这 样 的 相似 性 ， 为 了 确定 ( 玻 色 或 费 米 ) 算 符 的 对 易 
定 则 ， 我 们 可 以 遵循 的 只 有 由 这 些 算 符 建立 起 来 的 哈密 顿 算 符 的 
形式 . 

用 节 和 少 * 代替 积分 |7oodsz 中 的 儿 和 gr*D， 就 能 得 到 哈密 
顿 算 符 (参看 第 三 卷 8 64)。 由 此 我 们 求 出 


N= > el(atap + bdt). (11. 3) 
不 难看 出 , 为 了 使 这 个 哈密 频 算 符 的 本 征 值 具 有 合理 的 结果 ， 

只 有 假定 算 符 满 足 玻 色 对 易 定 则 : 
{ps 68} = {6,88} -=1 (11. 9) 


《其 它 各 对 算 符 都 对 易 , 其 中 包括 粒子 的 全 部 算 符 6p,85 和 反 粒 村 
的 全 部 算 符 5。,65 对 易 )， 实 际 上 ， 在 这 种 情况 下 ， 


A= > el(atap+ dibst+ 1). 
外 . 

乘积 65&4。 和 030 的 本 征 值 等 于 正 整数 入。 入 ,一 一 粒子 数 和 
反 粒 村 数 . 无 限 个 相 加 常数 互 e( “真空 能 量 ”) 可 以 再 次 删 去 : 

E= eNet WN,) (11. 5) 
[与 公式 (3. 了 及 其 注解 比较 ]。 这 个 表达 式 本 质 上 是 明确 的 ,对 应 
着 两 种 实际 存在 的 粒子 ， 类 似 地 , 我 们 得 到 粒子 系统 的 总 动量 

P= >'p(N,+N,). (11. 6) 

Pp 


如 果 我 们 用 费 米 对 易 关系 代替 式 (11. 人) (用 反对 易 子 代 赤 对 


Q@ 在 非 相对 论 性 理论 中 , 习惯 上 把 共 轧 算 符 少 * 写 在 少 的 左边 ， 此 处 顺序 无 关 紧 


要 ， 因 为 和 多 的 交换 只 引起 等 效 算 符 0, 和 5， 的 交换 .但 是 ， 基 帮 大 请 一经 多 定 
就 必须 始终 遵循 . 
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易 子 ), 将 会 得 到 
R= > e(atap— bt8,+1), 


这 时 ， 代 替 式 (11. 5) 的 是 没有 任何 物理 意义 的 表达 式 Ze(N, 一 
环 ,); 这 个 表达 式 不 是 正定 的 ,因而 不 可 能 是 自由 粒子 系统 的 能 量 . 
由 此 可 见 , 零 自 旋 粒子 是 玻 色 子 . 
下 面 我 们 来 研究 式 (10. 19) 的 积分 @， 用 算 符 儿 和 欠 代替 
了 函数 中 的 少 和 4%* 并 进行 积分 , 可 得 到 


@= D(atao— bd) = Dasas— bt6o—i), (11.7) 
pp p 
这 个 算 符 的 本 征 值 ( 略 去 无 关 紧 要 的 相 加 常数 21) 是 
Q= > (Ngo—N,), (11. 8) 
pp 


即 等 于 粒子 总 数 和 反 粒 子 总 数 之 差 . 

只 要 我 们 研究 的 是 自由 粒子 而 不 考虑 它们 之 间 的 任何 作用 ， 
量 @ 的 守恒 定律 就 仍然 在 一 定 意 义 上 是 有 条 件 她 成立 的 : 这 时 总 
能 量 (11. 5) 和 总 动量 (11. 6) 守恒 定律 也 是 一 样 . 不 仅 是 总 和 @， 
而 且 每 一 个 数 入, 了 ,实际 上 都 守恒 ， 存 在 相互 作用 财 量 @ 是 否 
还 守恒 ， 这 取决 王 相互 作用 的 人 性质 ， 如 果 @ 守恒 ( 即 算 符 与 相 
互 作用 的 哈密 顿 算 符 对 易 ), 则 表达 式 (11. 8) 表 明了 这 个 守恒 定律 
对 粒子 数 的 可 能 改变 所 加 的 限制 ， 只 可 能 是 “粒子 十 反 和 粒子 ”对 产 
生 和 漂 灭 . 

如 果 粒 子 带电 ， 则 它 的 反 粒 子 应 读 带 相反 的 电荷 。 如 果 粒 子 
和 反 粒 子 的 电荷 相同 ， 它 们 成 对 地 产生 或 潭 灭 就 与 严格 的 自然 定 
律 一 -总 电荷 守 得 相抵 触 ， 下 面 (§ 32) 我 们 将 看 到 ， 当 粒子 与 电 
磁场 相互 作用 时 , 理论 如 何 自动 地 得 出 这 种 电荷 的 相反 人性. 

量 8 常常 称 为 该 粒子 场 的 电荷 ,对 带电 粒子 来 说 ，@ 给 出 系 
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统 的 总 电荷 (以 基本 电荷 。 为 单位 )， 但 是 我 们 要 强调 指出 ， 粒 子 
和 反 粒 子 也 可 以 是 电 中 性 的 ， 

这 样 ， 我 们 看 到 ， 能 量 和 动量 的 相对 论 性 关系 的 性 质 (方程 
a 二 ?十 m? 的 根 的 双 值 性 ) 与 相对 论 不 变性 的 要 求 一 起 , 在 量子 理 
论 中 导致 一 个 粒子 分 类 的 新 原理 : 可 能 存在 着 各 种 不 同 的 粒子 对 
(粒子 十 反 粒 子 )， 它 们 按 上 面 所 描述 的 方式 相互 关联 ， 这 个 著名 
的 预言 是 狄 拉克 1930 年 (对 自 旋 1/2 粒子 ) 首 次 做 出 的 , 当时 第 一 
个 反 粒 子 一 一 正 电 子 还 没有 发 现 @. 


$ 1<， 真 中 性 粒子 


对 函数 (11. 1 进行 二 次 量子 化 时 ， 系 数 o8 和 a 外 被 看 成 
不 同 粒子 的 算 符 。 但 这 并 不 是 必需 的 ， 在 特定 情况 下 ，? 中 所 含 
的 潭 灭 算 符 和 产生 算 符 可 以 属于 同一 种 粒子 . 比较 式 (2. 17) 可知 ， 
光子 的 情况 就 是 如 此 ， 这 时 ， 用 6。 和 如 分 别 表示 漂 灭 算 符 和 产 
生 算 符 ,y 算 符 可 以 写成 


网 1 , 轩 
-一 > -一 一 -一 一 —1pz 士 1p7 


用 这 种 算 符 所 描述 的 场 ， 是 仅 由 一 种 粒子 组 成 的 系统 。 因 此 可 以 
说 ,这 种 粒子 “与 自己 的 反 粒 子 相同 ”. 

算 答 (12. 了 DD 是 厄 密 的 (六 = 二 加， 这 样 的 场 与 ( 罗 和 细 不 相间 
的 ) 复 场 比较 , 自由 度 减 少 了 一 半 . 

因此 ， 用 厄 密 算 符 多 所 表示 的 场 ， 其 拉 格 朗 日 算 符 应 多 一 个 
1/2 因子 [与 式 (10.9) 比 较 ]@: 

Q@ 反 粒 子 的 概念 由 Weisskopf 和 泡 利 推广 应 用 于 玻 色 子 (V. Weisskopf，W. 
Pauli, 1934)., 


@ 将 电磁 场 的 能 量 密 度 算 符 (2.10)( 用 厄 密 算 符 巨 和 应 表示 ) 与 光子 的 能 量 密 
底 (3.2)( 用 复 波 函 数 表示 ) 比 较 , 就 会 发 现 这 里 也 有 类 似 的 额外 因子 1/2， 参 看 $3 的 
注解. 
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六 一 (0,$.9"$— my’). (12. 2) 


相应 的 能 量 -动量 张 量 为 
. ,=0,$.90,$— fy,,, (12. 3) 
演 而 能 量 密度 算 符 为 


Do= (2) - 一 上 = 二 下 (3 + (VP)?+ mp. (12. 4) 
把 式 (12. 1) 代 入 积分 |Zoodsz, 就 得 到 场 的 哈密 顿 算 符 
A=3 eet e703). (12. 5) 


由 此 , 再 一 次 看 到 玻 色 量子 化 的 必要 性 : 


{ép, 65} -二 1 (12. 6) 
和 能 量 本 征 值 (再 次 略 去 相 加 常数) 
B= Se,N,. (12.7) 
p 


而 费 米 量子 化 将 导致 不 合理 的 结果 一 一 吾 值 与 Np 无 关 ， 

用 反 粒 子 代 换 粒子 时 @ 要 改变 符号 ， 而 现在 粒子 和 反 粒 子 一 
样 ,所 以 很 明显 , 这 种 场 的 “电荷 ”@ 等 于 零 ， 既然 当 光 = 少时 ， 守 
便 的 四 维 矢量 算 符 

j,=i[$+9,$— (9,$1*) P (12. 8) 
为 零 ( 矢 量 $9, 本 身 不 守恒 ), 因此 ， 四 维 电 流 密度 矢量 也 就 不 存 
在 .这 又 意味 着 没有 特别 的 守恒 定律 限制 粒子 数 的 可 能 改变 。 显 
然 , 这 样 的 粒子 是 电 中 性 的 . 

我 们 称 这 种 粒子 为 真 中 性 粒子 ， 以 便 与 具有 反 粒 子 的 电 中 性 
粒子 相 区 别 . 后 者 只 能 成 对 地 潭 灭 (转化 成 光子 ) ,而 真 中 性 粒子 可 
以 单个 潭 灭 . 

bp 算 符 (12. 1) 的 结 8 构 跟 电磁场 算 符 (2.17) 一 (2. 20) 的 结 构 类 
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似 ， 在 这 个 意义 上 说 ,光子 本 身 就 是 真 中 性 粒子 ， 对 电磁 场 , 算 符 
的 捷 密 性 与 场 强 的 可 测量 性 (在 经 典 极 限 下 ) 一 一 因而 也 是 它 的 实 
在 性 一 一 相 联系 ， 而 对 粒子 的 少 算 符 , 这样 的 联系 不 再 存在 , 因为 
它们 一 般 并 不 对 应 任何 直接 可 测 的 物理 量 . 

不 存在 守恒 的 四 维 流 矢量 , 这 是 真 中 性 粒子 的 普遍 性 质 , 与 自 
旋 是 否 为 零 无 关 ( 例 如 , 光子 就 是 如 此 )， 在 物理 上 , 这 表示 对 于 粒 
子 数 的 改变 不 存在 相应 的 禁 戒 ， 从 形式 上 看 ， 守 恒 流 不 存在 是 与 
场 的 实在 性 ( 即 算 符 儿 的 厄 密 性 ) 有 直接 联系 的 . 


复 场 的 拉 格 朗 日 量 
L=9,91.39$—m’ yy (12. 9) 
对 乡 算 符 乘 以 任意 相 因 子 的 变换 
1- 一 >ei< 及 ， + 一 >e-t 仿 + (12. 10) 


是 不 变 的 (这 种 变换 叫 规 范 变 换 )。 特 别 是 ， 拉 格 朗 日 量 在 无 限 小 
规范 变换 
p——>P+i6ap, 人 一 > 人 一 ix.0 (12.11) 
下 古 不 变 的 . 
妆 “广义 坐标 ”gq 有 一 无 限 小 变化 时 ， 拉 格 朗 日 量 经 历 如 下 
变化 


_~/2L dL 
6f (F691+ og, ) 











dq 
_~/92f 3 2 ) 3 / 37 ) 
-2 dx* 29， 十 人 5 gg 


(对 所 有 的 4 求 和 ). 第 一 项 因 “ 运 动 方 程 ”( 拉 格 朗 日 方程 ) 而 为 零 . 
如 果 取 算 符 人 多 和 ?+ 为 “坐标 ?9q, 且 

6$=i6a.$, S$+=—idg.y+, 
我 们 得 到 


6f=iSa 
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由 此 可 见 , 拉 格 朗 日 算 符 不 变 (68=0) 的 条 件 , 答 价 于 四 维 估 量 
7=i( p+ 9L _ -2 ) (12. 127 


的 连 绪 性 方程 (3,7"=0)， 不 难看 出 , 对 拉 格 朗 日 量 (12.9) 应 用 这 
个 公式 , 就 可 以 导出 流 (12. 8) 式 ， 

这 样 ,在 理论 的 数学 表述 上 , 守恒 流 的 存在 与 拉 格 朗 日 量 在 规 
范 变换 下 的 不 变性 相关 (W. Pauli, 1941), 而 真 中 性 场 的 拉 格 庚 晶 
量 (12. 2) 不 具有 这 种 对 称 性 . 








§ 13，C, P,T 变换 


与 四 维 反 演 不 同 ， 三 维 (空间 ) 反 演 不 能 化 为 四 维 坐 标 系 的 任 
何 转动 ， 这 个 变换 的 行列 式 不 是 十 1, 而 是 一 1， 因 而 ， 在 反 演 (P 
变换 ) 下 粒子 的 对 称 性 已 不 能 由 相对 论 不 变性 确定 @. 

对 标量 波 函 数 进行 反 演 运 算 就 是 变换 

Py(t,T)=+y(t, CO—r), (13. 1) 
等 式 右边 的 符号 “-F ”或 “一 ”分别 对 应 真 标 量 或 虱 标 量 . 

由 此 可 见 ， 必 须 把 反 演变 换 下 波 函 数 行为 的 两 个 方面 区 分 开 
来 ， 其 中 的 一 个 方面 与 波 函 数 对 坐标 的 依存 相关 .在 非 相 对 论 性 
量子 力学 中 只 研究 这 个 方面 ， 并 由 此 引出 描述 粒子 运动 对 称 性 的 
宇 称 概念 (我 们 在 这 里 称 它 为 轨道 宇 称 )， 如 果 状 态 具 有 一 定 的 轨 ， 
道 宇 称 ( 十 1 或 一 起 ,这 就 意味 着 

p(t,—r)=+p(i, rT). 

另 一 个 方面 是 坐标 轴 反 演 时 波 函 数 在 给 定点 (为 方便 起 见 , 取 
这 点 为 坐标 原点 ) 上 的 行为 ,由 此 引出 粒子 内 豪 字 称 的 概念 ， 对 于 
零 自 旋 粒 子 ， 式 (13. 1) 中 的 两 种 符号 对 应 于 内 豪 字 称 十 1 或 一 1. 

QD 包含 空间 反 演 的 洲 伦 兹 群 岂 扩展 洛 伦 兹 群 ( 以 区 别 不 包含 己 的 原 群 ; 在 这 个 个 旋 : 


义 上 , 原 群 被 称 为 正 洛 伦 兹 群 )， 扩 展 群 包括 了 使 上 轴 仍 留 在 相应 光 锥 中 的 所 有 变换 ” 
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和 粒子 系统 的 总 宇 称 是 它们 的 内 豪 宇 称 和 相对 运动 的 轨道 宇 称 的 
乘积 . 

各 种 粒子 的 “内 豪 ” 对 称 性 只 在 这 些 粒 子 的 相互 转变 过 程 中 才 
显现 出 来 .在 非 相 对 论 性 量子 力学 中 ， 和 内 豪 字 称 类 似 的 东西 是 
一 个 复合 系统 (例如 原子 核 ) 的 束缚 态 的 字 称 . 在 相对 论 性 理论 中 ， 
复 台 粒子 和 基本 粒子 之 间 没 有 原则 上 的 区 别 ， 因 此 它们 的 内 豪 字 
称 和 那些 在 非 相 对 论 性 理论 中 基本 粒子 的 内 训 宇 称 没有 什么 不 
同 . 在 非 相 对 论 范围 内 , 基本 粒子 被 认为 是 不 可 改变 的 , 观察 不 到 
它们 的 内 豪 对 称 性 , 因而 讨论 内 豪 对 称 性 就 失去 物理 意义 ， 

在 二 次 量子 化 中 , 内 豪 字 称 由 反 演 变换 下 少 算 符 的 行为 表示 ， 
与 标量 场 和 虱 标 量 场 对 应 的 变换 规则 是 

P: $(t,7)—>+$(t, 一 六 ). (13. 2) 
反 演 变换 对 乡 算 符 的 作用 应 该 表述 成 粒子 淹 灭 算 符 和 产生 算 符 的 
一 个 特定 变换 , 这 样 的 变换 应 能 产生 (13. 2) 的 结果 ， 不 难看 出 , 这 
样 的 变换 是 

P: np 一 > 十 6，6, 一 > 士 5_， (13. 3) 
( 共 圈 算 符 也 是 这 样 )， 实 际 上 ,在 算 符 


p(t, 7) = 5 -Qe tio" + hteioi-ip'r) (13.4) 


中 进行 这 种 代 换 ， 然 后 改写 求 和 变量 (Pp 一 -> 一 了 ), 就 把 它 变 成 了 
士 (t, 一?) 的 形式 ， 由 此 可 见 ,如 果 用 $7 (i,7) 表示 按 (13. 3) 变 
换 过 的 算 符 , 就 可 以 写 出 等 式 
gr,r)=+$(t,—r). (13. 5) 
经 然 反 演 改 变 极 舌 量 Pp 的 符号 ， 使 动量 为 PP 的 粒子 变 成 动量 为 
一 了 的 粒子 ,变换 (13. 3) 就 是 完全 合理 的 . 
算 符 4。 和 bs 按 式 (13. 3) 变换 时 , 二 者 或 都 取 上 面 的 符号 ,或 
都 取 下 面 的 符号 . 在 二 次 量子 化 中 , 这 是 粒子 和 反 和 粒子 ( 自 旋 为 堆 
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的 ) 内 豪 宇 称 相同 的 表现 ， 因 为 自 旋 为 零 的 粒子 和 反 粒 子 用 同样 : 
的 (标量 或 厦 标 量 ) 波 函数 描述 ,显然 它们 有 相同 的 内 训 宇 称 . 

在 相对 论 性 理论 中 ， 还 有 一 种 变换 对 称 性 是 非 相对 论 性 理论 
中 所 没有 的 ， 这 种 变换 叫 电荷 共 轿 (C 变换 )， 如果 把 所 有 的 算 符 ， 
hp 和 2 交换: 

0 4p—>b,, bo—>6 (13. 6) 

. 即 粒子 和 反 粒 子 互 相 取代 )， 那 么 节 变 成 “电荷 共 斩 ? 算 符 5， 
并 且 
pot, Tr)=+ (tr). (13. 7) 
这 个 等 式 表 达 了 理论 中 粒子 和 反 粒 子 概念 的 对 称 性 . 

我 们 看 到 ， 在 电荷 共 轿 变换 的 定义 中 存在 着 某 种 无 关 紧 要 的 
形式 上 的 任意 性 ， 如 果 在 式 (13.6) 的 定义 中 引入 一 个 任意 的 相 
因子 


Gp—>e "0,, 六 ,一 >e-i<h ，， 
变换 的 意义 并 不 改变 ， 这 时 

p—>ep, >e"y, 
车 两 次 重复 这 个 变换 , 将 回 到 原状 (一 > 四， 然而 所 有 这 些 定义 


都 是 互相 等 价 的 ， 由 于 少 算 符 的 性 质 不 因 乘 以 相 因 子 而 改变 (与 
上 节 末 比较 ), 所 以 我 们 可 以 把 节 改 写成 %eiw%:， 这 样 ， 我 们 重 又 
回 到 电荷 共 久 的 定义 (13. 6), (13.7). 

由 于 电荷 共 轿 把 粒子 变 成 与 它 不 同 的 反 粒 子 , 所 以 ,在 一 般 情 
况 下 不 会 有 粒子 或 粒子 系统 的 新 性 质 出 现 . 

由 相同 数目 的 粒子 和 反 粒 子 组 成 的 系统 是 一 个 例外 ， 算 符 C 
使 这 样 的 系统 变换 成 它 本 身 , 因此 在 这 种 情况 下 , 算 符 具 有 本 征 值 
为 C= 土 1( 由 C0*=1 得 出 ) 的 本 征 态 ， 为 了 描写 电荷 对 称 性 ， 我 
们 可 以 把 粒子 和 反 粒 子 看 成 同一 粒子 的 两 个 不 同 的 “电荷 状态 ”， 
区 别 在 于 电荷 量子 数 9== 士 1. 系统 的 波 函 数 是 轨道 函数 和 “电荷 ” 
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函数 的 乘积 ， 并 且 当 同时 交换 任 一 对 粒子 的 所 有 变量 (坐标 和 电 . 
荷 ) 时 , 该 波 函 数 是 对 称 的 . “电荷 "函数 的 对 称 性 决定 系统 的 电荷 
宇 称 ( 参 看 习题 )@. 
对 “ 真 中 性 ?系统 自然 产生 的 电荷 字 称 概念 ， 也 应 该 适用 于 真 “ 
中 性 的 “基本 ”粒子 ， 在 二 次 量子 化 中 , 这 个 概念 由 等 式 
多 c 一 土 多 (13. 8) 
描述 ， 符 号 “二 "和 “一 ?分 别 对 应 电荷 偶 字 称 粒 子 和 电荷 奇 宇 称 : 
粒子 . 
§ 11 中 曾经 指出 ， 相 对 论 不 变性 也 应 该 意味 着 四 维 反 演 不 变 
性 ， 对 于 (四 维 转动 意义 上 的 ) 标量 场 算 符 ， 这 意味 着 四 维 反 演 变 : 
换 应 该 给 出 
PE,T)—>$(— ti, —r), 
右边 总 是 带 正 号 ， 用 算 符 6p，t 的 变换 术语 来 说 ，y(t,7) 变 成 
(一 t, 一 7) 是 通过 交换 (13. 4) 中 e-i?? 和 ei?* 的 系数 , 即 通 过 代 换 
6 — —>63, b,——>0F (13. 9) 
实现 的 ， 由 于 a- 算 符 变 为 5- 算 符 ,这 个 变换 包含 着 粒子 变 为 反 粒 
子 。 我 们 看 到 ， 在 相对 论 性 理论 中 ， 自 然而 然 地 要 求 在 空间 反 演 
(P) ， 时 间 反 演 (器 ) 和 电荷 共 斩 (C) 联合 变换 下 的 不 变性 ， 这 叫做 
CPT 定理 仑 . 
然而 , 在 这 里 要 适当 强调 一 下 , 虽然 本 节 和 § 11, $ 12 中 的 讨 
论 是 普通 量子 力学 和 经 典 相对 论 概 念 的 自然 发 展 ， 但 是 所 得 到 的 
结论 , 不论 在 形式 上 (同时 包含 粒子 的 产生 算 符 和 削 灭 算 符 的 算 
符 ) ,还 是 在 本 质 上 (粒子 和 反 粒 子 ) ， 都 超出 了 普通 量子 力学 和 经 
典 相对 论 的 范围 ， 因 此 ,这 些 结论 并 不 是 纯粹 逻辑 上 的 必然 , 而 是 


Q@ 我 们 在 这 里 讨论 的 是 零 自 旋 粒 子 ， 但 所 用 的 方法 可 以 直接 推广 到 其 它 自 旋 稚 
”和 情形 .作为 例子 ,可 参看 § 27 的 习题 . 
@ 这 个 定理 是 由 G. Laders(1954) 和 WW.Pauli(1955) 病 明 的 ， . 
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包含 着 新 的 物理 原理 .这 些 原理 的 正确 性 只 能 用 实验 鉴定 ， 
如 果 用 %222 (7 7 了) 表示 经 过 变换 (13. 9) 的 算 符 (13.4), 那么 
可 以 写 出 : : 
$ePTCE, TT) 一 及 (一 志 一 六 ). (13. 10) 
这 样 一 来 , 如 果 把 四 维 反 演 表 述 成 变换 (13. 9) , 我 们 也 就 能 对 
区 算 符 建立 时 间 反 演变 换 的 表述 :与 CP 变换 ( 称 为 组 合 反 演 ) 一 
起 , 它 应 该 给 出 式 (13. 9)， 考 虑 到 定义 (13. 3) 和 (13. 6) ,我 们 求 出 
全， 人 一 一 > 士 0 bo——>+ bt, (13. 11) 
[符号 土 与 式 (13. 3) 中 的 符号 对 应 ]， 这 个 变换 的 意义 十 分 明显 : 
时 间 反 演 不 仅 使 动量 为 的 运动 变 成 动量 为 一 的 运动 ， 而 且 也 
交换 和 矩阵 元 中 的 初 态 和 终 态 ， 因 此 , 动量 为 pp 的 粒子 的 潭 灭 算 符 
由 动量 为 一 的 粒子 的 产生 算 符 所 代替 . 在 式 (13. 4) 中 进行 代 换 
《13.11) 并 改写 求 和 变量 (p 一 -> 一 了 ) ,我 们 得 到 中 
PTT)= + i,r). (13. 12) 
这 个 等 式 类 似 于 量子 力学 中 时 间 反 演 的 一 般 规则 ， 如 果 某 个 
状态 用 波 尔 数 y(t,7) 描 述 , 则 “时 间 反 演 ” 状 态 由 函数 y*( 一 ,7) 
描述 ， 变 成 复 共 圈 函 数 是 因为 ， 必 须 恢复 因 的 符号 政变 而 遭 到 
破坏 的 “正确 的 "时间 相关 性 (E. P. Wigner, 1932). 
既然 变换 了 (因而 还 有 CPT) 变换 初 态 和 终 态 ,它们 就 没有 本 
征 态 和 本 征 值 ， 因 而 也 就 不 能 给 粒子 本 身 带 来 新 的 特性 ， 它们 应 
用 于 散射 过 程 的 推论 ,将 在 8$ 69, 871 中 讨论 . 
现在 我 们 来 研究 当 进 行 C、 忆 和 了 变换 时 ， 四 维 流失 量 算 符 
产 (12.8) 如 何 改变 . 变换 (13. 2) 和 代 换 (90,3,) 一 >(90, 一 3;) 给 出 
P: CF, 力 ， 一 >(70 一 方 ，， (13. 13) 
@ 如 果 定 义 运算 和 时 不 考虑 别 的 变换 , 那么 相 因子 的 选择 就 存在 着 任意 性 , 这 和 


定义 运算 C 的 情况 相同 .CPT 对 称 性 的 要 求 意味 着 ， 只 能 对 变换 C 或 变换 下 中 的 一 
个 任意 选择 相 因 子 . 


0 556». 


这 和 真 四 维 矢量 的 变换 一 样 ， 如 果 算 符 节 和 区 + 对 易 ， 则 变换 
(13,7) 只 给 出 
C: (Nr——> 7, — Hr. (13. 14) 

但 是 ， 这 些 算 符 的 不 对 易 性 仅仅 是 由 于 具有 相同 p 的 算 符 ep 和 
引 ( 或 56。 和 于) 不 对 易 ， 从 对 易 定 则 (11. 4 可 知 ， 交 换 这 些 算 符 
只 会 出 现 与 占有 数 ( 即 与 场 的 状态 ) 无关 的 项 ， 略 去 这 些 无 关 紧 要 
的 项 [如 在 式 (11. 5), (11 6) 中 那样 3 重 又 回 到 规则 (13. 14)， 它 
的 物理 意义 很 清楚 : 当 进 行 粒子 - 反 粒 子 代 换 时 , 电荷 共 特 改变 四 
维 流 所 有 分 量 的 符号 . 

既然 时 间 反 演 运算 调换 初 态 和 终 态 ， 它 就 要 改变 算 符 乘积 中 
因子 的 次 序 ， 例 如 ， 

($19,$)" = (9.9) (P+) 7. 

但 在 此 处 它 并 不 重要 : 由 于 yw 算 符 ( 在 上 述 意义 上 ) 对 易 ， 使 因子 
回 到 原来 的 次 序 对 结果 并 没有 影响 ， 又 由 于 在 时 间 反 演 时 (3。， 
3) 一 >( 一 3u,3,) ,我 们 求 出 流 的 变换 规则 


7: (FN —)) (13, 15) 
三 维 矢 量 了 改变 符号 , 与 这 个 量 的 经 典 意义 相符 . 
最 后 , 当 进 行 CPT 变换 时 ,我 们 有 
CPT: (加 六 ,一 >( 一 加 一 力 -，。 (13.16) 
与 这 种 运算 的 四 维 反 演 的 意义 一 致 ， 在 这 里 必须 强调 ， 由 于 四 维 
反 演 就 是 四 维 坐标 系 的 转动 ， 所 以 不 存在 两 种 类 型 的 任意 秩 四 维 
张 量 ( 真 张 量 和 厦 张 量 ). 
以 上 我 们 研究 的 都 是 自由 粒子 . 当 我 们 研究 相互 作用 粒子 时 ， 
就 有 确定 的 选择 定 则 与 之 相关 ， 这 些 选 择 定 则 多 许 或 禁止 一 些 特 
定 的 过 程 ， 只 有 在 这 种 情况 下 , 字 称 量子 数 才 具有 实在 的 意义 . 但 
是 ,只 有 守恒 特征 值 , 即 与 相互 作用 粒子 的 哈密 顿 量 相对 易 的 算 符 
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葛 本 征 值 , 才 具 有 这 种 意义 
由 于 相对 论 不 变性 ，CPT 变换 算 符 总 是 与 哈密 顿 算 符 对 易 . 
至 于 C 和 了 (以 及 T) 的 单独 变换 ,实验 表明 ,电磁 相互 作用 和 强 相 
互 作用 是 不 变 的 , 因而 相应 的 宇 称 量子 数 在 这 些 相互 作用 中 守恒 . 
而 在 弱 相 互 作用 中 ,这 些 守 恒定 律 遭 到 破坏 @. 
我 们 预先 指出 ;带电 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 算 符 是 四 维 矢 
量 算 符 4 和 j 的 乘积 .既然 电荷 共 锋 改变 的 符号 , 那么 电磁 相 
互 作用 对 这 种 变换 的 不 变性 就 意味 着 4 的 符号 也 必须 改变 . 换 句 
话说 , 光子 是 奇 电荷 宇 称 粒子 . 
算 符 4 的 上 述 行为 与 经 典 理论 中 四 维 势 的 性 质 相 符合 . 实际 
上 ， 由 变换 
0: (ho, 4A) 一 >( 一 4 一 A)，r， 
Pp: (ho, A)—>{ho,— A)r, 


CPT. (bo, A)—>(—Ao,— A), 
可 以 得 出 ; 
7: (ho, 4)- 一 >(4 一 4) 

这 与 时 间 反 演 下 电磁 场 势 变 换 的 经 典 规则 相 一 致 

CPT 不 变性 对 粒子 自身 的 性 质 没 有 任何 限制 , 但 是 它 在 粒子 
和 反 粒 子 的 性 质 之 间 建 立 了 一 定 的 联系 ， 首 先 ， 粒 子 和 反 粒 子 的 
质量 相等 . 只 要 回想 一 下 $ 11 中 六 明 的 粒子 和 反 粒 子 概念 的 引入 
与 四 维 反 演 之 间 的 联系 ， 这 一 点 就 是 很 清楚 的 , 

其 次 ,由 CPT 不 变性 得 出 ， 粒 子 和 反 粒 子 的 电 矩 和 磁 矩 矢量 
与 自 旋 矢 量 之 间 的 比例 系数 只 差 一 个 符号 ， 实 际 上 , 磁 矩 在 C- 变 

中 加 相 互 作用 中 字 称 可 能 不 守恒 的 思想 是 李 政 道 和 杨振宁 首先 提出 的 《〈T.D. 


Lee,C. N.Yang, 1956)。 在 这 以 前 ， 煞 拉 克 曾 提出 物理 定律 不 一 定 具 有 已 不 变性 和 
了 不 变性 的 一 般 思想 (1949). 
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换 和 了 -变换 时 要 改变 符号 , 因为 它 是 轴 僚 量 , 对 了 -变换 却 是 不 变 
的 ， 所 以 , CP7T 变换 当 把 粒子 变 成 反 粒 子 的 时 候 ， 同 时 并 不 改变 
磁 什 的 符号 ,而 自 旋 矢量 却 要 变 号 ， 同 样 的 道理 ， 对 于 电 算 来 说 ， 
它 在 时 间 反 演 时 不 变 号 而 在 C- 变 换 时 和 在 空间 反 演 时 (由 于 它 是 
极 矢量 ) 要 改变 符号 . 

P 不 变性 或 卫 不 变性 (如 果 遵 守 这 种 不 变性 的 话 ) 对 每 种 粒子 
的 性 质 部 有 限制 : 它们 禁止 粒子 上 共有 电 偶 极 矩 事实 上 ， 对 静止 
的 基本 粒子 来 说 , 由 它 的 少 算 符 所 能 组 成 的 唯一 矢量 , 就 是 它 的 自 
旋 算 符 矢量 ， 这 个 矢量 对 也 变换 呈 偶 性 而 对 了 TT 变 换 呈 奇 性 ， 所 以 
只 能 用 它 定义 磁 护 而 不 能 用 它 定 义 电 和 矩 ， 我 们 要 着 重 指出 ， 只 要 
存在 忆 不 变性 和 不 变性 中 的 一 个 ,就 足以 产生 这 种 禁 戒 . 


习 题 

设 有 由 等 自 旋 粒子 和 它 的 反 粒 子 组 成 的 二 粒子 系统 ,其 相对 运动 的 轨道 
角 动 量 为 1, 试 确定 此 系统 的 电荷 字 称 和 空间 宇 称 . 

解 ” 交 换 二 粒子 的 坐标 等 价 于 对 质心 的 反 演 ， 所 以 可 给 轨道 函数 乘 以 
(一 四 交换 电荷 变量 等 价 于 电荷 共 轿 ， 可 令 波 函数 中 的 “电荷 ”因子 乘 以 所 
求 的 字 称 C， 根 据 条 件 C( 一 1)!=1, 我们 有 

C= (~—1). 
系统 的 空间 字 称 忆 是 二 粒子 的 轨道 字 称 和 内 束 宇 称 之 积 . 因为 粒子 和 反 粒 


子 的 内 豪 宇 称 相同 , 所 以 在 此 情况 下 , 已 等 于 轨道 宇 称 : 
P= (一 1) 


§ 14.， 自 旋 为 1 的 粒子 的 波动 方程 


自 旋 为 1 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 三 分 量 波 钞 数 一 一 三 维 
矢量 描述 , 这 样 的 粒子 常 称 为 矢量 粒子 ， 究 其 四 维 根源 , 这 个 矢量 
可 以 是 四 维 类 空 矢 量 六 的 三 个 空间 分 量 , 也 或 许 是 二 秩 的 四 维 反 
对 称 张 量 $B 的 混合 分 量 ， 在 静止 参考 系 中 ，w' 的 时 间 分 量 (y》 
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和 久 "的 空间 分 量 (# 王 ) 为 零 二 . 
波动 方程 是 少 和 乡 " 之 间 的 微分 关系 ,可 以 通过 下 面 的 两 个 
关系 式 建 立 起 来 : 
iyp ,= Pnp,— Hb, (14. 1) 
im*y, = f°",,, (14. 2) 
式 中 f= 二 i2(A. Proca, 1936)。. 对 方程 (14. 2) 的 两 边 施 行 运算 8 
(由 于 销 , 的 反对 称 性 质 ) 我 们 得 到 
2 一 0. (14. 3) 
把 方程 (14. DD) 代入 (14.2), 消 去 多 ,,， 考 虑 到 式 (14.3)， 我们 
得 出 : 
(PC—m’) y= 0, (14. 4) 
从 这 里 再 次 看 到 (与 $ 10 比较 ),m 是 粒子 的 质量 .由 此 可 见 ， 肖 
旋 为 1 的 自由 粒子 可 以 用 一 个 四 维 矢量 久 描写, 它 的 分 量 满足 
汾 方 程 (14. 4) 以 及 补充 条 件 (14. 3). 后 者 从 多 中 消去 了 属于 霍 
自 旋 的 部 分 . 
在 静止 参考 系 中 ，V4 与 空间 坐标 无 关 ， 我 们 求 出 : 20%o 二 0 
又 由 于 放 Yo 一 my%o 因此 我 们 看 到 , 在 静止 参考 系 中 , 果然 加 = 
世 也 为 零 ， 
自 旋 为 1 的 粒子 可 以 具有 不 同 的 内 豪 宇 称 , 由 畴 是 真 矢量 通 
是 慎 矢 量 决 定 ， 在 真 矢 量 的 情况 下 ， 
Py 一 ( 力 ， 一 幼 )， 
而 在 磺 和 拓 量 的 情况 下 ， 
PY 一 (一切 ， 幼 吃 . 
方程 (14. 1)，(14. 2) 可 以 利用 拉 格 朗 日 函数 


QD 我 们 预先 指出 ,四 维 矢 量 罗 和 四 维 张 县 yz 的 集合 对 应 着 二 秩 四 维 旋 量 &"5， 


习 32 5 的 集合 ， 并 且 8 和 753 是 反 演变 换 下 可 以 互相 转换 的 对 称 旋 量 ( 佐 看 
§ 19). 


二 本 人 ， 


1 Ly Hy 
L= 3 bt 3 (0, —0,Y,) 


-9 Op 0) + mp (14. 5) 


由 变 分 原理 得 到 ， 风 ,如 ， 多 ,， 风 ;, 在 式 中 起 独立 广义 坐标 的 作 
用 艺 . 
为 了 求 出 能 量 -动量 张 量 , 公式 (10. 11 在 这 里 并 不 十 分 合适 ， 
这 是 因为 它 会 引进 一 个 需要 进一步 对 称 化 的 非 对 称 张 量 ， 作 为 代 
替 , 可 以 利用 公式 
1 9 av —gL TV gL 
BA QO 
在 这 个 公式 中 ,假设 工 被 表达 成 对 任意 曲线 坐标 都 合适 的 形式 ( 参 
看 第 二 卷 $ 94) 如 果 工 只 包含 度 规 张 量 gw 的 分 量 (而 没有 这 些 
分 县 对 坐标 的 微 商 )， 则 会 式 简化 为 








(因为 ding 三 一 gsdg)， 

由 于 公式 (14. 6) 中 不 是 对 罗 ,,, 求 导 ,在 应 用 此 式 时 就 不 性 
认为 这 些 量 是 独立 的 ， 我 们 可 以 直接 利用 关系 式 (14. 4) 把 拉 格 朗 : 
日 函数 (14. 5) 改写 成 


一 一 于 久 玫 5909 十 go (4.7) 
这 时 
T= — ead pias tm (pp, + py,) 
9 (Bp my (14. 8)- 
共 中 , 能量 密 度 表达 式 


也 如 果 我 们 只 对 幼 进行 变 分 [假定 $x, 已 按照 (14.1) 用 办 4 表达 ]， 则 方程 : 
(14.3) 作 为 与 变 分 原理 无 关 的 附加 条 件 应 该 是 必需 的 . 


@ 看 了 @- 





1 /来 1 1 来 
To= sp 二 poiyi tm (pop Tp (14. 9) 


必然 是 正 的 ， 和 守恒 的 四 维 流 密度 矢量 表达 式 为 


=i(p" yy, — pp). (14. 10) 

这 个 结果 可 以 按照 公式 (12. 12) 将 拉 格 朗 日 函数 (14.5) 对 时 数 
2i, 微分 得 出 , 其 中 

了 =i(p pe my yp) (14. 11) 


实际 上 不 是 一 个 正 量 . 
归 一 化 为 体积 ==1 中 有 一 个 粒子 的 平面 波 为 


1 . 
yr Wu — 1 (14. 12) 





这 里 & 是 四 维 单位 极 化 矢量 ， 由 于 式 (14. 3)， 它 满足 四 维 横向 
条 件 
2 .07 一 0. (14. 13) 
实际 上 , 将 图 数 (14. 12) 代入 式 (14.9) 和 (14. 1D, 我们 得 到 
To00= —2ep ,yp * = 0, I =1. 
与 光子 不 同 , 非 零 质量 的 矢量 粒子 有 三 个 独立 的 极 化 方向 , 相 - 
详 的 振幅 见 式 (16.21). 
对 部 分 极 化 的 矢量 粒子 ， 密 度 和 矩阵 的 定义 应 该 使 其 在 纯 态 中 
化 为 乘积 
P= Uy 
[类 似 于 光子 的 表达 式 (8.7) J。， 按照 式 (14. 12) 和 (14. 13), 它 满足 
条 件 
p*p,,=0, 0 一 一 1. (14. 14) 
对 于 非 极 化 粒子 , 矩阵 p，, 的 形式 应 该 是 cg 十 222p, 系数 4 和 
由 式 (14. 14) 确定 后 , 即 得 


ll -ER ) 4 se 
Pry 了 (gw m2 时 (14. 15) 
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矢量 粒子 场 的 量子 化 与 标量 的 情形 十 分 相似 ， 汝 须 重复 ， 舌 
量 场 少 算 符 的 形式 是 


Er 1 - 
| 一 
$= > oe dpals” © ‘pr -bpau.®’*ei?*), 
. pa 


= Ds (bau ois Bpaus®e-iss), (4 10) 
其 中 % 是 三 种 独立 极 化 的 指标 . 

式 (14.9) 表达 的 了 o 是 正定 的 ， 而 式 (14. 11) 表 达 的 7 却 不 
是 . 这 些 特点 也 像 标 量 情形 中 那样 , 必定 导致 玻 色 量子 化 . 
真 中 性 矢量 场 的 性 质 与 电磁 场 的 性 质 之 间 存 在 着 密切 的 联 
中 性 矢量 场 用 厄 密 算 符 少 描述 ; 


、 1 ， 
b= Ds (oad eine + eta en). (14. 17) 
pa 


洲 


这 个 场 的 拉 格 朗 日 算 符 为 
尼克 有 一 本 到 0,9 ) + me 14. 18) 
电磁 场 对 应 于 m= 二 0， 这 时 四 维 舌 量 * 变 成 四 维 势 4', 而 四 


维 张 量 9” 变 成 场 的 张 量 F*”; 按照 定义 (14. DD ,F* 与 势 4* 相关 ， 
方程 (14. 2) 变 成 9"y,, 二 0， 对 应 着 第 二 对 麦克 斯 韦 方 程 ， 由 它 已 
不 能 够 得 出 条 件 (14. 3), 因此 , 式 (14. 3) 已 不 再 是 必要 的 了 .由 于 
不 存在 附加 条 件 , 不 必 把 拉 格 朗 日 算 符 中 的 包 和 多, 看 成 独立 的 


“坐标 ", 拉 格 朗 日 算 符 (14. 18) 变 为 
| b=—T$,p, (14. 19) 


这 与 电磁 场 拉 格 朗 日 的 著名 经 典 表达 式 相 一 致 ，。 和 张 量 多 .一样 
这 个 拉 格 朗 日 算 符 对 “ 势 ”y, 的 任意 观 范 变换 都 是 不 变 的 . 这 种 
性 质 与 零 质量 有 明显 的 联系 ， 拉 格 朗 日 量 (14. 18) 因 有 一 项 mm? 多 。 
$* 而 不 具有 这 种 性 质 . 
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§ 19， 具 有 最 高 整数 自 旋 的 粒子 的 波动 方程 
既然 给 出 粒子 的 质量 和 自 旋 就 能 直接 得 出 波动 方程 (14.3) 和 
(14. 4), 那么 拉 格 朗 日 量 的 实际 应 用 与 其 说 是 导出 这 些 方 程 , 不 如 
说 是 建立 场 的 能 量 , 动量 和 电荷 的 表达 式 . 
为 此 , 如 前 所 述 ， 我 们 可 以 应 用 表达 式 (14.7) 以 代 趟 (14. 5)， 
再 把 (14.7) 作 如 下 的 进一步 变换 。 利 用 式 (14. 1) 可 把 式 (14.7) 改 
写成 
L=— (9,p*) (ary") + (3p*) (OP) + mi pay 
=— (0,p*) (Gp’) +m’ pp’:+o, (Pray’) —y*a9,y". 
根据 式 (14, 3), 最 后 一 项 为 零 ， 倒 数 第 二 项 是 全 微 商 ， 可 以 略 去 . 
我 们 得 到 拉 格 朗 日 函数 : 
L’'=— (2,p*) (Op") + mp* yr. (15. 1) 
它 与 零 自 旋 粒 子 的 拉 格 朗 日 函数 (10. 9) 具有 相同 的 形式 ， 差 别 仅 
仅 是 用 四 维 矢量 多 代替 标量 并 改变 符号 ， 符 号 的 改变 是 因为 
,是 类 空 拓 量 ,因而 ,pw** 过 0, 而 对 于 标量 粒子 , py* 守 0. 
如 果 用 拉 格 天 日 函数 (15. 1) 建立 四 维 能 量 -动量 张 量 和 四 维 
太 矢量， 我 们 便 得 到 与 标量 场 的 (10, 12) 和 (10. 18) 形 式 相同 的 表 
达 式 : 
T,, = —9,p'* 0,pi1—0, p01 — Lg (15. 2) 
j= —iCyt9,.p’— (0.p*) yp*]. (15. 3) 
它们 与 式 (14.8) 和 “14. 10) 的 区 别 也 在 于 爹 微 商 ， 但 是 前 面 已 强 
调 过 , 这 些 量 的 局 部 值 没 有 识 刻 的 物理 意义 . 重要 的 只 是 体积 分 已 
(10. 15) 和 @(10. 19)， 它们 对 T,, 和 j, 的 两 种 选择 都 是 一 样 的 , 
这 样 的 描述 方法 可 以 直接 推广 到 具有 任意 (整数 ) 自 旋 的 粒 
子 ， 自 旋 为 s 的 粒子 的 波 函 数 是 s 秩 不 可 约 四 维 张 量 ， 即 这 个 张 
量 对 它 的 所 有 指标 都 对 称 , 对 任意 一 对 指标 收缩 时 都 为 零 : 
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太一 有 0。 (15. 4) 
这 个 张 量 必 须 满足 附加 的 四 维 横 向 条 件 : 


Ps. = 0, (15. 5) 
它 的 每 一 个 分 量 必 须 满 足 二 阶 方程 : 
(有 一 和 102) yy...=0. (15. 6) 


在 静止 参考 系 中 ， 条 件 (15. 5) 意味 着 四 维 张 是 的 所 有 含 堆 指 标的 
分 量 为 零 . 换 名 话说 ， 静 止 参考 系 中 ( 即 在 非 相 对 论 极 限时 ) 的 波 
肖 数 , 本 来 就 相当 于 s 秩 不 可 约 的 三 维 张 量 , 其 独立 分 量 的 数目 等 
于 2s 二 1 
对 自 旋 为 s 的 粒子 构成 的 场 ， 拉 格 朗 日 函数 ,能 量 -动量 张 量 
和 流 舌 量 与 式 (15. 2 一 (15. 3) 的 差别 仅仅 是 用 9 代替 了 乡 . 
归 一 化 的 平面 波 为 





pl (15.7) 
波 的 振幅 满足 条 件 
up, — 0， (15, 8) 
有 2s 十 1 个 独立 的 极 化 状态 . 


场 的 量子 化 显然 可 以 从 自 旋 为 0 或 1 的 情形 推广 得 到 

上 述 方法 已 是 以 描述 自由 粒子 的 场 ， 如 果 要 描述 粒子 与 电磁 
场 的 相互 作用 ， 情 况 就 不 同 了 。 要 从 拉 格 朗 日 函数 得 到 全 部 方程 
式 而 毋须 附加 条 件 ， 拉 格 朗 日 函数 必须 包含 相互 作用 。 但 是 在 物 
理 上 ， 这 样 描述 相互 作用 仅仅 适用 于 电子 一 一 自 旋 为 1/2 的 粒子 
(参看 $32)， 因 此 ， 对 于 别 的 自 旋 值 ， 这 个 问题 只 具有 方法 论 的 
意义 . 

我 们 看 到 , 对 s>1 的 所 有 (整数 和 半 整 数 ) 自 旋 来 说 ， 仅 用 一 
个 秩 数 与 给 定 自 旋 值 相对 应 的 张 量 函 数 或 旋 量 函数 ， 不 能 表述 最 
小 作用 量 原 理 , 还 必须 引入 辅助 的 秩 数 较 低 的 张 量 或 旋 量 .这 时 ， 
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由 于 自由 粒子 的 场 方程 是 根据 最 小 作用 最 原理 得 出 的 ， 拉 格 朗 日 
” 晴 数 的 选择 应 使 这 些 辅 助 量 自动 为 零 4. 


§ 16， 粒 子 的 螺旋 性 状态 @ 

在 相对 论 性 理论 中 ， 运动 粒子 的 轨道 角 动 量 L 和 上 自 旋 s 分 别 
都 不 守恒 ,只 有 总 角 动 量 j=1+s 是 守恒 量 ， 因 此 , 自 旋 在 任何 已 
知 方向 ( 取 为 z 轴 ) 上 的 分 量 也 不 守恒 ， 不 能 用 来 对 运动 粒子 的 极 
化 ( 自 旋 ) 状态 计数 ， 

但 是 , 自 旋 在 动量 方向 上 的 分 量 守恒 ， 这 是 因为 1=r x ,所 
以 乘积 s.n 等 十 守恒 的 乘积 jn(n=p/|p|)， 这 个 量 叫 螺 烽 
性 @( 我 们 已 在 § 8 中 研究 过 光子 的 螺旋 性 )， 它 的 本 征 值 用 字母 4 
(4= 一 s,…, 十 sS) 表 示 ， 粒 子 具 有 一 定 4 值 的 状态 叫 螺 旋 性 状态 .， 

令 yw 为 描述 粒子 的 pp 和 4 值 确 定 的 状态 的 波 函 数 (平面 波 ) 
ut (b) 足 它 的 振幅 ， 为 了 简化 符号 ， 我 们 略 去 这 个 函数 的 分 量 指 
标 ( 对 整数 自 旋 粒 子 , 就 是 四 维 张 量 指标 ). 

在 前 儿 节 中 我 们 看 到 ， 对 非 零 (整数 ) 自 旋 粒子 做 相对 论 性 措 
述 时 , 所 引入 的 波 函 数 的 分 量 数 必定 大 于 2s 十 1, 但 是 独立 的 分 量 
数 仍旧 等 于 2s 十 1，“ 多 余 的 ”分 量 由 附加 条 件 消去 ， 在 静止 参考 
， 系 中 ,附加 条 件 使 这 些 分 量 都 为 零 ( 下 一 章 我 们 将 看 到 ， 这 种 情况 

对 半 整 数 s 也 存在 ). z 

按照 角 动量 变换 公式 (参看 第 二 卷 § 14)， 在 方向 ( 即 角 动 
量 投影 方向 ) 不 变 的 洛 伦 兹 变换 下 , 螺旋 性 也 是 不 变 的 ， 因而， 在 
这 种 变换 下 , 4 仍然 是 一 个 好 的 量子 数 ， 为 了 研究 螺旋 性 状态 的 





Q@ 参 帮 Fierz M. ,Pauli W. ,Proc.Rog.Soc.4173,，211，1939。 这 篇 论文 把 
上 述 方法 应 用 于 自 旋 为 3?2 和 2 的 粒子 ， 

@@ 本 节 讨 论 具 有 任意 (整数 或 半 整 数 ) 自 旋 的 粒子 ， 

‘在 俄语 中 虽 enwpaasxocems, 而 在 英语 文献 中 为 helicity. 
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对 称 性 质 ,可 以 利用 动量 1p| <m 的 参考 系 (在 极限 情况 下 是 吏 
站 参考 系 )，。 这 时 ,5; 化 为 28 十 1 个 分 量 的 韭 相对 论 性 波 沙 数 , 它 
的 据 杜 用 w*(mn) 表示, 自 变量 7 二 Dp/1P | 为 角 动量 量 二 化 的 方向 . 
振幅 w ”是 算 符 m 8 的 本 征 纹 数 : 
(RS)w HN) = Aw (nNn). (16. 1) 
在 旋 量 表象 中 ，w ”是 2s 秩 逆 变 对 称 旋 量 ， 根 据 第 三 着 的 对 应 公 
式 (57.2)， 它 的 分 量 也 可 以 按照 自 旋 在 一 固定 z 轴 上 的 分 量 o 的 
相应 值 计 算 包 . z 
在 动量 表象 中 ， 被 研究 状态 的 波 函 数 与 振幅 a” (pp) 必然 相 
同 , 即 
poa RR) =u RO 人 PP 一 入) = (p06 (vn), (16. 2) 
式 中 动量 是 独立 变量 , 用 尼 表示， 以 区 别 于 它 的 本 征 值 Dp; 而 vv 二 
ki/|kR|, 以 区别 于 m= 二 Pp/1p1@， 在 相对 论 极 限时 ， 
PraD) = 6V Nn) = nN)6Vw—n). (16.3) 
再 详细 一 氮 , 这 个 表达 式 应 该 写成 
pnalp, 0) = (06 (一 位 )， 


明显 地 标明 分 立 的 独立 变量 0. 


螺旋 性 算 符 8.15 与 算 符 7 和 产 对 易 ， 实 际 上 ， 角 动量 算 符 
与 坐标 系 的 无 限 小 转动 相 联 系 。 两 个 矢量 的 标量 积 对 任何 转动 都 
不 变 ， 所 以 ， 存 在 着 一 些 定 态 ,在 这 些 定 态 中 , 粒子 同时 具有 一 定 

@ 这 些 论证 ( 像 1 的 可 能 取 值 ) 是 对 质量 不 为 办 的 粒 予 而 言 的 ， 对 和 苇 质 量 粒子 来 
说 不 存在 静止 参考 系 , 螺旋 性 只 可 能 有 两 个 值 4 二 土 s, 原因 如 $8 中 所 说 : 这 种 粒子 的 
状态 按照 它们 对 轴 对 称 群 的 行为 分 类 ， 这 种 群 只 容许 能 级 的 一 重 简 并 (从 波动 方程 的 
性 质 来 看 ,这 意味 着 当 过 渡 到 m->0 的 极限 时 ， 自 旋 为 。 的 粒子 的 方程 组 分 解 为 一 些 


独立 的 方程 ,分 别 对 应 着 自 旋 为 ss 一 1 … 的 无 质量 粒子 ). 例如 , 光 了 于 有 4 一 士 1， 对 
应 的 ww 是 (8.2) 的 三 维 舌 量 e 人 下， 


@ 6 函数 5 的 定义 是 5 Cv 一 mn)do, 一 1 在 (16.2) [以 及 下 面 (16.4) 的 类 似 
情形 ] 中 巾 去 了 保证 国定 能 重 什 的 6 函数 ， 
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的 角 动 量 值 ;， 它 的 分 量 值 疡 一 mm 和 螺旋 性 4 值 ， 这 样 的 状态 叫 
球 螺旋 性 态 ， 

我 们 来 决定 这 些 状态 在 动量 表象 中 的 波 函数 ， 为 此 ， 只 要 与 
第 三 卷 $ 103 中 对 称 陀螺 波 函数 的 公式 直接 类 比 就 行 了 ， 那 些 公 
式 是 根据 波 函 数 在 有 限 转动 下 的 变换 规则 得 出 的 第 三 卷 § 58)， 
而 这 些 规则 本 身 所 依据 的 仅仅 是 转动 对 称 性 ， 因 此 ， 它 们 适用 于 
动量 表象 中 的 函数 , 就 像 适用 于 坐标 函数 一 样 . 

除了 固定 的 空间 坐标 系 zyz (函数 mi 就 是 对 这 个 坐标 系 写 
出 的 ) 以 外 ,还 要 引入 “ 动 "坐标 系 # 6， 它 的 轴 在 方向 上 ， 胃 
须 重复 相应 的 讨论 过 程 [比较 第 三 卷 (103, 8) 的 公式 推导 ] 就 能 

psm(k) = YD (7), 
式 中 y 甸 是 ' 动 " 弘 标 系 中 的 波 函数 ， 描 写 角 动 最 在 < 轴 上 有 确定 
分 最 值 的 粒子 状态 : j= 加 在 动量 表象 中 ,这 个 函数 显然 就 等 于 振 
幅 w， 归 一 化 的 ( 见 下 面 ) 波 函数 为 
ywi( = Yt 1D) (hk). (16. 4) 


但 是 ， 这 里 有 一 个 相位 选择 问题 ， 它 与 下 面 的 非 单 值 性 有 关 
系 . 坐标 系 876 对 zy 的 转动 由 三 个 欧 拉 角 a,B, 确定 ,而 决定 
粒子 波 图 数 的 方向 只 取决 于 两 个 球面 角 a 三 9 和 BB 三 06， 这 样 就 
必须 约定 角 的 选择 方式 、 我 们 将 取 ?=0, 即 定义 Dw(2) 为 
Din(v)=Din(9, 0,0)=e™din(d). (16. 5) 
由 于 第 三 卷 式 (58. 21), 函数 (16. 5) 满 足 正 交 归 一 条 件 
| psp* CD)D82 (0) Se 37 I nm (16. 6) 


《do, 二 sin 6d9dg). 函数 jm 对 指标 4 的 正 交 性 由 因子 4 中 保证 . 
由 此 可 见 ,函数 yym 必定 对 三 个 指标 jm、4 都 正 交 , 且 在 式 (16. 4) 


® 08 * 


的 系数 条 件 下 , 按 
人 wmltdov=1 (16. 7) 


妆 一 化 .这 里 我 们 假定 振幅 x 中 已 归 一 化 : sw 人 2*= 1 
现在 我 们 来 研究 坐标 反 演 下 螺旋 性 状态 波 国 数 的 行为 ， 极 矢 
量 v 与 轴 矢 量 /的 乘积 是 质 标 量 . 不 难看 出 ， 反 演变 换 使 螺旋 性 
4 的 状态 变 成 螺旋 性 一 4 的 状态 ， 因 而 只 需 确定 这 种 变换 中 的 相 
因子 即 可 . 
在 反 演 变换 下 ,> -一 > 一 2 矢量 > 由 两 个 角度 mw 9 确定 ， 变 
换 b 一 > 一 bv 由 代 换 pg 一 >9 十 7, 9 一 >x 一 9 实现 . 这样 就 确定 
了 新 的 。 得 ， 但 二 轴 和 7 轴 的 位 置 还 因 依赖 于 第 三 个 欧 拉 角 ? 而 
未 人 确定， 从 这 个 意义 上 讲 ， 仅 仅 9 和 的 变换 不 可 能 把 坐标 系 的 
反射 和 < 轴 的 转动 区 别 开 来 . 用 三 个 欧 拉 角 来 表述 ， 反 演 就 是 
变换 
a= -> 十 TT 1 三 0->T 一 0 一 元 一 人 (16. 8) 
因此 , 如果 DP 翅 (z) 按 式 (16.5) 确定 ( 即 ?=0), 而 把 变换 v-> 
一 2 看 成 是 反 演 的 结果 , 那么 
万 和 2( 一 切 一 站 (op 十 并 一 0 x). (16. 9) 
利用 第 三 卷 的 公式 (58. 9)、(58. 16) 和 (58. 18), 就 可 以 求 出 
Din(—v)=e "d(x m0 en 
=(—1)/ eimd tm .,(0) 
z =(—1)1*D,(9, 0, 0), 
或 者 
DDR(—D)=(—1)1DD,(v), (16. 10) 
式 中 的 7 一 4 为 整数 . 
对 旋 量 ww 也 存在 类 似 的 公式 .只 要 注意 到 旋 量 的 分 量 ww 人 9 
与 这 个 限 数 只 差 一 个 因子 , 即 


ss G60 。 


wp) ~ Di (5)™, (16. 11) 
就 可 以 看 出 这 一 点 ， 实 际 上 ， 对 自 旋 的 本 征 汞 数 应 用 第 三 卷 的 变 
换 公 式 (58.7), 并 假设 自 旋 的 上 轴 分 量具 有 确定 的 4 值 [ 即 在 第 三 
卷 458. 7) 的 右边 用 Go 代替 0 了] 我 们 发 现 , D8) (四 是 自 旋 的 : 
分 景 和 5 分 量具 有 确定 值 (go 和 4 的 自 旋 波 图 数 ，w 为 一 sS， 
+s 的 这 组 函数 [按照 第 三 卷 的 对 应 公式 (57. 6) j 组 成 2s 秩 协 变 
放量 ， 根 据 第 三 卷 的 公式 (57. 2)， 逆 变 旋 量 的 分 量 与 分 量 9 对 
应 , 在 变换 时 与 同 秩 协 变 旋 量 分 量 的 复 共 思 一 样 . 
根据 式 (16. 10) 和 (16. 11), 我们 有 
wD p= C1) wv 2»), (16. 12) 
式 中 的 s 一 4 是 整数 . 对» 施行 反 演 运 算 不 仅 是 将 v 变 成 一 v， 
而 且 要 乘 以 公共 相 因 子 (粒子 的 “内 豪 宇 称 ”)7: 
Pw p=nw dp) =n m1 -wd(p). (16.13) 
对 于 相对 论 性 振幅 4 (R)， 这 个 变换 可 以 写成 
Pu (hk) = npBu (ok)=n(—1): -uk), (16.14) 
式 中 B 是 某 个 矩阵 ， 对 于 |zp| 一 0 的 极限 下 仍然 存在 的 ”分量 ， 
它 是 一 个 单位 矩阵 .重要 的 是 ,这 个 什 阵 与 状态 的 量子 数 无 关 . 从 
这 个 意义 上 讲 , 式 (16. 13) 和 (16. 14) 之 间 的 差别 是 不 重要 的 @. 
将 式 (16. 14) 应 用 于 (16. 2)， 我 们 得 到 状态 |?3a 录 的 波 国 数 的 
变换 规则 ; 


Pyni(p)=n(— 1 yp ,49). (16. 15) 
对 球 螺旋 性 态 , 应 用 式 (16. 10) 和 (16. 12) , 我 们 得 到 变换 规则 
户 gja (2) 一 9 (— Dyn- ap). (16. 16) 


按照 式 (16. 16), 状态 jmo 变换 为 其 自身 ， 即 状态 Vimo 具有 


@ 例如 , s 一 1 时 的 振幅 wb 是 (16. 22) 的 四 维 矢量 ; 这 时 ， 对 四 维 矢 量 指标 而 言 ， 


有 完全 是 一 个 单位 矩阵 : Bo,= uv 当 s=1/2 时 ， 下 一 章 将 要 看 到,w4) 是 一 个 双 旋 


量 ; 这 时 相 因 子 9 二 ,6 是 狄 拉 克 和 矩阵 7"[ 僚 看 (21.10)]. 
es 70 »。 


确定 的 宇 称 。 如果 4 二 0, 只 有 螺旋 性 相反 的 状态 的 登 加 才 具 有 确 
定 的 字 称 : 


1 二 3 imat im 1)， (16. 17) 
在 反 演 变换 下 ,它们 按照 下 式 变 换 为 其 自身 ; 
Pyfa DD) =+n oD yD). (16. 18) 


值得 注意 的 是 ， 在 这 一 节 中 我 们 对 上 共有 一 定 角 动 量 的 自由 粒 
子 的 状态 进行 分 类 时 ， 只 利用 了 守恒 量 而 没有 涉及 轨道 角 动 量 的 
外 念 (在 §6, $7 两 节 对 光子 的 状态 分 类 时 应 用 了 这 一 概念 )， 

作为 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 自 旋 为 .1 的 情形 。 在 静止 参考 系 
中 ,振幅 (四 维和 拓 景 ) 变 成 三 维 矢量 e'”， 它 在 这 里 起 振幅 ww'” 
的 作用 ， 自 旋 为 1 的 算 符 对 矢量 函数 e 的 作用 由 公式 


(Sie) 一 一 leiklei (16. 19) 
给 出 (第 三 卷 $ 57, 习题 2)， 这 样 ,方程 (16. 1) 变 成 
i[nxew]|=Ae”, (16. 20) 


在 56 轴 沿 7 方向 的 坐标 系 8676 中 ， 它 的 解 就 是 球 单 位 矢量 
《7.14) 中 ， 


eV)=i(0,0,1), e‘*!)=— 二 地 (1 士 3，0). (16. 21) 


在 粒子 动量 为 的 参考 系 中 , 螺旋 性 状态 的 振幅 是 四 维和 天 量 


0 一 me ) 2 二 (0e 一) (16. 22) 


如 有 果 e 是 极 天 量 , 则 二 一 1 这 时 图 数 (30 17 儿 当 s 二 1 时 为 
三 维 矢 量 ) 具 有 下 列 字 称 : 
入 hn: P= (一 1)7， 


Q@ 相 因 子 的 选择 按 下 述 条 件 确 定 : 用 本 征 函 数 (16.21) 计算 的 自 旋 算 符 的 矩阵 元 
-必须 与 第 三 卷 § 27、8 107 中 的 一 般 定义 相符 . 
* Ye 


pntia: P= (— DY, 

pimo: P= (— D7. 
与 球 谐 矢 量 的 定义 (7. 4) 比 较 , 我 们 看 到 ， 这 些 函 数 分 别 与 六 ?， 
Y 绍 ,Yj 相同 ( 仅 差 一 个 相 因 子 )。 确 定 相 因子 ( 壁 如 说 ， 用 比较 
0 二 0 时 消 数 值 的 方法 ) 后 , 我 们 得 到 下 列 等 式 : 


Y= Yt low evDd,), 
YD = tlem'p 十 e(C-D7D0D )， (16. 23) 
YI =i VY +lem pg 


式 中 的 7 是 一 个 整数 1e*”*'= 二 nxe”* 是 沿 轴 如，7',6 的 球 单位 矢 
量 ;5' ,7',6 轴 由 6,7,& 绕 5 轴 转 动 90” 得到. 
: 公式 (16. 23) 中 的 最 后 一 个 等 价 于 第 三 卷 中 6%*(0) 的 表达 式 、 
(58. 23)， 根 据 (16. 23) 中 的 第 一 个 (或 第 二 个 ) 公 式 ， 可 以 得 出 函 
数 4 的 简单 表达 式 ， 我 们 有 
27 十 1 (六 一 e) ,oo(+1)wk 

i VA x iin Ye MI G15 

锋 式 右 端 的 标量 积 可 以 在 坐标 系 z&76 中 明确 地 写 出 来 , 且 有 
3 9 
( 倪 而 /一 ( 免 吉 0 庆 ) 

由 了 芳 数 了 jn 的 定义 (7. 2) 和 定义 (16. 5), 我 们 得 到 结果 


_ m+1 Gm)! 
dsin(0) =(—1) VOD 





x (+ 久 + Eg) 9?(cosb)， m0. (16. 24) 


ss 7T2 .9 





第 三 章 恬 米 子 


§ 17. 四 维 旋 量 


在 非 相 对 论 性 理论 中 ， 有 具有 任意 自 旋 s 的 粒子 用 县 有 2s 十 1 
个 分 量 的 量 一 一 2s 秩 对 称 旋 量 描述 ， 从 数学 观点 来 看 ,这 些 旋 量 
就 是 空间 转动 群 不 可 约 表 示 的 实现 . 

在 相对 论 性 理论 中 ， 这 个 群 只 不 过 是 更 广泛 的 四 维 转动 
群 一 一 阁 伦 兹 群 的 一 个 子 群 ， 因 此 ,必须 建立 四 维 旋 量 的 理论 .四 
维 旋 量 是 洛 伦 兹 群 不 可 约 表示 的 实现 , 我 们 将 在 $ 17 一 819 阐述 . 
企 $17,8 18 中 只 研究 不 包含 空间 反 演 的 正治 伦 妇 和 群 ,在 》19 中 讨 
论 空间 反 演 . 

四 维 旋 量 理论 的 建立 类 似 于 三 维 旋 量 理论 (B.L.vau der 
Waerden, 1929; G.E. Uhlenbeck, O. Laporte, 1931) . 

旋 量 5* 有 两 个 分 量 (4 二 1,2)， 作 为 1/2 目 旋 粒子 波 国 数 的 
分 量 ,5 和 如 分 别 对 应 于 自 旋 z 分 量 的 本 征 值 十 1/2 和 一 1/2. 在 
( 正 ) 洛 伦 兹 群 的 任何 变换 下 ,< 二 两 个 量变 换 为 它们 自身 的 线性 
组 合 : 

5 一 0aE 十 有 E， | 
(17. 1) 
: < ”一 ?PE 十 65 
系数 w 2, ?是 四 维 坐 标 系 转动 角度 的 确定 函数 , 遵守 条 件 
ca6 一 有 7 一 1. (17. 2) 
部 二 元 变换 (17. 1 的 行列 式 等 于 1， 这 积 洛 伦 兹 群 的 坐标 变换 行 
列 式 一 样 ， 


e 3。 


由 于 条 件 (17. 2), 二 次 型 5? 一 和 2S!1(6* 和 号 “为 两 个 旋 量 》 
对 变换 (17.1) 不 变 ( 它 对 应 着 由 两 个 1/2 目 旋 粒子 "组 成 "的 零 自 
旋 粒 子 ). 为 了 自然 地 写 出 这 种 不 变 的 表达 式 , 除 了 旋 景 的 “ 逆 变 ” 
分 量 5 外， 还 要 引入 “ 协 变 "分 量 5。。 它们 借助 “ 度 规 旋 量 ”"9ap 相 
互 转换 出: 


sa。 一 9cpt (17. 3) 
式 中 
| 1 ) (17. 4) 
—1 0) 
因而 
i168, 一 一 上 (17. 5) 
这 样 ,不 变量 拓 S 一 纪 S: 可 以 写成 标量 积 的 形式 上 5 号。, 并且 5 号 。 
一 —éo8". 
上 上 述 性 质 在 形式 上 与 三 维 旋 量 是 一 样 的 ， 但 是 ， 当 讨论 复 共 
辊 旋 量 时 , 二 者 就 有 了 区 别 . 
在 韭 相 对 论 性 理论 中 ,决定 粒子 在 空间 定 域 几率 密度 的 景 
pp (17. 6) 


必须 是 标量 , 因此 ,分 量 %“* 应 该 按照 旋 量 的 协 变 分 量 变换 ， 换 何 
话说 , 变换 (17. 1) 应 该 是 么 正 的 (ec=6*，p8= 一 y*)， 而 在 相对 论 
性 理论 中 , 粒子 密度 不 是 标量 , 而 是 四 维 矢 量 的 时 间 分 量 ， 因 而 上 
述 要 求 不 再 有 效 ,除了 式 (17. 2) , 毋须 对 变换 系数 附加 其 它 补 充 条 
件 ， 四 个 复数 量 u 8, 7 6 只 在 条 件 (17. 2) 下 等 价 于 8 一 2 一 6 个 实 
参数 一 一 与 决定 四 维 坐标 系 转动 的 角度 数目 一 致 〈 在 六 个 坐标 面 
上 转动 ). 

由 此 可 见 , 复 共 久 二 元 变换 实质 上 是 互 不 相同 的 , 因而 在 相对 
论 性 理论 中 有 两 类 旋 量 . 为 了 区 分 这 两 类 旋 量 , 我 们 采用 专门 的 符 


也 旋 量 指标 用 头 几 个 希腊 字母 表示 ; Us pb,Y, 及 出 
. 74 +* 








号 : 按 式 (17. 1) 的 复 共 辑 公 式 变换 的 旋 量 , 在 其 指标 上 方 加 点 ( 带 
六 指标 ). 因此 ,根据 定义 ， 

ne Ee (17.7) 
式 中 的 符号 一 表示 “被 变换 为 >， 换 句 话 说 ，“ 带 点 ? 旋 量 的 变换 公 
式 为 : 


i! = a*y! + B*p?, n2 7 一 vy*nt 二 6*p2. 《17， 8) 
降低 和 升 高 带 点 指标 的 运算 和 不 带 点 指标 一 样 : 
n= 7 = 一 Ni， (17. 9) 


四 维 旋 量 在 空间 转动 时 的 行为 与 三 维 旋 量 相同 。 对 于 三 维族 
量 , 我 们 知道 , :~y*， 因 而 ,根据 定义 (17.7)， 四 维 旋 量 92 在 转 
动 时 的 行为 和 三 维 逆 变 旋 量 %* 一 样 ， 所 以 ， 协 变 分 量 77 和 3 
对 应 着 自 旋 分 量 的 本 征 值 1/2 和 一 1/2. 

高 秩 旋 量 定义 为 按照 一 秩 旋 量 分 量 之 积 变换 而 得 的 若干 量 的 
集合 ， 这 些 高 秩 旋 量 的 指标 可 以 是 有 的 带 点 ,有 的 不 带 点 ， 例 如 ， 
有 下 面 三 类 二 秩 旋 量 : 

Er EBP, Erb Eap ns~n*H’. 
仅仅 给 出 一 个 旋 量 的 总 秩 数 还 不 能 单 值 地 确定 高 秩 旋 量 概念 . 因 
此 ,在 必要 的 地 方 ， 我 们 将 用 一 对 (%, 7) 数 分 别 标明 不 带 点 指标 和 
带 点 指标 的 数目 从 而 指出 属于 何 秩 . 
由 于 变换 (17. D 和 (17. 8) 在 代数 上 是 无 关 的 ， 所 以 没有 必要 


f 明 带 点 指标 和 不 带 点 指标 的 次 序 ( 例 如 ,CE" 和 Es" 就 是 两 个 相同 
的 旋 量 ). 

为 了 具有 协 变 性 ， 任 何 旋 量 方程 的 两 边 都 应 该 包含 相同 数目 
的 不 带 点 指标 和 带 点 指标 , 否则 , 由 一 个 参考 系 过 渡 到 另 一 个 参考 
系 的 时 候 , 等 式 将 明显 地 章 到 破坏 ， 这 时 必须 记 住 , 取 复 共 轿 指 的 
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是 交换 不 带 点 指标 和 带 点 指标 。 因 此, 两 个 放量 之 间 的 关系 式 


7 一 (6”)* 具 有 协 变性 . 

旋 量 或 旋 量 乘积 只 能 对 同类 指标 ( 带 点 指标 或 不 带 点 指标 ) 成 
对 进行 缩 并 .一 对 不 同类 指标 的 求 和 不 是 协 变 的 运算 ， 由 于 相对 
于 旋 量 的 一 对 对 称 指标 进行 缩 并 结果 为 零 ， 因 此 , 若 旋 量 

Calaarahpip2…p (17. 10) 

个 不 带 点 指标 和 ! 个 带 点 指标 都 对 称 ， 就 不 能 组 成 较 低 秩 旋 

这 就 是 说 ,车 由 量 (17. 10) 组 成 的 线性 组 合 在 群 的 每 一 变换 下 
久 部 此 侈 为 它 中 让 身 的 线性 组 合 , 那么 ,这 些 线性 组 合 的 数目 不 会 
小 于 量 (17. 10) 的 数目 ， 换 名 话说 , 对 称 四 维 旋 量 就 是 正 洛 伦 兹 群 
不 可 约 表示 的 实现 ， 每 一 个 不 可 约 表示 都 由 一 对 数 (Ek, 1) 给 定 

出 于 每 一 个 旋 量 指 标 取 两 个 值 ,所 以 在 量 (17. 10) 中 有 有 十 1 个 
完全 不 同 的 数组 aiaz…azr (含有 0,1,2,…,K 个 1 和 ,一 1,…,0 


个 2 和 ?7 十 1 个 数组 .82… Pp,， 因 此 ，(%, 71) 秩 对 称 旋 量 总 共有 
(十 1) (十 1) 个 独立 分 量 ， 这 也 就 是 相应 的 不 可 约 表 示 的 维 数 . 


§ 18， 旋 量 与 四 维 矢量 的 联系 


具有 一 个 带 点 指标 和 一 个 不 带 点 指标 的 旋 量 2 有 2'2=4 
个 独立 分 量 , 与 四 维 矢量 的 分 量 数 相同 ， 显 然 ,二 者 都 是 正 洛 伦 兹 
群 同一 不 可 约 表示 的 实现 ， 它 们 的 分 量 之 间 应 该 有 一 定 的 关系 . 

为 了 建立 这 种 关系 ， 落 虑 到 三 维 旋 量 和 四 维 旋 量 对 纯 空 间 转 - 
动 的 行为 应 该 相同 ,让 我 们 首先 看 看 三 维 情形 中 的 类 似 关系 . 

我 们 把 三 维 旋 量 %“e 的 对 应 公式 (参看 第 三 着 $ 57) 写成 如 下 
形式 : 
(一 = 地 ( 旦 十 蛤 ). 


»76 


or 一 一 可 (92 十 功 0 一 本 (外 一 多 


I 12 | p21Y -一 工 1 
qz= FY | » ) = 2 (Wp: $2). 
这 里 az 0y, az 是 某 个 三 维 矢 量 a 的 分 量 。 过 渡 到 四 维 情形 时 ， 必 


须 用 上代 趟 5, 而 把 os,aw os 理解 成 四 维 矢 量 的 逆 变 分 量 ab 
4*, 48， 至 于 矢量 的 第 四 个 分 量 oo, 从 8 17 可 以 看 出 , 量 (17. 6) 是 


按 oa 变换 的 ,所 以 ec 二 上 绊 ， 比 例 系 数 的 决定 应 该 使 标量 
Zp 与 标量 20ua" 三 2a2: 相等 


这 样 , 我 们 得 到 下 列 对 应 公式 : 


a= 二 (E12 十 CE21)， 02 一 (2 一 £21). 


2 
(18. 1) 
oz 一 (Eli— £22). "一 本 (E1i 十 £22). 
Ei=6j=a ta 6 一 上 一 0 一 q3. 
。 。 (18. 2) 
一 一 C 人 一 0 一 142， C21 一 一 Ci 一 QG1 十 102. 
这 时 z 
z Ej Eh 202， (18. 3) 
我 们 还 看 到 
Ep Lh Oa. (18. 4) 


这 是 由 于 二 秩 旋 量 上 .86 对 指标 、? 反对 称 ， 因 而 与 度 规 旋 量 成 
正比 . 

旋 量 5“ 和 四 维 矢量 的 对 应 是 下 述 一 般 规则 的 特殊 情形 : 任 
何 (4,) 秩 对 称 旋 量 等 价 于 % 秩 对 称 不 可 约 ( 即 按 任 何 一 对 指标 缩 
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并 时 都 得 零 ) 的 四 维 张 量 . 
旋 量 和 四 维 矢量 间 的 关系 可 以 通过 二 阶 泡 利和 矩阵 @ 
“(| 小 mi 由) "(| |) (18. 5) 
1 0 1 0 0 —1 
表达 得 更 为 紧凑 .如 果 用 符号 上 表示 具有 上 指标 〈 且 第 一 个 指标 
不 带 点 ) 的 量 5 的 矩阵 , 公式 (18. 2) 可 以 写成 


上 = ac 十 os 《18.6) 
(第 二 项 当然 指 的 是 a" 与 单位 矩阵 的 习 积 )， 它 的 逆 公 式 是 
a=3Sp(Co), a = SpE. (18.7) 


利用 公式 (18. 6) 和 (18.7) 可 以 确定 四 维 矢 量 和 旋 量 的 变换 规 
则 之 间 的 关系 ， 从 而 把 旋 量 的 变换 规则 用 四 维 坐标 系 的 转动 参数 
表示 出 来 . 

旋 量 5 的 变换 可 以 写成 如 下 形式 : 


8 一 (BE)a， s=( ‘ (18. 8) 
vy oO/. 
式 中 B 是 由 二 元 变换 系数 组 成 的 二 阶 和 矩阵 ， 这 时 ， 带 点 旋 量 的 变 
换 为 
n=(B*n) i= (7B*)’. (18. 9) 


二 秩 旋 量 6" ~é&"17 变换 的 符号 形式 为 5'=BEB+@， 对 于 无 限 小 
变换 B= 1 4 为 一 小 矩阵 , 精确 到 一 级 小 量 时 ， 
一 < 十 (4 十 E4+) (18. 10) 
我 们 首先 研究 参考 系 以 无 限 小 速度 6Y 运动 时 的 洛 伦 兹 变换 
中 为 了 简化 符号 ,作用 在 旋 量 变量 上 的 算 符 (给 阵 } 用 不 带 蝇 字母 表示 . 
加 对 于 协 变 分 量 : 
Es =(B"1E) ,= (EB ) ,n= (7B"-1).; (18. 80> 
(这 样 ,可 使 两 个 旋 量 之 积 二 。 己 " 保 持 不 变 )， 
FR ss 





(不 改变 空间 坐标 轴 的 方向 )， 这 时 , 四维 矢量 = (ao, a) 按 照 
dad’'=a—adV, a =a'—a:6V (18. 11) 
变换 .现在 我 们 利用 公式 (18.7)， on 的 变换 一 方面 可 以 写成 
eo =a"—a.6V =a—2Sp(Co"6V), 
另 一 方面 , 又 可 以 写成 
a = 二 SpE' 一 a 十 二 Sp(15 二 Er) 二 qr 十 二 SpE(4 二 和). 
这 两 个 表达 式 对 任意 上 值 恒 等 ， 由 此 我 们 得 到 等 式 
: A+ 二 一 g.6V. 
用 同样 的 方法 研究 a 的 变换 , 我 们 得 到 
cr4 十 4+or 一 一 6Y。 
作为 4 的 方程 式 ,这 些 等 式 的 解 为 
4 一 处 = 一 了 adV- 
由 此 可 见 , 旋 量 上 的 无 限 小 洛 伦 益 变 换 由 矩阵 
B=1—3(0"n)or (18. 12) 


实现 ， 式 中 的 11 是 速度 5V 方向 上 的 单位 矢量 ， 由 此 不 难 求 出 对 
有 限 速度 Y 的 变换 .我 们 还 记得 , 洛 伦 兹 变换 (在 几何 上 ) 意 味 着 
四 维 坐 标 系 在 平面 i,n 内 转动 p 角 , 9 与 速度 V 的 关系 为 thp 一 
VQ@ 无 限 小 变换 对 应 着 角 Sp = 67， 而 转动 有 限 角 op 是 把 转动 bp 
重复 /169 次 .将 算 符 (18. 12) 自 乘 /6o 次 并 取 极 限 sp 一 0， 我 
们 得 到 


一 了 0 


B=e? 。 (18. 13) 
为 了 阐明 这 个 算 符 作用 的 数学 意义 , 请 注意 泡 利 矩阵 的 性 质 : mer 


地 在 包含 时 间 轴 的 平面 内 , 庭 规 是 伪 欧 儿 里 德 的 . 
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的 所 有 偶 次 索 都 等 于 1 ， 癌 次 千 都 等 于 za.o。 考 虑 到 双 曲 线 函 数 
ch 的 展开 式 是 宗 量 的 偶 次 宕 ,而 sh 是 奇 次 过 ,最 后 得 到 


B=ch$—n.osh®, thp =V. (18. 14) 


我 们 看 到 , 洛 伦 兹 变换 矩阵 忆 是 厄 密 的 : B= B+. 
现在 我 们 来 研究 空间 坐标 系 的 一 个 无 限 小 转动 。 这 时 ， 三 维 
矢量 a 按 下 式 变 换 : 
2 一 Q 一 50 xxa， (18. 15) 
式 中 09 为 无 限 小 转角 矢量。 相应 的 旋 量 变换 可 以 用 类 似 的 方法 
求 出 来 , 但 在 这 里 没有 必要 那样 做 ,这 是 因为 在 空间 转动 时 四 维族 
景 的 行为 与 三 维 旋 量 的 完全 一 样 ,而 三 维 旋 景 的 变换 大 家 已 熟知 . 
自 旋 算 符 与 无 限 小 转动 算 符 的 一 般 关 系 为 
B=1+50.80 (18. 16) 


问 转动 有 限 角度 ! 的 过 渡 , 类似 于 从 式 (18. 12) 过 渡 到 式 (18. 14)， 
即 为 


B= exp(Tn 0)= eos Hin: Csin 5 (18. 17) 


式 中 n 为 转动 轴 上 的 单位 矢量 ， 这 个 矩阵 对 空间 转动 应 该 是 么 
下 的 (2 二 有) 也 确实 是 么 正 的 . 


8 19， 族 量 的 反 演 


在 第 三 卷 中 一 述 旋 量 的 三 维 理论 时 ， 我 们 没有 考虑 空间 反 演 
下 旋 量 的 行为 , 因为 在 非 相 对 论 性 理论 中 , 这 不 会 引出 任何 新 的 物 
理 结果 ， 现 在 讲 这 个 问题 ， 是 为 了 更 好 地 理解 后 面 对 四 维 旋 量 反 
演 性 质 的 分 析 . 

反 演 运算 不 改变 轴 矢 量 的 符号 ( 自 旋 矢量 就 是 轴 矢 量 )， 因 而 
自 旋 分 量 s: 的 值 也 不 改变 ， 由 此 得 出 ， 旋 量 的 每 一 个 分 量 加 在 


人 
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反 演 时 只 能 变 为 自身 的 倍数 , 即 
。 p>Py", (19. 1) 
这 里 的 卫 为 当 数 因子 ， 反 演 两 次 , 就 回 到 原来 的 坐标 系 ， 但 对 一 
个 旋 量 而 言 ， 回 到 初始 位 置 可 以 有 两 种 理解 ， 坐标 系 转动 0” 和 
360°*， 由 于 转动 360° 时 ye 改变 符号 ,因此 ,对 旋 量 来 说 ， 这 两 种 
定义 是 不 等 价 的 。 所 以 , 有 两 种 可 能 的 反 演 概念 : 一 种 是 
P==1， P= 土 1, (19. 2 
而 另 一 种 是 
P?=—1, P=+i, z (19. 3) 
重要 的 是 , 反 演 概念 对 一 切 旋 量 应 该 有 同样 的 定义 , 不 容许 不 
同 的 旋 量 以 不 同 的 方式 [ 即 按照 式 (19. 2), 或 (19. 3) 进行 变换 , 否 
旭 不 能 由 任意 一 对 旋 量 组 成 标 量 (或 厦 标 量 ): 如 果 旋 量 %" 按 式 
(19. 2) 变换 而 p。 按 式 (19. 3) 变 换 , 那么 geopu 在 反 演 时 需 乘 以 士 i 
而 不 是 保持 不 变 (或 只 改变 符号 ). 
还 应 该 着 重 指出 ， 由 于 坐标 系 转动 2x 时 旋 量 改 变 符号 (而 这 
样 的 转动 总 是 与 反 演 同时 进行 的 ) , 因此 无 论 怎 样 定义 反 演 ， 给 旋 
晤 以 革 种 确定 的 字 称 P 没有 绝对 的 意义 ， 但 是 ， 如 果 定 义 由 两 个 
旋 量 组 成 的 标量 "9 的 字 称 为 这 两 个 旋 量 的 “相对 字 称 ”, 则 因为 
转动 2r 时 两 个 旋 量 同时 改变 符号 ， 与 此 相 联系 的 不 确定 性 并 不 
影响 上 述 标量 的 字 称 , 因而 ， 两 个 旋 量 的 “相对 字 称 ”具有 绝对 意 
义 . 
现在 我 们 来 研究 四 维 旋 量 . 
首先 我 们 看 到 ， 由 于 反 演 只 改变 四 个 坐 炊 (t,x,y, 2?) 中 三 个 
(x,y,z) 的 符号 ,因而 它 与 空间 转动 对 易 而 与 转动 t 轴 的 变换 不 对 


易 ， 如 果 工 是 对 以 速度 V 运动 的 参考 系 的 洛 伦 兹 变换 ,那么 BZ = 
FP, 是 对 以 速度 一 V 运动 的 参考 系 的 变换 
» Bl。 





由 此 得 出 , 在 反 演 变换 下 ， 四 维 旋 量 的 分 量 不 能 变 换 成 它 
们 自身 的 倍数 .如 末 旋 量 6* 的 反 演 仍然 是 变换 (19. 1) ( 即 变 换算 
阵 与 单位 矩阵 成 正比 )， 那 么 它 显然 应 该 与 任何 洛 伦 兹 变换 对 易 ， 


而 事实 并 非 如 此 (因为 对 经 来 说 ,运算 ZL 和 上 显然 是 不 相同 的 ). 
由 此 可 见 ， 反 演 使 旋 量 6° 的 分 量 的 变换 结果 中 含有 别 的 量 ， 
这 样 的 量 只 能 是 变换 性 质 与 上 不同 的 某 个 别 的 旋 量 7* 的 分 量 . 
由 于 反 演 不 改变 自 旋 的 z 分量 (如 上 面 所 述 ), 则 分 量 £1 和 如 在 反 
演 时 只 能 变 成 与 同样 的 s; =1/2 和 s:= 一 1/2 值 对 应 的 分 量 人 
和 ”3， 如 果 把 反 演 理解 成 重复 两 次 结果 不 变 的 运算 , 反 演 的 作用 
可 以 定义 为 
E>N8, Na—>é° (19. 4) 
[对 于 协 变 分 量 所 和 逆 变 分 量 9“ 而 言 , 这 种 变换 的 符号 相反 : 
E>—n, 7 ->—é,, (19. 4a) 
这 是 因为 降低 和 升 高 同一 指标 时 要 变 符号 ， 参 看 式 (17.5) 和 
(17. 9)J®@.， 如 果 在 P= 一 1 的 意义 上 来 理解 反 演 ,那么 反 演 作 用 
可 定义 为 
E>ins, n>it° (19. 5) 
或 者 / 
E> —in®, n°—>—i€,. (19. 5a) 
反 演 的 两 种 定义 之 间 存 在 一 定 的 差别 ， 在 第 二 种 定义 的 反 演 
下 , 复 共 轿 旋 量 以 同一 方式 变换 ， 如 果 2。=7*, 及 < 二 5**, 则 根据 


式 (19. 5) 将 有 号 .> 一 iFs， 万 5-> 一 ij 号 。。 即 与 6, 7 的 变换 相同 . 


Q@ 当然 ， 由 于 最 上 和 7; 是 独立 的 ，(19.4) 的 定义 在 某 种 意义 上 是 任意 的 ， 例 
如 ,假若 引入 新 的 旋 量 7;' 二 eisn; 代 夫 73， (19.4) 就 为 一 等 价 的 定义 
5°——>e 0,", 7 /一 >@ioc。 


所 代 替 . 
好 
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而 在 定义 (19. 4 的 反 演 下 , 我 们 将 得 到 变换 .>H*， 有 “> 全 。， 
与 旋 量 6, 7 的 变换 比较 ,其 符号 相反 ， 我 们 将 在 $27 中 讨论 这 
种 差别 的 某 些 可 能 的 物理 结论 

为 狂 定 起 见 , 下 面 我 们 均 指 定义 (19. 5) 进 行 讨论 ， 

我 们 知道 , 旋 量 E* 和 7; 对 转动 子 群 的 变换 是 相同 的 .由 它 
们 的 分 量 组 合 

E£°+n: (19. 6) 
所 得 到 的 量 在 反 演 下 按照 式 (19. 1) 变 换 , 且 P= 士 i 但 是 ， 这 种 
”组 合 的 行为 并 非 对 洛 伦 兹 群 的 所 有 变换 都 与 旋 量 一 样 ， 

所 以 , 为 使 反 演 包含 在 对 称 群 中 , 要 求 同 时 考查 一 对 旋 量 (&”， 
73), 这 样 的 一 对 旋 量 叫 双 旋 量 ( 秩 数 为 1)。 双 旋 量 的 四 个 分 量 形 
成 广义 洛 伦 北 群 的 一 个 不 可 约 表示 的 实现 ， 

两 个 双 旋 量 (8", 7.) 和 (号 *, 恕 ;) 的 标量 积 可 以 用 两 种 方法 构 
成 ， 量 

£5s+ nH (19. 7) 
对 反 演 是 不 变 的 , 是 真 标 量 ; 而 量 


£2.— nH : (19.8) 


对 四 维 坐标 系 的 转动 也 是 不 变 的 ， 但 在 反 演 时 改变 符号 ,所 以 它 
寿 标 量 


二 秩 旋 量 5 史 也 可 以 用 两 种 方法 定义 。 车 由 变换 规则 


EAE HIE Sens (19. 9) 
定义 , 我 们 将 得 到 在 反 演 时 按照 
Cap->E2p (19. 10) 


变换 的 量 ， 与 这 样 的 旋 量 等 价 的 四 维 矢量 [根据 公式 (18. 1) ] 按 
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照 (a ,aq 一 (4， 一 0) 变换 ， 是 真 四 维 矢 量 〈 而 三 维 矢量 Q 是 极 、 
大量)， 
但 是 ,E” 也 可 以 按照 下 式 定义 : 
EAE HI Beni (19.11) 
这 时 @ z | 
Lop > Ess. (19. 12) 
这 种 旋 量 所 对 应 的 四 维 矢 量 , 其 反 演变 换 是 (a, a)->( 一 a, a), 因 
而 是 四 维 寿 矢量 (而 三 维 矢量 a 是 办 矢量 )。 
具有 同类 指标 的 二 秩 对 称 旋 量 按 下 面 的 变换 规则 定义 : 
7 EWE TES nay~neHy+nHi. (19 13) 
在 反 演 时 它们 相互 转换 : 
E> (19. 14) 
(8 9 2) 形成 二 秩 双 旋 量 , 它 的 独立 分 量 数 为 3 十 3 =6; 四 
维 二 秩 反 对 称 张 量 a” 的 独 立 分 量 数 也 是 这 么 多 。 所 以 两 者 之 间 
应 该 具有 一 定 的 对 应 关系 〈 两 者 都 是 广义 洛 伦 兹 群 的 等 价 不 可 约 
表示 的 实现 ).， 
由 于 旋 量 5 和 723 对 正治 伦 效 群 的 变换 是 相互 独立 的 ， 我 
们 可 以 由 四 维 张 量 %“ 的 分 量 组 成 两 组 量 ， 这 两 组 量 对 四 维 坐 标 
系 的 一 切 转 动 只 能 互相 变换 ， 其 划分 方法 如 下 : 
z 引入 三 维 极 矢 量 和 三 维 轴 矢 量 a 它们 与 四 维 张 量 a 的 分 
量 之 间 的 关系 是 : 
0 Zp Py Pz 


| (19.15) 
—P, 0> 0 一 4z 
一 了 > 一 l dr 0 


QD 需要 强调 的 是 ,变换 规则 (19.10) 和 (19.12) 右 边 的 符号 不 同 , 由 于 两 式 的 两 进 
是 同一 族 量 的 分 量 , 因而 绝 不 是 等 价 的 (参看 本 节 的 上 一 个 注释 )， 
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[L(p, a) 是 一 种 简明 记 法 , 用 来 说 明 这 种 张 量 的 分 量 ]， 这 时 ,ae 一 
《一 了 , 49)， 在 两 个 量 


:_ p21 _ 
a’—p = gh, a 姜 一 襄 eororG 0 


中 ,第 一 个 是 标量 ， 第 二 个 是 硅 标 量 ; 对 正 洛 伦 兹 群 二 者 都 不 变 . 
此 外 , 三 维 矢量 f+=p 土 ia 的 平方 也 不 变 。 这 就 是 说 ， 对 于 矢量 
+*， 四 维 空间 的 任 一 转动 等 价 于 三 维 空间 中 的 一 个 复 角 “转动 ” 
(四 维 空间 中 的 六 个 转动 角 相 当 于 三 维系 统 的 三 个 复 “ 转 动 角 ”). 
空间 反 演 运算 改变 p 的 符号 , 但 不 改变 a 的 符 号 ， 因 而 它 使 矢量 
让 和 让 互相 转换 。 这 些 矢 量 的 分 量 就 是 所 求 的 两 组 量 ， 它 们 由 
张 量 o* 的 分 量 构成 ， 

这 样 , 四维 张 量 a 和 旋 量 #“6、72》 的 分 量 之 间 的 对 应 关系 
就 很 明显 ， 由 于 将 空间 转动 作为 子 群 包含 在 洛 伦 兹 群 中 ， 此 旋 量 
的 分 量 和 三 维 矢量 的 分 量 间 的 关系 应 该 与 三 维 旋 量 的 情形 一 样 : 


扩 = 二 (8) 
(19. 16) 


f= (03 ni) fi = n+), f;=712. 


: 习 题 
试 推导 侦 秩 旋 量 和 四 维 张 量 之 间 的 一 般 对 应 关系 ， 
铎 ”具有 偶数 十 1 秩 的 所 有 旋 量 是 广义 洛 伦 兹 群 的 昔 值 不 可 约 表示 的 
变换 对 象 , 因而 等 价 于 按 同一 表示 变换 的 四 维 张 量 0. 
(bb) 秩 旋 量 在 反 演 时 按 下 式 变换 : 
pa 二 (1) 
“这样 的 一 个 旋 量 等 价 于 一 个 万 秩 对 称 不 可 约 四 维 张 量 , 这 个 四 维 张 量 是 
真 张 呈 还 是 磺 张 量 , 取决 于 (1) 式 中 的 符号 . 


QD 奇数 秩 旋 量 是 们 的 双 值 表示 : 空间 转动 360" 旋 量 改变 符号 ， 因 而 群 的 每 一 个 
元 素 对 应 着 符号 相反 的 两 个 矩阵 ， 
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组 成 双 旋 量 的 (2 站 和 (如 秩 旋 量 在 反 演 时 按照 下 式 变 换 : 
t . 
一 一 


一 、 二 CE 
Fa ~ _> 《一 1) 2 Mr (2 


当 了 一 & 十 2 时 ,这 个 双 旋 量 等 价 于 5 十 2 秩 不 可 约 四 维 张 量 ataripr 这 
个 张 量 对 指标 [Kv] 反对 称 而 对 共 余 指标 对 称 。 不 可 约 性 意味 着 该 张 量 对 任 
意 一 对 指标 的 缩 并 为 零 ,将 任意 三 个 指标 配对 时 也 为 零 ( 即 ex*""atyyJpe 一 0)3 
后 一 条 件 又 意味 着 张 县 对 三 个 指标 (uv 和 其 余 任 何 一 个 ) 循 环 求 和 了 时 为 零 . 

当 【一 8 十 4 时 ,该 双 旋 量 等 价 于 十 4 秩 不 可 约 四 维 张 量 sunltyplor…， 这 
个 张 量具 有 下 列 性 质 : 对 指标 [A4] 和 [vpj 反 对 称 而 对 其 余 指 标 对 称 ， 对 交 
换 144 和 [> po] 对称 ， 对 任何 一 对 指标 的 缩 并 为 零 ， 将 任意 三 个 指标 配对 时 
为 零 ， 

一 般 地 ， 当 =%-F2n 时 ， 双 旋 量 等 价 于 十 2 秩 不 可 约 四 维 张 景 ， 这 
个 张 量 对 nn 对 指标 反对 称 , 而 对 其 余 有 个 指标 对 称 。 在 这 种 分 类 法 中 ， 不 出 
更 对 较 大 数目 (三 个 ,四 个 , 等 等 ) 的 指标 反对 称 的 四 维 张 量 , 原因 很 明显 : 一 
个 三 秩 反 对 称 张 量 等 价 于 (对 锡 于 ) 一 个 奈 矢 量 , 而 四 秩 反对 称 张 量 可 约 简 为 
一 个 标量 (正比 于 单位 岳 张 量 ex“”); 在 四 维 空间 中 , 对 更 多 指标 的 反对 称 性 
一 般 是 不 可 能 的 . 


$ 上 9， 旋 是 表象 中 的 狄 拉克 方程 

自 旋 为 1/2 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 两 个 分 量 的 波 函 数 
-一 三 维 旋 量 描述 ， 究 其 “四 维 根源 "， 它 可 以 是 不 带 点 的 四 维族 
量 ,也 可 以 是 带 点 的 四 维 旋 量 ， 在 任 一 参考 系 中 描述 粒子 , 这 两 种 
四 维 旋 量 都 要 出 现 , 我 们 用 f* 和 72 标记 @, 

对 自由 粒子 而 言 , 波动 方 程 中 可 能 出 现 的 唯一 算 符 (如 在 $10 
中 已 经 指出 的 ) 是 四 维 动量 算 符 2,= i3,。 在 旋 量 写法 中 , 这 个 四 
维 矢 量 相当 于 算 符 旋 量 De2 且 有 


a . 


D 一 牧 三 维 施 量 也 可 “起 源 " 于 较 高 奇数 秩 四 维 旋 量 , 在 静止 参考 系 中 , 这 个 四 维 
旋 量 对 于 一 对 或 数 对 指标 是 反对 称 的 ， 但 是 ， 这 种 尘 况 会 导致 更 高 阶 的 方程 〈 比 较 
§ 10 的 第 三 个 脚注 ). 
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pb'! = p23 =pst po, 122 =p1i = p00,— ps, 
(20.1) 


8 一 一 人 一作 -一 有 pi =—p; =pstipy. 
波动 方程 是 用 算 符 $9.; 表达 的 旋 量 分 量 之 间 的 线性 微分 关系 ， 相 : 
对 论 不 变性 要 求 给 出 下 面 的 方程 组 : 

z pn3 =me, Piaé"=mny, (20.2) 
式 中 m 是 有 量 纲 的 常数 ， 在 这 两 个 方程 中 引入 不 同 的 常数 m 和 
mz (或 改变 前面 的 符号 ) 是 没有 意义 的 ， 这 是 因为 适当 地 变换 
6* 或 75， 方程 仍然 可 以 化 为 上 面 的 形式 . 

从 式 (20. 2) 的 第 二 个 方程 求 出 98 并 代 人 第 一 个 方程 ， 可 以 . 
消去 一 个 旋 量 : 

RL 
按照 式 (18. 4), 9"3p,3 二 9 67, 因而 我 们 得 到 : 
(fC—m°)é’=0, (20.3): 

由 此 可 见 , m 是 粒子 的 质量 . 

应 当 看 到 ， 在 波动 方程 中 引入 质量 意味 着 要 同时 考虑 两 个 旋 
量 (&* 和 7;): 仅 用 -一 个 旋 量 不 能 组 成 包 含 一 个 有 量 纲 的 参数 的 
相对 论 不 变性 方程 式 ， 如 果 把 空间 反 演 下 波 函数 的 变换 定义 为 


P: “一 >7772， Nae—>16°, (20. 4) . 


那么 ,波动 方程 就 必然 对 空间 反 演 不 变 。 不 难看 出 , 进行 这 样 的 代 

换 [ 并 辣 时 进行 代 换 9**->p。3, 根据 式 (20. 1) 这 是 很 明显 的 J]， 式 

(20. 2) 的 两 个 方程 就 被 互 换 ， 在 反 演变 换 下 能 够 互 换 的 两 个 旋 量 
组 成 一 个 四 分 量 的 量 一 一 双 旋 量 . 

由 方程 组 (20. 2) 表示 的 相对 论 性 波动 方程 叫 狄 拉 克 方 程 ( 它 

是 由 独 拉 克 在 1928 年 建立 的 ), 为 了 进一步 研究 和 应 用 这 个 方程 ， 
让 我 们 看 看 它 的 各 种 表达 形式 . 
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”利用 公式 (18,6) 把 方程 (20. 3) 改 写成 
orp) n=ms, (bo~p'o)é=mn. (20.5) 
-符号 5 和 7 在 这 里 代表 两 分 量 的 量 一 一 旋 量 


ss, ) (于 (20. 6) 
E ns 


+ 
™ . 


(第 一 个 带 上 指标 , 而 第 二 个 带 下 指标 ). 今后， 矩阵 o 乘 以 任 一 

“两 分 量 的 量 妨 都 按 一 般 的 矩阵 法 则 相 乘 : 

(of)。= Gapf 6. (20.7) 
I 在 这 里 写成 紧 列 的 形式 { 7 ) 0 中 的 每 一 行 都 要 与 f 的 坚 列 相 


为 了 今后 引用 方便 起 见 , 这 里 再 次 写 出 泡 利 矩 阵 


-( IN /0 一 -( 0 oo 
1 of "i oO 


它们 的 基本 性 质 是 : 
OiOk OO = 20igs OiO0p—1ierpor Tt Ory (20. 9) 
《参看 第 三 卷 $55).。 
我 们 还 要 写 出 由 旋 量 
一 (和 7 一 (E02) (20. 10) 


组 成 的 复 共 轿 波 函数 所 满足 的 波动 方程 ， 由 于 所 有 算 符 $, 都 含 
有 因子 i ,所 以 8* 二 一 D9,， 方 程 (20. 5) 两 边 取 复 共 轿 时 还 必须 考 
虑 到 , 由 于 秆 阵 o 是 厄 密 的 (0*=0)， 
(os=orof}= fos=(f*0)s, 

-结果 得 到 如 下 形式 的 方程 

n* (potp'o) =—me*, E*(po—p0)=—mn*, (20.11) 
一 在 这 种 写法 中 ， 算 符 8“ 作用 在 它 左 面 的 函数 上 ， 把 E* 和 1* 写 

ga 


区 


成 横行 是 为 了 与 这 两 个 方程 中 的 矩阵 乘法 一 致 : f 的 行 与 给 阵 er 
的 列 相 滋 : z 
(f*o),s.= {80g.. (20. 12) 


E*,7* 的 反 演 变换 定义 为 变换 (20. 4) 的 复 共 轿 : 
P，Eek_ >—int, 人 -> 一 话 sr。 (20.13) 


21， 狄 拉克 方程 的 对 称 形 式 
狄 拉克 方程 的 旋 量 形 式 是 直接 显示 其 相对 论 不 变性 的 最 自然 
有 形式， 但 在 具体 应 用 时 ， 通 过 另行 选择 波 函 数 的 四 个 独立 分 量 而 
得 到 的 波动 方程 的 其 它 形 式 更 为 方便 
我 们 用 符号 (其 分 量 为 yi;, i 二 1,2,3, 4) 表示 四 分 量 的 波 函 
数 , 在 旋 量 表示 中 , 这 就 是 双 旋 量 


| (21.1) 
7 


但 是 ， 同 样 可 以 选择 旋 量 8 和 的 分 量 的 任何 线性 独立 组 合作 为 
b 的 独立 分 量 巴 ， 这 时 ， 只 有 么 正 性 条 件 能 限制 所 容许 的 线性 变 

换 , 而 这 样 的 变换 不 改变 由 和 Ww* 组 成 的 双 线 性 形式 (328). 

在 任意 选择 分 量 的 一 般 情况 下 , 狄 拉克 方程 可 以 表示 成 如 
下 形式 : i 
Papp = mp 

这 里 ? (4=0, 1 2, 3) 是 某 种 四 阶 和 矩阵 〈 狄 拉克 矩阵 ); 通常 我 们 
把 这 个 方程 写成 符号 形式 而 略 去 矩阵 指标 : 

(yp—m)y=0. (21. 2). 
式 中 


?有 三池 及 一 poy —p: y=iy3 +iy: VY,Y 一 (] ， 了) 。 


QD 为 简单 起 见 , 我 们 把 四 分 量 的 量 儿 在 它 的 非 旋 量 表象 中 也 称 为 双 旋 量 . 
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宰 如 , 当 少 的 分 量 有 如 式 (21.1) 时 , 与 方程 的 旋 量 形式 对 应 的 矩阵 


[于 | 
是 


0 1 0 一 C 
0 __ —— 
’ =-( 中 (ce ) en 


只 要 把 方程 (20. 5) 和 写成 如 下 形式 


( 。 "tos)-n() 
‘po— Po 0 7 1 


并 与 式 (21. 2) 比 较 , 就 不 难看 出 这 一 点 . 
在 一 般 情况 下 , 矩阵 ”应 该 满足 的 唯一 条 件 是 保证 等 式 p= 
mw! 成立， 为 了 求 出 这 个 条 件 ,给 方程 (21. 2) 左 乘 以 ?8， 我 们 有 
Cp CB P= m Dp) p= my. 
因为 f.9, 是 一 对 称 张 量 (所 有 的 名 算 符 都 对 易 ), 这 个 等 式 可 以 改 
写成 


Fp, yy" + yp) 办 = my» 


因此 ,必定 有 
yp’+y’y'= 29"”. (21. 4) 

这样 ,两 个 不 同 的 py* 抢 阵 总 是 反对 易 , 每 个 矩阵 的 平方 为 
(y= (72)2 一 (73)2 一 一 1， 《〈?9)2? 一 1. (21. 5) 


当 细 分量 进行 任 一 么 正 变换 时 (六 二 V9,V 为 四 阶 么 正 扬 阵 )， 
和 矩阵» 按 下 式 变换 
p=UyU =UyUt (21. 6) 
(因而 方程 (y$ 一 m) 罗 二 0 变 成 (7 8 一 他 ) 细 一 0)、 这 时 ， 对 易 关 系 
《21. 4) 当然 保 持 不 变 ， 
(21. 3) 的 矩阵 多 是 厄 密 的 ， 而 答 阵 7 是 反 厄 密 的 。 当 进行 


@ 今后 , 我 们 利用 二 阶 和 矩阵 简化 四 阶 算 阵 的 写法 ; 玫 式 (21. 3) 中 的 每 一 个 符号 都 
是 二 阶 矩 阵 ， 
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任何 么 正 变换 (21. 6) 时 ,这 些 性 质 都 保持 不 变 ,因而 我 们 始终 有 @ 
?+ 一 一 7y)， ?+ 一 加。 (21. 7) 
我 们 还 要 给 出 复 共 轿 饼 数 % 的 方程 。 取 方程 (21. 2) 的 复 共 
饭 , 考 虑 到 式 (21. 7) 的 性 质 , 我们 得 到 
(一 人 7 一色. 六 一 )% 一 0. 
按照 yy 一 0 移 置 9*， 然 后 给 整个 方程 右 乘 以 y ， 注 意 到 
yy" 二 一 y"Y, 并 且 引 入 新 的 双 旋 量 z 
v=p*y, Pp*=y", (21. 8) 
我 们 得 到 z 
Vvh+m) =0. (21. 9) 
正如 式 (20. 11), 这 里 算 符 fp 也 作用 在 它 左边 的 函数 上 函数 火 叫 
做 乡 的 狱 拉克 共 思 (或 相对 论 共 斩 ) 畏 数 ， 按照 定义 , 因子 2 的 作 
用 是 (在 旋 量 表象 中 ) 互 换 旋 量 6* 和 这样， 由 一 (7*, E*) 中 的 
第 一 个 是 不 带 点 旋 量 (和 中 一 样 )， 而 第 二 个 是 带 丘 旋 量 ， 正 龙 
由 于 这 个 原因 , 与 * 相 比 ,小 与 “搭配 ”更 为 自然 ， 例 如 ,它们 共 
同 出 现在 各 种 双 线 性 组 合 中 (参看 § 28).， 
波 函 数 的 反 演 变换 可 以 表示 为 
Pp: yo>iyy, y=>—iyy". (21. 10> 
在 的 旋 量 表象 中 ;和 矩阵 y" 将 分 量 5 和 7 互 换 ， 这 正好 是 反 演 时 
应 该 出 现 的 情况 ， 在 一 般 情况 下 , 狄 拉克 方程 对 变换 (21, 10) 的 不 
变性 是 明显 而 直接 的 ， 在 方程 (21. 2) 中 同时 进行 代 换 下 -> 一 到 和 
g ->iy 幼 , 我 们 有 
(Pop"+B:y—m)p p=0. 
这 个 方程 左 乘 以 x" 并 考虑 到 7 和 ? 反对 易 ， 就 回 到 原 方程 . 
方程 (7?g 一 m) 细 =0 左 乘 以 内 ， 方 程 多 (7 有 十 mm) =0 碳 乘 以 多 ， 


Q@ 这 两 个 等 式 可 以 合并 成 
pit a yy sys (21. 7a) 
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再 把 它们 相 加 , 我们 得 到 
Vp’ Pp) + Bh) yp P=, YY =0, 

式 末 的 括号 指出 算 符 $f 所 作用 的 沙 数 . 这 个 方程 具有 连续 性 方程 
9.7* 王 0 的 形式 , 因而 量 

P= "y= pp, p* pyYY) (21. 11) 
是 粒子 的 四 维 流 密度 矢量 .我 们 看 到 , 它 的 时 间 分 量 六 = 二 契 
正定 的 。 

狄 拉 克 方 程 可 以 表示 成 对 有 时间 微 商 的 形式 : 
i py, (21. 12) 


式 中 的 六 为 粒子 的 哈密 顿 量 @， 为 了 得 到 这 个 形式 ， 只 需 给 方程 
(21. 2) 左 乘 以 y "哈密 顿 量 的 天 达 式 为 . 


B=a$B+pbm, (21. 13) 
武 中 5 入 了 表示 有 关 和 矩阵 的 惯用 符号 四 
=yyY, b=Y". (21. 14) 


我 们 看 到 ， 
CiQ 十 arai 一 26it pa+ep=0, B=1, (21. 15) 
基 垂 阵 w. 都 有 是 反对 易 的 ， 而 其 平方 是 单位 矩阵 ; 它们 都 是 厄 密 
的， 在 旋 量 表象 中 ， 


-(7 0 -( 1 1 2] 16 
“(os _) 2-(1 o) C2. 16) 
在 低速 的 极限 情况 下 ,和 非 相 对 论 性 理论 中 一 样 , 粒子 应 该 只 


用 一 个 两 分 量 的 旋 量 描述 . 实际 上 , 在 方程 (20. 5) 中 取 极 限 p 一 > 
0， e 一 >0, 我们 得 到 = 六 即 组 成 双 旋 量 的 两 个 旋 量 完全 相同 . 


@@ 零 自 旋 粒 子 的 波动 方程 不 能 写成 这 种 形式 : 对 标量 上 来 说 ， 方 程 (10. 5) 是 时 间 
的 二 阶 方程 ， 和 而 五 分 量 的 量 (Y; jp) 的 一 阶 方程 组 (10.4) 不 包含 对 所 有 分 量 的 时 间 
0 92。. 


但 是 ,这 显示 出 狄 拉克 方程 的 旋 量 形式 的 一 个 缺点 : 在 上 述 极限 情 
形 下 ,区 的 四 个 分 量 都 不 为 零 , 虽然 实际 上 只 有 两 个 是 独立 的 ， 波 - 
函数 乡 更 方便 的 描述 应 该 是 在 低速 极限 下 它 的 两 个 分 量 为 零 . 

为 此 ， 我 们 引入 线性 组 全 9 和 XX 


_/9 
=(?), FF EHD, XE (2 17} 


”代替 扣 和 人 这 时 ， 对 舱 上 的 柱子， X 二 0. 的 这 种 表象 我 们 称 之 
为 标准 表象 ， 在 反 演 时 , p 和 X 按 下 式 变换 : 


P: p>ip, X>—ixX. (21. 18) 
对 方程 组 (20. 5) 进 行 加 减 , 就 得 到 p 和 X 的 方程 组 : 
Pop—$Prox=mp, 一 名 X 十 各 .op 一 mX (21.19) 


由 此 可 见 , 适应 于 标准 表象 的 矩阵 是 


6-f1 0 0 CC 加 0 Cr 
0 re 


(21. 20). 

由 于 式 (21. 17) 中 & 和 7 的 第 一 个 和 第 二 个 分 量 分 别 相 加 ,所 

以 , 和 旋 量 表象 中 一 样 ,在 标准 表象 中 ， 分 量 四 和 %s 也 对 应 着 自 
旋 分 量 的 本 征 值 十 1/2， 而 »p2 和 %4 对 应 着 一 1/2。， 因 而 ; 若 引 和 信和 矩 


了 


z-( 7 " )， (21. 21) 


0 cryr 
在 两 种 表象 中 , 矩 隆 -了 卫 都 是 一 个 三 维 自 旋 算 符 : 当 寺 了。 作用 在 
只 包含 分 量 如、 或 ps、 的 双 旋 量 上 时 , 该 双 旋 量 就 乘 以 十 1/2 
或 一 1/2. 在 任 一 表象 中 , 矩阵 (21. 21) 可 以 写成 
之 三 一) 一 一 二 [aa] (21. 22) 


[= 的 定义 参看 下 面 式 (22. 14) 了 ， 
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习 题 
1. 兴 拉 雪 在 天 了 小 洁 们 益 赤 抽 和 天 了 小安 转动 下 的 此 交代。 
解 ” 在 乡 的 旋 量 表象 中 ,无 限 小 洛 伦 兹 变换 给 
(sy)s 可 ide) 
-参看 式 (18. 8), (18. 8a) , (18.10)]， 这 两 个 公式 可 以 合并 为 
y=(1 一 去 "3V )y， z (1) 
类 似 地 , 无 限 小 转动 下 的 变换 是 | 
$'=(1+ 记 2"60 jy ~ (2) 
公式 的 这 种 形式 在 的 任何 表象 中 都 是 正确 的 ， 只 要 把 a 和 2 看 成 同一 内 


象 中 的 矩阵 就 行 了 . 
容易 证 明 , 矩阵 gc 和 对 是 一 个 反对 称 “ 四 维和 矩阵 张 量 ”的 分 晤 ; 


pw 一 二 (7" 一 Pop 站 一 (0 13) 
[分 量 按 规则 (19. 15) 排列 ]。 再 引入 无 限 小 反对 称 张 量 6esr* 二 (6V，69), 则 
有 
orr6e,,—=2i2.60—2a.6V, 
且 公 式 (1), (2) 可 以 统一 写 为 
$'=(1+ 了 405605 )y (3) 
2， 在 不 含 虚 系数 的 表象 中 写 出 狄 拉 克 方 程 (E. Majorana, 1937)， 
解 ” 在 标准 表象 中 ,方程 
2 2 2 2 。 
(元 +< 关 +ao 六 十 e+Timb jy=。 
:中 只 有 和 眠 阵 cy 和 jg 是 虚 量 ， 一 个 可 互 换 虚 矩阵 cy 和 实 和 矩阵 B 的 变换 好 
=0y, 可 以 消除 这 些 虚 量 ， 入 此 必须 要 


一 -7 祁 (y+ pb) = 


1 __. _ rr_ _ | 
Qs—=UaU=—ar;s asy=b, UO—— GQ, 有 一 cy 
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狄 拉克 方程 变 为 
( 序 -。 元 十 元 2 imay )y’=0, 
z 关中 所 有 的 系数 者 是 实 的- 


$ ^2， 狼 拉克 矩阵 代数 


在 运用 狄 拉 克 方 程 的 计算 中 ,矩阵 会 反复 出 现 ,而 与 它 在 特 
定 丧 象 中 的 具体 形式 无 关 ， 含 有 这 种 集 阵 的 运算 规则 完全 由 对 易 
关系 : 
pp’+pp=29" (4,»=0,1,2,3) (22. 1) 
给 定 , 对 易 关 系 表 达 了 这 种 矩阵 的 普遍 性 质 . 
在 本 证 中 ， 我 们 要 推导 7 矩阵 代数 的 各 种 公式 和 规则 ，y 矩 
阵 在 各 种 运算 中 都 会 用 到 . 
?年 阵 与 其 自身 的 “标量 积 是 9,,y'yp' 二 4 为 使 书写 简单 ， 
类 似 于 四 维 矢量 的 协 变 分 量 , 我 们 引入 符号 2, 二 9,,y"， 这 时 
?2 一 4。 (22. 2) 
如 要 矩 阵 jp, 和 yp* 被 一 个 或 几 个 9p 因子 分 隔 开 ,那么 可 这 利用 
法 则 (22. 1), 通过 因子 的 一 次 或 几 次 互 换 位 置 而 使 y。 和 yp* 相 邻 ， 
然 然后 按照 式 (22.2) 对 4 求 和 ， 用 这 样 的 方法 可 以 得 到 下 列 公式 : 
?Po YY 三 一 2 
7 人 49 
pap pp p= — 2 ’, 
Pap py pp =2p Ppp tp py yp"). 
因子 7',…': 通 常 以 “标量 积 ” 的 形式 出 现 现在 .5 各 各 四 维 矢 基 
的 组 合 中 : 


(22. 3) 


aay (22. 4) 





0 在 本 书 的 这 一 版 中 , 对 这 利和 芝 积 我 们 没有 用 任何 专门 的 答 导 表示 ， 在 文献 中 常 
常用 带 帆 字母 或 加 重 字母 表示 . 
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由 此 标量 积 , 公式 (22. 1) 可 写成 : 
(ay) by) (by) ap)=2(a0), 
(ay)(a?7 ) 一 02， (22. 5) 
而 公式 (22. 3) 为 
pay)p'=—2(ap), 
Paap) (bP)p’= 4(05), 
Yalap) (bp) (ey)p’=—2(c7) (by) (ay), 
Playp) (by) (cp) ay) p=2L dy) (Cay) (by) ey) 
+(cyp) (20y) Cay) Cady). 
一 个 常用 的 运算 是 求 车 干 个 » 和 矩阵 的 乘积 之 迹 。， 我 们 来 研究 


(22. 6) 


量 


Te Sp(P pp), (22, 7) 


根据 矩阵 乘积 之 迹 的 已 知性 质 ,这 个 张 量 对 指标 L442…4n 的 循环 
换 位 对 称 . 

因为 矩阵 ;在 任意 参考 系 中 具有 同一 形式 ， 因 而 也 不 依赖 
于 参考 系 的 选择 , 且 形 成 一 个 完全 可 用 度 规 张 量 9,,(9,, 不 依赖 参 
” 考 系 ) 表 达 的 张 量 . 

但 是 , 由 二 秩 张 量 9,, 只 能 组 成 偶 秩 张 量 . 由 此 立即 得 出 , 任何 
奇数 个 ”因子 的 乘积 之 迹 等 于 零 ; 特别 是 ， 每 一 个 ?的 迹 等 于 
零 中 : 

Spy:*=0. (22. 8) 

单位 四 阶 答 阵 [对 易 关 系 (22. 1) 右边 的 矩阵 ] 之 迹 等 于 4， 对 
式 (22. 1) 两 边 取 迹 , 我 们 求 出 
TH”=g™,. (22. 9) 


中 移 阵 的 迹 对 变换 ?一 UrU-! 是 不 变 的 , 这样 ,显然 可 由 悠 阵 的 具体 表达 式 (21. 
3) 得 出 (22. 8) 的 如 果 ， 
* 96 。 





四 个 矩阵 雏 积 之 迹 为 
Tiprp gg -gg gg (22. 10) 
此 公式 可 以 这 样 导出 ; 利用 对 易 关 系 (22. DD) 把 Spy*y*"y* 中 的 因 
子 2 换 到 右边 ,每 换 位 一 次 ,在 式 (22. 10) 中 就 多 出 一 项 : 
Tanvp 一 29xr 太 "一 maayp 一 2922972 一 克 0， 
全 部 换 位 以 后 , 右边 剩 下 一 四" 光一 一 人 再 把 它 移 到 左边 .用 这 
种 方法 ,六 个 ;乘积 之 迹 的 计算 就 化 为 计算 四 个 7 乘积 之 迹 ，…… 
例如 ， : : 
Thr vpor 一 9 有 "2 一 gj 有 2 十 1 2 一 9xo81222 十 gu "TH?o, 
(22. 11) 
从 以 上 公式 可 明显 地 看 出 ， 只 要 每 个 矩阵 3",y'，,… 在 乘积 中 
出 现 偶数 次 , 迹 T* 就 都 是 实 的 且 不 为 零 ， 我 们 也 不 难 发现 ， 当 
全 部 因子 的 次 序 颠 倒 过 来 时 , 迹 不 改变 : 
Tape — Teor. (22. 12) 
如 上 所 述 ， 因子 ?通常 出 现在 同 各 种 四 维 矢 量 的 “标量 积 中 . 
在 这 种 情况 下 , 像 公 式 (22. 9) 和 (22. 10), 就 意味 着 


1 
-SP (97?) (bY) =ab, (22. 13) 


lsplay) (ovov) (ay) = (ab) (od) — (ac) (Ve) + (ad) (Bo). 


乘积 ?op1yp2?3 具有 特别 的 重要 性 ,通常 给 它 以 专门 符 马 . 


y=—iy’yp!iy’y, (22. 14) 
容易 看 出 ， : 
yy yp =0, (7)°=1, (22. 15) 
即 和 矩阵 y' 与 所 有 的 六 反对 易 ， 对 矩阵 a 和 忆 ， 有 对 易 规 则 
ays— y=0, Br’+Yy°pB=0 (22. 16) 


(与 a 的 对 易 性 来 源 于 二 7"Y 是 两 个 矩阵 7” 的 乘积 ). 
矩阵 y' 是 厄 密 的 ; 实际 上 ， 
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Vt 二 yy ty lt yt iy yp!'y", 
因为 从 次 序 3210 到 次 序 0123 是 经 过 偶数 次 换 位 , 所 以 
yy (22. 17) 
这 个 矩阵 在 两 个 县 体 表象 中 的 形式 是 : 


一 1 0 
放量 表象 | ) 


0 1 (22. 18) 
| /0 -1 
标准 表象 » -(_， ,) 
气 阵 y* 的 迹 为 零 | 
45 一 0 (22. 19) 


[根据 式 (22. 18), 这 是 显而易见 的 ]， 乘 积 ”7 7” 之 迹 也 等 于 等 ， 
而 对 7” 与 4 个 因子 ”的 乘积 , 我 们 有 


TSpy pp"y"y =iew, (22. 20) 


另外 还 有 公式 
PN=iys (ya) (yb) (Ye), NN’=e*raq,a,a,, (22. 21) 
对 相互 正 交 的 四 维 矢 量 mw b,c (ab 二 bc 二 ac =0) 而 言 ,公式 (22. 21) 
是 正确 的 . 

在 某 些 情 况 下 (出 现 非 相对 论 性 粒子 的 问题 中 )， 可 能 需要 计 
算 分 别 含 有 x" 和 三 维 “ 矢 量 ?? 的 乘积 之 迹 ， 只 有 偶数 个 ?0 和 ?7 
因子 的 乘积 之 迹 不 为 零 ， 这 时 所 有 的 因子 ?2 缩 并 为 1, 而 且 有 两 

个 和 四 个 y 的 乘积 之 迹 由 下 列 公式 给 出 : 
TSp(a:Yy) (b.7)=—ab, 
] (22. 22) 
了 SP(G'7Y) (by) (cy) (dy)= (a:b) (cd) : 


—(a:c)(b.d)+ (a.d)(b.c). 


* Ig 。 


§ 23， 平面 波 
一 个 县 有 确定 动量 和 能 量 的 自由 粒子 的 状态 用 形式 为 
yz 一 二 寺 ze ?” (23. 1) 


的 平面 波 描述 ， 指 标 p 表示 四 维 动量 的 值 ， 波 幅 wp 是 相应 地 明 
一 化 的 双 旋 量 . : 
在 进一步 二 次 量子 化 时 ,除了 波 冰 类 (23. 1) 外 ， 还 要 有 “ 仙 频 
率 ” 的 波 函 数 ; 正如 $11 所 述 , 它 是 由 于 根 的 双 值 性 士 /22 十 oa 而 
出 现在 相对 论 性 理论 中 ， 和 8 11 中 一 样 ， 我 们 将 把 e。 取 作 正 量 
e 二 十 MP 十 m? ,因而 “ 负 频 率 ” 对 应 一 6 同样， 改变 DP 的 符号 我 
们 得 到 一 个 阔 数 , 把 它 目 然 地 记 作 办 -yp: 
外 -2 一 0 pi?T. . (23. 2) 


这 两 个 函数 的 意义 将 在 § 26 中 阐述 ， 下 面 我 们 将 同时 给 出 yo 和 
$s 的 公式 . 
双 旋 量 振幅 xz 和 vw-， 的 分 量 满足 代数 方程 组 
(yp—m)up=0, (yp+i+m)u-»=0, (23. 3) 
这 些 方程 组 是 把 式 (23. 1) 和 (23. 2) 代 入 狄 拉克 方程 得 到 的 (这 等 
价 于 在 狄 拉克 方程 中 用 土 p 代替 算 符 f)D， 这 时 ， 关 系 式 至 一 7 
是 每 一 方程 组 的 相 容 性 条 件 ， 我 们 将 始终 根据 不 变性 条 件 


UpUp—=2m, Upu_p= 2m (23. 4) 
导 玉 施 量 大 加 呈 人 和 字母 上 方 的 短 划 表示 狭 拉 殉 共 
轧 : 这 *y"), 方程 (23. 3) 左 和 滋 以 2 得 到 (ye)2 271 = 


222, 由 此 可 见 ， 


QD 对 复 共 较 函 数 ,也 可 根据 狄 拉克 方程 (21.9) 写 出 类 似 的 方程 组 : 
(pm) =0,Rs 7pm) =0. (23. 3a) 





Up Up— ppp = 2p, (23. 5) 
我 们 看 到 , 由 了 如 的 公 二 过渡 到 人 ? 的 公式 内 需 改 变 mn 的 符号 . 
四 维 流 密度 矢量 
j= Vpp Ps 5 一 元 可 py Ur = 三 ， (23. 6) 
则 六 二 (1, 9), 这 里 加 二 P/e 是 粒子 的 速度 . 由 此 可 见 ， 消 数 4p 当 
一 化 为 ==1 的 体积 中 有 一 个 粒子 ”. 

由 方程 (23. 3) 可 知 ,波幅 的 分 量 是 相互 有 关系 的 ,这 种 关系 的 
具体 形式 当然 依赖 于 怎样 选取 力 的 表象 .让 我 们 对 于 标准 表象 来 
求 这 种 关系 . 

根据 方程 (21. 19), 对 平面 波 我 们 有 

(e—m)p—p:ox=0, (e+m)X—p-:op=0. (23.7) 
从 这 两 个 等 式 我 们 求 出 8 和 X 之 间 的 两 种 等 价 的 关系 式 : 


= Po 3 8 
0 一 六 MX， p 4 Em (23. 8) 


(这 两 个 公式 的 等 价 性 很 明显 : 其 中 第 一 个 左 科 以 p'o/ (em); 
游 虑 到 (po) 一 和 a 一 Ww 二 Pp? 就 得 到 第 二 个 ). 2 和 XX 中 公共 
因子 的 选择 应 该 满足 归 一 化 条 件 (23.4， 结 果 , 我 们 得 到 wo( 以 
及 4- 的 下 列表 达 式 : 
w= (Tm ) (VT (To) Ww 
Ve—m (Nn:o)w A etm ow 
[第 二 个 公式 是 通过 改变 第 一 个 公式 中 ;前 的 符号 并 进行 代 换 
2 一 (7 .oz)20 得 到 的 Jj， 这 里 nn 是 矢量 PP 的 基 舌 ， 而 多 是 具有 任 
意 两 分 量 的 量 , 它 只 满足 妇 一 化 条 件 
w*w= 1. (23. 10) 
对 于 豆 =w*y 呈 y" 根据 式 (21. 20)], 我 们 有 
Ups= (MV Etmw*, —NMeE— mw (no)), 


= (Vemw (no), — VETFmw*), 


)ea3.9) 


(23. 11) 


~ 。I100。 





并 相 乘 , 使 我 们 确信 Bs pup= 士 2m. 
在 静 正 参考 系 中 , e=7, 我 们 有 


w : 0 
w=Vm( 0 ) wo Vm ) (23. 12) 


即 包 是 三 维族 量 ， 在 非 相对 论 极限 下 , 每 一 个 波 的 振幅 都 化 为 w. 
我 们 看 到 , 在 静止 参考 系 中 ， 双 旋 量 4 中 为 零 的 是 前 两 个 分 量 ， 
而 不 是 后 两 个 ， 具 有 “ 负 频 率 ” 的 狄 拉克 方程 的 解 的 这 个 性 质 是 很 
明显 的 : 在 (23.7) 中 当 p==0 并 进行 代 换 s~> 一 mm， 我 们 得 到 的 是 
8 一 0 中， 

平面波 的 振幅 包含 个 任意 的 两 分量 的 量 那么 ， 在 动量 一 
” 定 的 条 件 下 , 存在 着 两 种 不 同 的 独立 状态 , 对 应 于 两 种 可 能 的 自 旋 
分 量 值 ， 但 是 ， 自 旋 在 任意 2 轴 上 的 分 量 不 可 能 具有 确定 值 。 这 
是 很 显然 的 ， 因 为 具有 一 定 请 的 粒子 的 哈密 顿 算 符 ( 即 矩阵 五 = 
: 靖 十 Oo) 与 矩阵 区 :二 一 iazo%y 不 对 易 . 但 是 ， 根 据 $16 中 所 做 
出 的 一 般 结论 , 螺旋 性 4 一 一 自 旋 在 捕 方 向 上 的 分 量 守恒 : 哈密 顿 
算 符 与 矩阵 .之 对 易 ， 

螺旋 性 状态 对 应 着 平面 波 ， 在 这 样 的 平面 波 中 ， 三 维 旋 量 w= 
w2(n) 是 算 符 no 的 本 征 函 数 : : 


Fn ‘0)2w "= Aw'V. (23. 13) 


这 两 个 旋 量 的 明显 形式 是 





e-iz/ sos 了 — © i?/2 sinS 
=1]/2) =-1/2).. : 
w= 1 一 ;w= gy 23.14) 
| ypf2 ,:* ip/2 
© 81mn 一 - e COS —— 
2 2 


Q@ 在 旋 量 表象 中 我 们 有 上 一 一 7 而 不 是 上 一 ?9， 后 者 对 静止 参考 系 中 具有 “ 正 频 
率 ” 的 解 是 正确 的 ， 


* OI 。 





式 中 9 和 9 是 方向 11 对 固定 轴 xyz 的 极 角 和 方位 角 了 . 

具有 一 定 pp 的 自由 粒子 的 两 种 独立 状态 的 另 一 种 可 能 选择 
(比较 简单 , 但 不 太 直观 ), 是 让 它们 对 应 静止 参考 系 中 自 旋 4 轴 分 
量 的 两 个 值 , 我 们 用 o 表示 .相应 的 旋 量 是 : : 


ep/ 1 (go=—1/2) 一 0 ) 
w (小 w (i . (23. 15) 
作为 带 有 负 顷 频率 ”的 两 个 线性 独立 解 , 我 们 取 其 三 维 旋 量 为 

WY 一 — Ow "=—20iw'" (23. 16) 


的 平面 波 ( 这 种 选择 的 意义 将 在 8$ 26 中 靖 述 ). 
可 以 找到 这 样 一 种 平面 波 表象 , 其 中 平面 波 在 任何 参考 系 (而 
不 只 是 静止 参考 系 ) 内 只 有 两 个 分 量 对 应 着 同一 物理 特性 (在 静止 
参考 系 内 是 自 旋 分 量 ) 的 两 个 确定 值 (L. Foldy, S$. A. Wouthuy- 
sen, 1950). 
恨 据 标准 表象 中 的 振幅 up(23. 9)， 我 们 来 求 这 种 表象 的 么 正 
变换 : 
2 一 1VUp， UVU=e"”" 
这 里 是 实数 量 ， 因为 y+= 一 y， 所 以 有 UU!=U-'.。 展 成 级 数 并 
考 虚 到 (Yn)*== 一 1,0 可 以 表示 成 
U= coswti Y'sinw 
[比较 从 式 (18. 13) 到 (18. 14) 的 过 渡 J. 根据 变换 振 枉 4 us 中 后 两 
个 分 量 为 零 的 条 件 , 我 们 求 出 


tg 1 = 


ip| 


me’ 





内 而 
m+ et (yy:n) ipi, 
V2e(e+m) 





也 一 
DD 方程 (23.13) 的 解 容许 乘 以 任意 相 因 子 ,这 与 绕 方 向 nn 可 以 有 任意 转动 有 关 。 
» 了 02。 





__i/iw 
-~ 列 1 } (23. 17) 
在 这 个 表象 中 , 粒子 的 哈密 顿 算 符 取 如 下 形式 : 
BPB'=U(g:p+PmU-!= pe (23. 18) 


《2,o 7 部 是 标准 表象 中 的 和 矩阵)， 这 个 哈密 顿 算 符 与 矩阵 


=—Q@y' = 一 ， 
0 


对 易 , 了 是 新 表象 中 的 守恒 量 一 一 静止 参考 系 中 的 自 旋 的 算 符 . 


$ 24， 球 面 波 
一 个 县 有 确定 角 动 量 了 的 自由 粒子 ( 自 旋 为 1/2)， 其 状态 波 函 
数 是 旋 量 球面 波 . 为 了 确定 这 种 球面 波 的 形式 ， 我 们 首先 回顾 一 


下 非 相 对 论 性 理论 中 的 类 似 公式 . 


非 相对 论 性 波 函 数 是 三 维族 量 = ( ,) 具有 确定 能 景 c( 因 


. 而 也 具有 确定 的 动量 pD)、 轨 道 角 动 量 1 ,总 角 动 量 7 及 其 分 量 和 m 
的 状态 , 由 波 函 数 z 
p= Rp Cr) (9 j1m(0, op) (24. 1) 
.描述 ， 波 函数 的 角度 部 分 Qim 是 三 维 旋 量 ， 其 分 量 (7 给 定 后 有 
. 两 个 可 能 的 5 值 ;7 一 ? 士 1/2) 公 式 为 








{2443215 m= » 


[jm 


NE 27 Y ,m+1/2 


@ 在 本 节 中 ,Pp 表示 | pj z 
* 了 站 了 e 











3743 Y i,m- 1/2 
1 -1/2915 m= mT 
z 小 5 Lym+ 1/2 
(参看 第 三 着 4$ 106, 习题 )， 我 们 称 人 2jim 为 球 旋 量 , 它 的 归 一 化 条 : 
件 是 
| Qfinl mdo= 616116nm. (24. 3)， 


而 径 向 函数 Eps 是 旋 量 的 两 个 分 量 的 公 因 子 ， 由 第 三 卷 的 公式 
(33. 10) 给 出 : 
Rr =V 2z2 1， +112 (PB7) (24. 4): 


它 的 归 一 化 条 件 是 : 
| riRy Rodr=2r6(p PD). (24. 5) 

现在 回 到 相对 论 情形 ， 我 们 首先 指出 ， 一 个 运动 粒子 的 自 旋 
和 轨道 角 动 量 这 时 不 再 单独 和 守恒: 算 符 $ 和 1 都 和 哈密 顿 算 符 不 
对 易 ， 但 是 , (对 自由 粒子 而 言 ) 状 态 的 字 称 仍然 是 守恒 的 ， 因 而 ， 
量子 数 7 不 百代 表 加 道 角 动量 的 确定 值 , 但 仍 决定 状态 的 字 称 ( 见 
后 ). / 

我 们 来 研究 标准 表象 中 所 求 的 波 函数 ( 双 旋 量 ) | ?) 
在 转动 变换 下 ,9 和 YX 的 行为 和 三 维 旋 量 相同 , 所 以 它们 的 角度 相 : 
甘 性 由 同样 的 球 旋 量 {2 jm 给 由. 令 0D 一 -2057ms 其 中 1 是 2 十 1/2. 
和 ;一 1/2 两 个 值 中 确定 的 一 个 ， 在 反 演 时 , 9(7)>ip( 一 r)[ 参 
看 式 (21. 18) ]， 县 由 于 fm(— 7) 一 (一 DD 人 mCn), 所 以 

| p(r) 一 >i( 一 D)2p(r). 
分 量 X% 在 反 演 时 按照 X(r) -一 > 一 i( 一 >) 变 换 . 因而 ,为 了 使 状态 


® 了 0 和。 





具有 确定 的 字 称 ( 即 所 有 分 量 在 反 演 时 都 乘 以 相同 的 因子 )， 必 攻 须 
使 xX 的 角度 相关 性 由 为 另 一 可 入 8 值 的 球 施 量 wm 给 出 . 由 于 
这 两 个 值 相 差 1, 所 以 (一 DD) "= 一 (一 DD)" 

其 次 ,p 和 XX 的 径 向 相关 性 由 同样 的 函数 Rot 和 Rov' 决定 (2 
和 给 出 9;in 中 所 含 球 函数 的 阶 数 )， 这 是 很 明显 的 , 因为 每 一 
个 的 分 量 都 满足 二 阶 方程 (8 一 m?)w=0, 对 一 个 给 定 的 1p| 值 ， 
这 个 方程 变 为 

(A+p’)y$=0, 
这 与 自由 粒子 的 非 相对 论 性 醉 定 请 方程 在 形式 上 完全 一 致 . 
由 此 可 见 ， 
p= ARp (jim, X= BRyk) jm (24. 6) 
剩 下 的 问题 是 决定 常 系数 4 和 B， 为 此 ， 我 们 考虑 一 个 遥远 的 区 
域 ， 在 那里 ， 球 面 波 可 以 看 成 平面 波 ， 按 照 第 三 卷 的 渐 近 公式 
《33. 12) 


1 1 ior- 好- (2 2 
Rn~)e 一 |, (24.7) 
因而 是 在 方向 土 n(n=r/7) 上 传播 的 两 个 平面 波 之 差 按照 
式 (23. 8), 对 于 它们 中 的 每 一 个 ,我 们 有 
__7 . 
Xan 
根据 上 述 [ 公 式 (24. 6) ]， 显然 有 (mcr) 471 G2 jrm'y 这 里 a 为 第 


数 . 这 个 当 数 很 容易 确定 , 当 m= 二 1/2 且 方 向 ne 沿 z 轴 时 ,比较 这 
个 等 式 的 两 边 , 即 可 定 出 利用 (7. 2 a) ,我 们 求 出 


(Ro) Qnm=2 {Fynm'. (24. 8) 
将 所 得 公式 汇总 起 来 并 与 (24. 6) 比较, 我们 得 到 
一 4. 
?= e 十 7m 


.最 后 , 系数 4 由 乡 的 总 归 一 化 决定 ， 按照 条 件 
。 JO5» 


[Vrsimgr md ~2n0jrO1rOmnm'O(p—p) (24.9% 
对 乡 归 一 化 ,最 后 我 们 求 出 
/Vetm RoQim 
tn Ve—m Rp fy “mm 
由 此 可 见 , 当 了 和 m( 以 及 能 量 8) 的 值 给 定 后 ， 有 两 种 字 称 不 
同 的 状态 ， 字 称 由 量子 数 ! 单 值 地 决定 , 1 的 取 值 是 j 土 1/2; 反 演 
时 双 旋 量 (24. 10) 乘 以 i( 一 1)'。 但是， 这 个 双 旋 量 的 分 量 含有 阶 
数 为 和 :2 的 两 种 球 函 数 , 表明 轨道 角 动 量 没 有 确定 值 
当 7-~>co 时 ,在 每 一 个 不 大 的 空间 区 域内 ,球面 波 (24.7) 可 以 
看 成 动量 为 了 == 土 p? 的 平面 波 ， 所 以 很 清楚 , 动量 表象 中 的 波 函 
数 与 (24.10) 的 差别 从 本 质 上 讲 ， 只 在 于 没有 径 向 因子 和 赋予 nl 
动量 指向 的 意义 . 
为 了 直接 过 渡 到 动量 表象 , 必须 进行 傅 里 叶 变换 : 


yp) = |$(r)e- "rds. (24.11) 
积分 计算 异 助 平面 波 展 成 球面 波 的 公式 [参看 第 三 卷 式 (34. 3)]; 


eip 一 3 SR YY (2 ja 人 ( 工 ) (24.12) 


I=0 n=—! 


) 1 一 27 一 上。 (24.10) 


将 式 (24.11) 中 的 因子 e-? 这样 展 开 , 考 虑 到 式 (24. 5) ,我 们 求 出 
Tr 
Yr)= Bir) Qn(T) : 
的 傅 里 时 分 量 为 
败 _ (2r) sr -er ,/PNI TANyr /rT 
Y (一 pI’Y,, (S)| Qsm( EF) (F)do. 

这 里 的 积分 等 于 球 旋 量 定 义 (24.2) 中 球 国 数 的 系数 ， 与 因子 
Ym'(p'/7') 一 起 重新 形成 同样 的 球 旋 量 ,但 宗 量变 成 了 PDP'/p: 
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7 _ (27)° 1__ 一 了 p' 
对 双 旋 量 波 函 数 (24. 10) 应 用 这 个 结果 ,我 们 得 到 它 的 动量 表 
象 : 





(22)°/ /et mi yn (p/p') 

Poiim (DITO P92 emit Qa(p’ 9) 
(24. 13) 
状态 177Lm> 与 16 中 所 研究 过 的 状态 1pjm|14|>( 这 里 141= 
/2) 是 一样 的 :两 者 都 具有 确定 的 97m 值 和 字 称 ， 所 以 ， 球 旋 量 
Qnm 可 以 通过 函数 D3 来 表达 (它们 的 宗 量 都 是 p/p)， 当 2 一 0 
时 , 波 函 数 (24, 13) 化 为 三 维 旋 量 8yim, 其 字 称 为 P 二 7( 一 上 D)' (这 
里 7==i 是 旋 量 的 “内 豪 宇 称 ”)， 与 § 16 的 结果 比较 , 可 以 得 出 下 

面 的 公式 : 

Qa=i /Stl wep, on wo DN) (24.14) 


式 中 1 三 J 干 1/2,w 中 为 二 维 旋 量 (23. 14) 。 


8 <5， 自 旋 和 统计 学 的 关系 


自 旋 为 1/2 的 粒子 的 场 ( 旋 量 场 ) 的 二 次 量子 化 与 $ 11 中 标量 
场 的 二 次 量子 化 是 一 样 的 . 
毋须 重复 整个 讨论 , 我 们 立即 就 能 写 出 和 公 ROL. 2) 完全 相 
似 的 场 算 符 表达 式 : 


、 1 ， ， 
$= 之 ,一 寺 (potlpoe-i22 十 四 oo pe?’) 
5 / 22 1 . 
(25. 1) 
$= yp 也 一 opoC?” +bp. op-o© 7™); 


"TO7 


对 动量 也 的 所 有 值 和 = 土 1/2 求 和 ， 反 粒子 的 潭 灭 算 符 po.-( 和 和 
粒子 的 漆 灭 算 符 ap .一 样 ) 以 函数 项 的 系数 形式 出 现 ,这 个 与 坐标 
相关 的 函数 (e” 门 对 应 着 动量 为 的 状态 0. 

为 了 计算 旋 量 场 的 哈密 顿 算 符 ， 不 必 确 定 场 的 能 量 -动量 张 : 
” 量 ( 我 们 对 标量 场 也 曾 如 此 )， 因 为 在 这 种 情况 下 存在 着 一 个 粒子 
的 哈密 顿 量 , 借助 它 可 以 导出 波动 方程 ( 狄 拉 殉 方程 ) (21. 12). 这 
个 粒子 在 波 图 数 为 乡 的 状态 中 的 平均 能 量 是 积分 


| vfydre—ify* 3 dss = i [7 daz。 (25.2) 

应 该 注意 的 是 ， 能 量 密度 ”( 被 积 图 数 ) 在 这 里 不 是 正定 量 . 
在 式 (25. 2) 中 把 函数 多 和 由 换 成 幼 - 算 符 ， 考 虑 到 具有 不 同 
也 或 0 的 波 函 数 相 互 正 交 ， 并 且 应 用 波 振幅 的 关系 式 和 ze? um 
二 2e, 我 们 得 到 场 的 哈密 顿 算 符 为 


= De (db.odp.o— brob$.o). (295, 3) 
可 见 ,这 时 应 访 用 费 米 量子 化 : | 
{Bp A8..} + 一 1， {bp.,, bs.,} + 一 1, (25, 4) 


而 其 余 各 对 算 符 64,41, 6, 6+ 都 是 反对 易 的 (参看 第 三 卷 ,§ 65). 实 
际 上 ,哈密 顿 算 符 (25.3) 这 时 可 以 改写 成 
F= > elap. lp. + B36 —1), 
bro 


而 能 量 本 征 值 (和 通常 一 样 , 略 去 无 限 大 的 相 加 常数 ) 为 

EF= >Je(Np., t+ Np.,), z (25, 5) 
它 应 该 是 , 也 确实 是 正定 量 ， 而 在 玻 色 量子 化 时 , 根据 (25. 3)， 我 
们 将 得 到 本 征 值 


@ 两 个 函数 都 对 应 着 静止 参考 系 中 的 同一 自 旋 分 量 值 o; 对 于 函数 多。， 这 - 
点 将 在 和 26 中 证 明 , 参看 (26. 10). 
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之 6 (Np.o 一 人 po) 
它 不 是 正定 量 ,因而 没有 意义 ， 


对 于 系统 的 动量 ， 即 算 符 | 多 -人 dx 的 本 征 值 ， 可 以 得 到 一 
个 和 起 (25. 5) 类 似 的 表述 式 : 


P= Bp(No.。+ No.o) (25. 6) 
Po 
四 维 流 算 符 是 
=p (25.7) 


测 求 得 场 的 "电荷 算 符 为 . 
0=|7 270 pd3z 一 >) (bt.o0p.o t+ bo.s bt.o) 


= (8.60.0— Bb.sby.o t+), (25. 8) 
po ， 
其 本 征 值 为 四 
Q= DN o— No). (25.9) | 
Peo 


汶 样 ,我 们 又 得 到 了 粒子 和 反 粒 子 的 概念 ,$ 11 中 与 此 有 关 的 
全 部 讨论 在 这 里 也 适用 . 

然而 , 零 自 旋 粒子 是 玻 色 子 , 而 自 旋 为 1/2 的 粒子 是 费 米子 . 
-如果 仔 细 研 究 这 种 差别 的 形式 根源 ， 就 会 看 到 差别 的 产生 是 由 于 
标量 场 和 旋 量 场 的 “能 量 密度 ”表达 式 的 性 质 不 同 。 在 标量 场 的 情 
闹 下 ,这 个 表达 式 是 正定 的 , 因而 哈密 顿 算 符 (11. 3) 中 的 两 项 (6+6 
和 66!+) 都 是 正 号 ,为 了 保证 能 量 本 征 值 为 正 , 代 换 冯 + 一 -> 六 0 应 该 
不 改变 符号 , 即 按照 玻 色 对 易 法 则 进行 . 而 在 旋 量 场 的 情形 下 ,能 
量 密度 ?不 是 正定 量 , 因而 哈密 顿 算 符 (25. 3) 中 的 项 65: 是 负 号 ;为 
了 得 到 正 的 本 征 值 , 代 换 态 * 一 ->6*6 应 该 伴随 着 符号 的 改变 ， 即 
按 费 米子 对 易 法 则 进行 . 
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另 一 方面 ， 能 量 密度 的 形式 直接 依赖 于 波 函 数 的 变换 性 质 和 
相对 论 不 变性 的 要 求 ， 在 这 个 意义 上 可 以 说 ， 自 旋 与 粒子 所 遵守 
的 统计 学 的 关系 也 是 这 些 要 求 的 直接 结果 . 

从 自 旋 为 1/2 的 粒子 是 费 米子 这 一 事实 也 可 以 得 出 普遍 的 结 
论 : 一 切 半 整数 自 旋 粒子 都 是 费 米 子 , 而 整数 自 旋 粒子 都 是 玻 色 子 
(包括 零 自 旋 粒 子 , 在 § 11 中 曾 证 明 ) 0. 

这 是 很 显然 的 , 因为 自 旋 为 s 的 粒子 可 以 想像 成 是 由 2s 个 1/2 
自 旋 粒子 “组 成 ?的 ， 当 s 为 半 整 数 时 ,2s 为 奇 数 ，s 为 整数 时 2s 
为 偶数 ， 包 含 偶数 个 费 米 子 的 “复合 ”粒子 是 残 色 子 ， 而 包含 奇数 
个 费 米 子 的 “复合 "粒子 是 费 米 子 @. 

如 果 系 统 由 不 同 种 粒子 组 成 ， 那 么 对 每 一 种 粒子 应 该 分 别 定 
义 其 产生 算 符 和 泽 灭 算 符 ， 这 时 ， 属 于 不 同 玻 色 子 的 算 符 或 属于 
政 色 子 和 费 米 子 的 算 符 互相 对 易 .， 至 于 属于 不 同 费 米子 的 算 符 ， 
在 非 相对 论 性 理论 中 , 可 以 认为 它们 或 者 是 对 易 的 , 或 者 是 反对 易 
的 (第 三 卷 , 8; 65)， 在 相对 论 性 理论 中 , 容许 粒子 互 相 转变 ， 不 间 
的 费 米 子 , 其 产生 算 符 和 潭 灭 算 符 必须 看 作 是 反对 易 的 , 就 如 同属 ， 
于 同一 费 米子 的 不 同 状 态 一 样 。 


习 题 
求 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 算 符 . 
解 与 狄 拉克 方程 相 适 位 的 拉 格 朗 日 函数 由 实 标量 表达 式 给 出 ; 


L= 5 P79p 9 yy) 一 本 CD 


@ 粒子 的 自 旋 与 它 所 遵守 的 统计 学 的 关系 的 起 源 ， 是 泡 利 (W. Pauli) 首 先 阐明 
的 上 1940) 。 | 

多 这 里 假设 所 有 自 旋 相同 的 粒子 遵守 相同 的 统计 学 (不 管 它们 的 “组 成 ”方法 如 
何 }， 这 种 假设 的 正确 性 可 由 如 下 的 论证 看 出 : 壁 如 说 ， 假 车 存在 着 自 旋 为 零 的 费 米 
子 , 那 么 , 由 一 个 自序 为 零 的 费 米子 和 一 个 自 旋 为 1/2 的 费 米 子 将 组 成 一 个 自 旋 为 1/2 
的 粒子 , 它 应 该 是 防 色 子 , 这 与 对 1/2 自 旋 所 证 明 过 的 一 般 结论 相 矛 盾 ， 
.ell10. 





到 纱 和 多 的 分 量 为 广义 坐标 "gq, 容易 证 明 , 相应 的 拉 格 朗 日 方程 (10.10) 与 

少 和 的 猴 拉克 方程 相同 . 拉 格 朗 日 函数 的 总 符号 (如同 它 的 总 系数 一 样 ) 是 

任意 的 . 由 于 工 是 切 和 的 徽 商 的 一 次 式 , 作用 量 S= |zdz 在 任何 情况 下 都 

不全 有 相信 六 术 大便， 这 时 条 休 590 所 局 的 只 是 分 交点 本 
电极 值 . 


在 (1) 中 用 算 符 # 代 蔡 ,就 得 到 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 算 符 . 对 公式 (12. 12) 
应 用 这 个 拉 格 朗 日 算 符 ， 便 求 出 流 算 符 (25. 7). 


§ <4， 电 荷 共 罗 和 旋 量 的 时 间 反 演 


(25. 1) 中 与 算 符 ep。 相 乘 的 因子 po 二 Wpoe ?是 动量 为 Pp、 
极 化 为 o 的 自由 粒子 (例如 说 , 电子 ) 的 波 函 数 : 


(6) 
Po Der 


而 与 算 符 5 相 乘 的 因子 .5 必 须 看 成 是 具有 同样 p、o 的 正 
电子 的 波 函 数 。 但 是 这 时 电子 和正 电子 的 波 函 数 是 在 不 同 的 双 旋 
量 表象 中 表示 的 .这 是 很 明显 的 , 因为 和 3 的 变换 性 质 不 同 ， 
它们 的 分 量 满足 不 同 的 方程 组 。 为 了 消除 这 个 缺点 ， 必 须 对 分 量 
8-，- 进行 一 定 的 么 正 变换 ,使 新 的 四 分 量 函 数 满足 和 ww。 相同 的 
方程 DPD， 这样 的 函数 我 们 称 之 为 (动量 为 p， 极 化 为 o 的 ) 正 电子 
的 波 函 数 。 用 Vo 表示 所 要 求 的 么 正 变换 征 阵 , 我 们 写 出 
pp = Uo (26. 1) 
由 罗 -p-。 形成 这 个 函数 的 运算 C 叫 波 函 数 的 电荷 共 堪 (H. 
A.Kramers, 1937). 当然， 这 个 概念 的 应 用 并 不 限于 平面 波 . 任 
何 函 数 儿 都 有 一 个 “电荷 共 思 ” 函 数 
Cp, TY =UoP ,TT), (26. 2) 
它 和 乡 一 样 变换 ， 并 满足 同样 的 方程 ， : 
@ 对 于 自 施 为 零 的 粒子 ， 一 般 不 会 产生 这 个 问题 ， 因 为 标量 函数 攻 和 %* 满足 辐 
一 方程 ,3*> 和 是 一 样 的 ， 
siliil* 





矩阵 Vo 的 性 质 可 以 根据 这 个 定义 得 出 ， 如 果 是 狄 拉 克 方 
程 (一 m) 风 =0 的 解 , 则 多 满足 方程 一 
Fyp+m)=0 或 (72 二 om) 一 0， 
给 这 个 方程 左 乘 以 Te 
UoTPY + mU oy = 0， 
我 们 要 求 函数 Vo¥ 满足 和 乡 一 样 的 方程 : 
(yfP—m)Uoey =0. 
比较 两 个 方程 ; 我 们 得 到 Ze 和 和 矩阵 y* 之 间 如 下 的 “对 易 基 系 ”D: 
Uy 一 一 人 7 (26. 3) 
我 们 进一步 假设 波 函 数 是 在 旋 量 表象 或 标准 表 象 中 给 出 的 
《在 本 节 末 我 们 才 回 到 任意 表象 的 一 般 情形 )， 在 这 两 种 表象 中 ， 
一 
(PPP) y= 一 少 2. 人 4 
这 时 ， 满足 条 件 (26. 3) 的 矩阵 是 Uo=n0y? »" ,7o 是 一 个 任意 
常数 ， 由 C==1 的 要 求 得 出 [nc1? 一 1, 因而 矩阵 Vo 可 以 确定 到 只 
差 一 个 相 因 子 。 下 面 我 们 选 96 = 二 因而 


Uo=y? ?0 一 一 0 (26. 5) 
再 注意 到 书 - yeyo-3pjr 一 >og*, 算 符 的 作用 可 以 写成 
Op=p p=y pr, (26. 6) 
在 旋 量 表象 中 , 变换 (26. 6) 的 明显 形式 为 
CiEr > iin, n>—igt, (26. 7a) 
或 省 等 价 地 
C: Ea>—ins, >—iE*, (26. 72) 


只 要 运用 平面 波 的 明显 表 式 (23. 9) 和 标准 表象 中 的 怎 阵 Ue: 


中 由 此 我 们 还 得 到 等 式 
UoPs= ysUe, (26. 3a) 
» JJ2 。 





/0 一 C 
Lv =-( ") (26. 8) 


平面 波 ys 的 电荷 共 辑 变换 是 容易 实行 的 。 我 们 看 到 ， 


oOyz 一 一 IO 
若 按 式 (23. 16) 定 义 2 我们 就 有 
1V7oz_p 三 Up Uc pe — poe (26.9) 
由 此 可 见 ， 
Op-o= ppo, (26. 10) 


因而 , 与 算 符 加 ,一 起 出 现在 % 一 算 符 (25. 1) 中 的 函数 -zp-, 确实 
对 应 着 一 个 具有 动量 Pp 和 极 化 o 的 粒子 的 状态 ， 我 们 还 将 看 到 ， 
电子 和 正 电 子 的 状态 用 同一 函数 描述 : 

= = 
由 于 函数 yo。 只 包含 关于 粒子 动量 和 极 化 的 信息 ， 这 是 完全 自 
然 的 . 

可 以 用 类 似 的 方法 研究 究 时 间 反 演 运算 改变 时 间 的 符号 ， 波 
函数 应 变 成 复 共 斩 ， 为 了 在 与 原 相同 的 表象 中 得 到 “时 间 反 演 ” 
波 函数 (个 y), 还 必须 对 w*( 或 3) 的 分 量 进行 某 种 么 正 变换 ， 这 
样 , 与 式 (26. 2) 类 似 , 算 符 个 对 的 作用 可 以 写成 

Py(i,r)=Ur$(— i,r), (26. 11) 
式 中 Vs 为 么 正和 矩阵 . 
所 满足 的 狄 拉克 方程 为 


(i B+iyv—m)y, r) =0, 
多 所 满足 的 狄 拉克 方程 为 
(i7 Rivt m)BC, r) =0. 
在 后 一 方程 中 进行 代 换 t-> 一 t 并 左 乘 以 一 
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(ays Vay Bb) —mUaB( br) 0 
我 们 想 使 函数 0z3( 一 tr) 满足 的 方程 与 $Ct,7) 的 方程 相同 , 妈 
(y+iyv )UrB( ~ r)—mUr$( ti, Tr) =0. 


比较 这 两 个 方程 , 我 们 求 出 矩阵 Vz 应 该 满足 的 条 件 : 


Ur =yUr, Ury =—YUs. (26. 12) 
在 旋 量 表象 和 标准 表象 中 , 满足 这 些 条 件 的 矩阵 是 中 
Ur=iy yy (26. 13) 
由 此 可 见 , 算 符 外 的 作用 由 公式 
公有 (罗芳 )》 =ip yp pF (br) = iy yp yy*(—t, 7) 
(26. 14) 


给 出 ， 这 个 变换 在 旋 量 表象 中 的 明显 形式 为 


T. E> —1ié*, eine* (26. 15a) 
或 
TD E>iE*, Nin (26. 156) 
在 标准 表象 中 ， 
Us -(" ' ) (26. 16) 
0 一 0y 
为 了 求 出 P,T,C 三 种 运算 对 的 作用 结果 ,我 们 依次 写 出 
Pyt, rT)=—iy yy (~—t, Tr), 
PPyCi, rT) =ip (PY) = p(t, —r), 
OPPY Cr) =p yp PY = Vp, 一 六 )， 
或 


CPPYy ,Tr) =iy iy (~—t, —r). (26. 17) 


人 式 (26.13) 中 相 因子 的 选择 与 式 (26.5) 中 相 因 子 的 选择 有 关 ， 参 看 8 27 第 一 
个 脚注 ， 


*。 了 了 了 子 。 





在 旋 量 表象 中 ， 

CPT, E>—i£®, Ns—>ine (26. 18) 
[根据 变换 规则 式 (20. 4)，(26.7)，(26. 15)， 这 也 是 不 难 证明 
的 ]@. : 

上 面 所 给 的 矩阵 Ze 和 Uz 的 表达 式 是 采 用 乡 的 旋 量 表象 或 
标准 表象 . 最 局 让 我 们 看 看 这 些 表 公式 的 什么 性 质 在 % 的 任意 表 
象 中 依然 保持 ， 

如 果 对 风 进行 么 正 变换 : 

p=Uy, y=UypU ,$= *y" "=PU+=PU"!, (26. 19) 
那么 在 新 表象 中 ， 

(CO¥)'=U(08) =UUVUoB =UUo (PU) =VUoDY. 
与 集 阵 Vo 在 新 的 表象 中 的 定义 比较 ((0C%)'=U58'), 我 们 有 
U’,=UUoU. (26. 20) 

只 有 对 于 实 的 Z 变换 (26.20) 与 矩阵 » 的 变换 才 相同 ， 因 
而 ， 只 有 在 那些 由 旋 量 表象 或 标准 表象 经 过 实 变换 而 得 到 的 表象 
中 , 表达 式 (26. 5) 也 才 是 正确 的 . 

矩阵 (26. 5) 是 公正 的 , 转 置 时 改变 符号 : 

UoU#=1, Uo=—Uo. (26. 21) 
这 些 性 质 对 变换 (26. 20) 不 变 ， 因 而 在 任何 表象 中 都 成 立 ， 算 阵 
(26. 5) 也 是 厄 密 的 (Vo=03), 但 在 一 般 情况 下 ， 这 一 性 质 被 变换 
(26. 20) 破坏 . 

上 述 讨 论 [ 包 括 公 式 (26. 21)] 同样 也 适用 于 和 气 阵 Zr 的 性 质 . 

在 二 次 量子 化 方法 中 , 4- 算 符 的 变换 C, P,7 应 该 被 表述 成 粒 
子 的 产生 和 漆 灭 算 符 的 变换 规则 , 这 些 规则 的 建立 (类 似 于 8 13 中 
对 零 自 旋 粒 子 所 做 的 那样 ) 应 该 依据 这 样 的 要 求 ， 被 变换 的 yw- 算 

@ CPT 的 写法 是 假定 算 符 从 右 至 左 依次 作用 ,由 于 多 与 C 和 P 不 对 易 ( 在 它们 
对 双 旋 量 的 作用 上 ), (26.17) 和 (26.18) 中 的 符号 就 与 这 种 次 序 有 关 . 
ee 了 7 了 5 ， 


符 能 够 写成 如 下 形式 : 


Go,r) =Uep (tr), 
pr T) =iy'$ (i, —r), (26. 22) 


$7 (Er) =Urp (tr). 


习 是 


求 Majorana 表象 中 的 电荷 共 斩 算 符 (参看 $ 21, 习题 2)， 
解 ”在 Majorana 表象 中 , 矩阵 Us 可 以 通过 变换 (26. 20) 由 标准 表象 中 
的 矩阵 Uo 二 一 Qs 得到， 这 时 的 UV= (ay 十 B) /V 2 ; 求 出 的 Us=as(ay 和 有 
都 是 标准 表象 的 矩阵 ) .如 果 Majorana 表象 中 的 量 用 带 撤 表示 ， 我 们 有 
Oy'=V5(W'*B'); 由 于 PB' 二 ays 所 以 
CV'=ay(p'*ay) 一 CQ 信守 一 及 人 
即 电荷 共 罗 和 复 共 斩 是 等 价 的 . 


8$ 27， 粒子 和 反 粒 子 的 内 庄 对 称 性 
自 旋 为 元 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 的 波 函数 是 一 个 单一 的 三 


维 旋 量 (用 B" 表示 )， 粒 子 的 内 京 宇 称 概念 就 与 这 个 旋 量 在 反 演 
时 的 行为 有 关 。 但是, 如同 8 19 中 所 述 ， 虽 然 三 维 旋 量 的 两 种 可 
能 的 变换 规则 (更 -> 士 i@@*) 互 不 等 价 ， 赋 予 一 个 旋 量 特定 的 字 称 
却 没有 绝对 的 意义 因而， 谈论 自 施 为 1/2 的 粒子 的 内 豪 字 称 是 
没有 意义 的 , 但 是 可 以 讲 这 种 粒子 两 两 之 间 的 相对 内 豪 宇 称 . 

由 两 个 三 维 旋 量 BD 和 Ge 可 以 组 成 一 个 标量 多 B23*， 如 
果 它 是 真 标 量 , 就 说 这 两 个 旋 量 所 描写 的 粒子 具有 同一 宇 称 ; 如 果 
它 是 以 标 量 , 就 说 这 两 个 粒子 具有 相反 的 内 豪 宇 称 . 

我 们 来 证 明 ， 自 旋 为 1/2 的 粒子 和 反 和 粒子 的 内 豪 宇 称 是 相反 
的 (B. DB. BepecTeKKH 站 1948). 
se 了 了 6G6。 





PR Hi™ 


首先 , 如 果 将 运算 0(26.7) 用 于 旋 量 表象 中 的 了 变换 (19. 5) 
P. £°—>17;, ns >1€° (27, 1) 
的 两 边 , 我 们 得 到 
0 *- >iE0*, £0* in 

这 里 的 指标 c 代表 与 4 人 电 窜 共 斩 的 双 旋 量 w= 分 
量 ， 取 复 共 圈 并 交换 指标 ， 我 们 求 出 

: P:n:—>ié®, Eco->ji772。 (27. 2) 
我 们 看 到 , 电荷 共 轿 的 双 旋 量 在 反 演 时 按 辣 一 规则 变换 . 

设 % (2 是 粒子 (例如 ,一 个 电子 ) 的 波 函数 ， 而 小 是 反 粒子 
(例如 , 一 个 正 电子 ) 的 波 函 数 ， 后 者 是 一 个 与 狄 拉克 方程 的 “ 负 频 
率 ” 解 电荷 共 罗 的 双 旋 量 ， 在 静止 参考 系 中 ,它们 都 变 成 某 种 三 维 
旋 量 : z 

E05 = 一 中 EP) = 一 


根据 式 (27. 1 和 (27. 2)， 这 两 个 旋 量 在 反 演 时 的 变换 规则 
D>i®D" (27. 3) 


对 名 和 四 是 相同 的 , 而 乘积 BB” 改变 符号 ， 这 就 证 明了 


上 面 所 做 的 论断 . 
真 中 性 粒子 是 与 自己 的 反 粒 子 完全 相同 的 粒 子 (8 12)， 这 种 
粒子 场 的 乡 算 符 满足 条 件 
P(t, 7) =p, 7). 
对 于 自 旋 为 1/2 的 粒子 ,这 意味 着 条 件 (在 旋 量 表象 中 )@ 
人 一 一动 +， 外 一 一 让 4 (27. 4) 
和 任何 一 个 表达 物理 性 质 的 关系 式 一 样 ,这 两 个 条 件 对 CPT 变换 


”@ 在 Majorana 表象 中 , 真 中 性 只 不 过 意味 着 算 符 办 的 厄 密 性 (参看 826 习 
题 ). z / 
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不 变 O@， 不 难 证 明 ， 事 实 上 它们 不 仅 对 CPT 变换 不 变 ， 而 且 对 三 
种 变换 中 的 每 一 个 单独 变换 也 不 变 . 
在 $19 中 我 们 曾 约定 把 旋 量 的 反 演 定义 为 := 一 1 的 变换 ， 
并 且 一 直 遵 循 这 个 定义 上面 所 得 到 的 关于 粒子 和 反 粒 子 的 相对 
字 称 的 结论 应 该 不 依赖 于 反 演 的 定义 方式 。 不 难看 和 出， 情况 确实 
如 此 . 
如 果 按 条 件 8*=1 定义 反 演 , 则 式 (27. 1) 将 变 成 
P:E">ne, 112 一 > (27. 5 
这 时 , 电荷 共 圈 函数 按照 
> 一 
变换 , 与 式 (27. 5) 相差 一 个 符号 ， 因 此 ,三维 旋 量 B 将 按照 
Ds sD DP > — DP) 
变换 , 因而 乘积 2 中 DB 将 仍然 是 履 标 量 . 
两 种 反 演 概 念 在 物理 结果 上 的 唯一 可 能 的 差别 是 ; 根据 式 
(27. 5), 真 中 性 场 的 条 件 对 这 种 变换 (或 CP 变换 ) 不 是 不 变 的 ,而 
是 要 改变 等 式 (27. 4) 两 边 的 相对 符号 ,实际 上 ， 已 知 的 真 中 性 粒 
子 中 没有 自 旋 为 1/2 的 ， 现 在 还 不 能 说 两 种 反 演 定 义 的 上 述 差 别 
有 没有 实际 的 物理 意义 @， 


习 题 
求 电 子 偶 素 (由 电子 和 正 电 子 组 成 的 类 氢 系 统 ) 的 电荷 字 称 。 
解 ” 两 个 费 米子 的 波 卫 数 对 同时 交换 两 粒子 的 坐标 、 自 旋 和 电荷 变量 应 
该 是 反对 称 的 (比较 $ 13 的 习题 )， 交 换 坐 标 要 给 波 函 数 乘 以 (一 1)!， 交 换 
自 旋 乘 以 (一 1:( 这 里 5=0 或 1, 是 系统 的 总 自 旋 ), 交换 电 符 再 乘 以 待 求 


Q 更 确切 地 说 ，CPT 变换 的 定义 在 这 里 应 该 使 类 型 (27. 4) 的 关系 式 保 持 不 变 ， 
适当 选择 矩阵 Vr 定义 中 的 相 因 子 就 能 做 到 这 一 点 ( 参 君 8 26 第 三 个 靶 广 ). 
@ 两 种 反 演 定义 的 不 完全 等 价 性 是 由 了 acah 首先 指出 的 (G. Racah, 1937) 。 
ea ITS。 





的 C， 由 条 件 ( 一 1 (一 了 二 2 一 一 | 我们 求 出 

C=(—D'. 
由 于 电子 和 正 电 子 的 内 豪 字 称 相反 , 所 以 系统 的 空间 宇 称 P=( 一 1) 中 !, 组 合 
字 称 ;CP 一 (一 Do， 


$ 28， 双 线性 式 


我 们 来 研究 由 一 数 少 和 久 的 分 量 组 成 的 各 种 双 线 性 式 的 变 
换 性 质 ， 这 类 双 线 性 式 在 量子 力学 中 是 非常 重要 的 。 四维 流 密度 
矢量 (21. 11) 就 属于 这 类 双 线 性 式 . 

因为 多 和 外" 各 有 四 个 分 量 ， 由 它们 可 以 组 成 4X4 一 16 个 独 . 
立 的 双 线 性 组 合 . 根据 8$ 19 中 任意 两 个 双 旋 量 (在 这 里 就 是 多 和 
%*) 的 相 乘 方 式 ,这 16 个 组 合式 按 其 变换 性 质 的 分 类 是 显而易见 
的 , 即 : 可 以 组 成 标量 (用 8 表示 )， 扶 标量 (P)， 与 真 四 维 矢量 了 
(4 个 独立 量 ) 等 价 的 二 秩 混 合 旋 量 ， 与 磺 四 维 矢 量 4 (4 个 量 ) 等 
价 的 二 秩 混合 旋 量 , 与 反对 称 四 维 张 量 Z”(6 个 量 ) 等 价 的 二 秩 双 
旋 量 . 

写成 对 称 形式 (在 » 的 任何 表象 中 ), 这 些 组 合 可 以 写成 

S=Py, P=igyYy, 
V=pp'Yy, A=py'y yy, T"=ipo"y, (28.1) 

式 中 


og" = (Vy py =(0, i 之 ) (28. 2) 


[ 式 〈28. 2) 中 的 分 量 如 式 (19. 15) 所 列 JO， 以 上 表达 式 全 部 是 : 
实 的 ， 
由 于 量 8 和 己 在 旋 量 表象 中 为 
@ 对 少 进 行 么 正 变 换 时 (改变 表象 ) ,我 们 有 : 
单一 也有 YE Vy— pU-!, 
显然 , 双 线 性 式 对 这 种 变换 是 不 变 的 。 
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S=E*n+nE, P=i(£n—7*é) 
恰好 与 表达 式 (19. 7) 和 (19. 8) 一 致 , 显然 , S 是 标量 ,P 是 履 标 县. 
狄 拉克 方程 f,7' 罗 = 二 mm 办 左 乘 以 多 我 们 得 到 

ppv P=mypy, 

由 于 右边 是 标量 , 所 以 左边 的 表达 式 也 应 该 是 标量 ， 由 此 可 知 , 量 
9” 是 矢量 ， 

式 (28.1) 各 量 的 组 成 规则 显而易见 : 矩阵 y* 状 如 四 维 矢 量 ， 
?5 是 大 标量 , 而 两 边 的 少 和 乡 在 一 起 形成 标量 中 ， 双 线性 式 中 不 
会 有 对 称 四 维 张 量 , 这 一 点 从 旋 量 表示 可 以 看 出 , 也 可 由 下 述 规则 
看 出 : 由 于 和 所 阵 的 对 称 组 合 是 六 ?十 六 入 29 和 所 ,而 任何 这 种 形式 
总 化 为 一 个 标量 . 

将 式 (28. 了 DD) 中 的 -函数 换 成 %- 算 符 ， 就 得 到 二 次 量子 化 的 
双 线 性 式 . 为 了 具有 更 大 的 普遍 性 , 我 们 将 认为 两 个 - 算 符 属于 
不 同 粒子 的 场 ， 并 用 指标 a 和 2 区 分 它们 。 现 在 让 我 们 来 看 这 样 
的 莫 符 式 在 电荷 共 轿 时 如 何 变 换 。 注意 到 @ 


$=Uoy, y=Usy (28. 3) 
利用 式 (26. 3) 和 (26. 21), 我 们 有 
PB? = $V8UoB, = —$UdUo ,= — $$, 
Bey’P? = BUsy UD, = — BUsy'Uop, = $y. 


当 算 符 按 原来 次 序 排列 时 (多 在 节 左 边 )， 由 于 费 米 对 易 法 则 
(25. 4), 乘积 改变 符号 (此 外 , 出 现 与 场 的 状态 无 关 的 一 些 项 ; 我 们 


@ 由 于 六 一 区 errpy 和 “yoyo o 本 身 的 “ 厦 标 量 性 "和 这 些 规则 相 一 致 
@ 为 了 从 第 一 等 式 得 到 第 二 式 , 可 写 为 
$e [Ut p00) Iyo TU ye T0000 
利用 了 式 (26. 3), (26.21) 和 Y" 的 厄 密 性 ]. 
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赂 去 了 这 些 项 , 和 在 § 13 中 类 似 的 处 理 一 样 )、 因 此 , 我 们 得 到 : 


Pop Bo, Fey BE = — Pp, 
对 其 它 双 线性 式 作 类 似 处 理 , 我 们 求 得 , 在 电荷 共 罗 时 有 人 
C0: ds > oa, P,,—>P,,, 六 55 一 > 一 六 。 
> 一 人 (28. 4) 
用 类 似 的 方法 可 以 确定 这 些 双 线性 式 在 时 间 反 演 时 的 行为 . 
这 时 必须 记 住 〈 参 看 8 13)， 这 种 运算 要 引起 算 符 次 序 的 改变 . 
例如 
(Bets) "=p7P?. 
在 此 式 中 代入 : 
p=Ur7, p=—USY, (28. 5) 
我 们 得 到 | : 
(Payps)T 一 —$; DrU$p, =P UrU ty, = yp,. 
用 同样 的 方法 研究 其 余 的 双 线 性 式 , 我 们 得 到 
T:， Sar>6o, Pos>—Poo, (VV) >(P', —V)o, 
(A’, A)ss> (4, — A)oo, P= (PB, A) o> CB, —A) 


| (28. 6) 
[A, a 是 三 维 矢量 , 按照 式 (19. 15), 等 价 于 ”的 分 量 ] 
在 空间 反 演 时 , 根据 张 量 的 性 质 ， 我 们 有 名 
P. 8 o> a P o> — Paw, (V", V)os> (7， —V)a, 
(4。 ? A)s->( 一 4 》 A)。 P= ($B, 全) oo 一 (一 到 ,人 ) os. 
(28.7) 


@ 应 该 注意 , 对 于 由 少 -函数 (而 不 是 %- 算 符 ) 组 成 的 双 线 性 式 ,变换 (28. 4) 具有 
相反 的 符号 ， 因 为 函数 因子 多 和 乡 回 到 原来 次 序 时 不 会 伴随 符号 的 改变 . 

@@ 为 避免 误解 ,请 注意 这 样 一 点 : 变换 外 和 了 .同样 要 求 改变 函数 的 自 变 量 ; 车 趟 
(28.6) 和 (28.7) 的 左边 是 函数 z= (tr) ,其 右边 (被 变换 了 的 双 线 性 式 ) 分 别 是 函数 


27 一 《一 fy)， 2 一 《ft 一 了 ) 。 
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最 后 , 联合 应 用 三 种 运算 , 所 有 的 心 。 Pos, 公 保持 不 变 ,而 所 有 的 


好 2 455 改变 符号 ， 这 恰好 与 这 种 变换 就 是 四 维 反 演 一 致 : 由 于 四 
维 反 演 等 价 于 四 维 坐 标 系 的 转动 ， 所 以 任何 秩 真 张 量 和 虱 张 量 对 
这 种 转动 没有 区 别 ， z 
现在 我 们 来 考虑 由 四 个 不 同 函 数 加 , 如，%*，%a 组 成 的 双 线 
性 式 的 成 对 雏 积 。 不 同 的 成 对 函数 相 乘 , 得 到 不 同 的 结果 .但 是 ， 
有 可 能 把 任何 这 种 乘积 都 化 为 具有 确定 因子 对 的 双 线性 式 的 乘积 
(WPauli，M，Fierz，1936)， 我们 来 推导 进行 这 种 约 化 的 关 
我 们 先 研 究 四 阶 和 矩阵 的 集合 
ly sy 和 5 lor (28. 8) 
(1 为 单位 矩阵 )， 给 这 16 个 (1 十 1 十 4 十 4 十 6) 算 阵 按 任意 确 定 的 
序列 编号 ， 并 用 y4(4=1,…, 16) 表示 它们 ， 而 把 四 维 张 量 指标 
(up) 在 下 边 的 同样 矩阵 用 ?4 表示 .它们 具有 下 列 性 质 : 
Spy4=0 《〈?4 天 1)， 


4p4=b 二 Spy4yp 一 6， (28. 9) 


最 后 一 条 性 质 说 明 , 矩阵 ” 是 线性 无 关 的 ， 又 因为 它们 的 数目 等 
于 四 阶 和 矩阵 的 元 素数 目 (4X 和, 所 以 ， 和 矩阵 7“ 组 成 一 个 可 以 表达 
任意 四 阶 和 矩阵 了 的 完全 集 : 


= Deu”, ca = 了 SPy4T, (28. 10) 
或 者 写成 矩阵 指标 (i,X = 二 1,2,3, 4) 的 明显 形式 
1 ”i 
Da mY 


特别 是 , 如 果 和 矩阵 上 只 包含 一 个 非 零 元 素 ( 太 ,就 得 到 所 求 的 关 
系 式 (“完全 性 条 件 ”). 


ez22。 





1 
Odem= I PAPA (28. 11). 
4 


此 式 两 边 乘 以 P25%p4 我 们 得 到 
Pop) Pp) = 5 Pyap) Pep (28. 12) 


这 个 方程 把 两 个 标量 双 线 性 式 之 积 化 为 由 别 的 因子 对 组 成 的 双 线 
性 式 的 乘积 了 .这 是 我 们 要 推导 的 等 式 之 一 . 
这 个 类 型 的 其 它 等 式 可 以 根据 式 (28. 12) 得到, 为 此 ， 和 需要 进 : 
行 代 换 
p>p yp, p>p°p? 
并 利用 展开 式 
y= Scay®, ca= Sp 


(参看 习题). 

为 了 后 面 引用 方便 , 这 里 我 们 还 要 给 出 与 式 (28. 11) 对 应 的 二 
阶 和 矩阵 的 关系 式 ， 线 性 独立 的 二 阶 重 阵 o4(4 二 1，…, 4) 的 完全 
集 是 


1， Ox, Oo GOz。 (28. 13): 
它们 具有 性 质 
/ Spo“=0 (0 关 1)， 
3Spoo® =048' (28. 14) 
其 完全 性 条 件 是 : 
1 1 
bn6n= 卫 D94101, = 了 Cao" 十 7 opGJ， (28. 15): 


@@ 为 了 各 免 误解 ,应 该 说 明 ， 这 里 指 的 是 由 -函数 组 成 的 双 线 性 式 . 对 于 由 反 - 
对 易 %- 算 符 组 成 的 双 线 性 式 , 变换 的 符号 是 相反 的 . 


* 了 了 了 ww 


《a, B,… 二 1, 2) 或 者 按 另 一 种 方式 写成 : 


Tap Oy 一 50 “Oap 十 55on。 (28. 16) 


习 题 
对 双 线 性 式 P,F, 4,7T 的 两 对 标量 积 导出 与 式 (28. 12) 类 似 的 公式 。 
解 我们 引用 符号 
Je=(Peps) (Bp), Jp= (Ppp) (Pry yp), 
Jy= (Pepep) Popap), = Priyrp yp) Fripp yp), 
Jr 一 (Priony?) (Prios,y®), 
而 用 带 撒 的 字母 表示 交换 了 和 位置 的 同样 的 乘积 。 按照 正文 中 所 指 
出 的 方法 ,我 们 得 到 
4.75 一 Js 十 Jr 十 Jr 十 /4 十 JP， 
4 ,=14Js—2Jy 十 2J 一 47p， 
4J%—=6Jsg —2Jn+6Jp, 
4.11 一 4J。 十 2J， ~—2J4—4]p, 
4. 太 一 J 一 JJ 十 Jr 一 JJ 十 Jp 
{ 第 一 个 等 式 与 式 (28. 12) 相同 ]. 


$ 29， 极 化 密度 算 阵 


描述 动量 为 pp 的 自由 运动 (平面波) 的 波 函 数 ， 其 坐标 相关 
性 归结 为 公 因 子 ei?"", 而 振幅 w 起 着 自 旋 波 函数 的 作用 。 在 这 样 2 
的 状态 ( 纯 态 ) 中 ,粒子 是 完全 极 化 的 (参看 第 三 卷 ,859) ,在 非 相对 
论 性 理论 中 , 这 意味 着 粒子 的 自 旋 具有 确定 的 空间 方向 (更 确切 地 
说 ,存在 着 自 旋 分 量 为 十 1/2 确定 值 的 方向 )， 在 相对 论 性 理论 中 ， 
§ 23 指出 , 由 于 自 旋 矢 量 不 守重 ， 在 任意 参考 系 中 这 样 描述 一 个 
状态 已 不 可 能 ， 纯 态 仅仅 意味 着 在 粒子 静止 的 参考 系 中 ， 自 旋 才 
具有 确定 的 方向 . 


在 一 个 部 分 极 化 的 状态 中 , 不 存在 确定 的 振幅 ,而 具有 极 化 密 
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度 年 阵 pis(i,t 二 1,2,3,4 为 双 旋 量 指标 )， 这 个 矩阵 的 定义 ， 应 ” 


该 使 它 在 纯 态 中 化 为 乘积 
Pig—= Upiipye (29. 1) 
因此 ,矩阵 p 的 归 一 化 条 件 是 
SpPp=2m (29. 2)- 
[参看 (23. 4)] 
在 纯 态 中 , 自 旋 平均 值 由 量 
5 一 可 | y* pdr Du i Du 7 (29. 3) 


确定 。 对 于 部 分 极 化 状态 , 相应 的 表达 式 是 
-_1 ov 1 5 , 
=7Sp(pY 之 ) 一 人 SPCOY 7 (29. 4) 


振幅 wy, zs 满足 代数 方程 组 
mup=0, zp—m)=0. 
所 以 垂 阵 (29. 1) 满 足 方程 
(yp—m)p= p(yp—m)=0. (29. 5 
在 混合 态 ( 对 自 旋 来 说 ) 的 一 般 情况 下 ， 密 度 和 矩阵 应 该 满足 同样 的 : 
线性 方程 (比较 第 三 卷 $14 中 类 似 的 结论 ). 
如 果 对 自由 粒子 在 其 静止 参考 系 中 进行 研究 ， 可 以 运用 非 相 : 
对 论 性 理论 。 在 这 个 理论 中 ， 部 分 极 化 坊 由 三 个 参数 一 一 平均 自 
旋 矢 量 坟 的 三 个 分 量 完全 决定 ， 显 然 ， 同 样 的 几 个 参数 将 决定 经 
过 任 一 洛 伦 兹 变换 后 的 极 化 态 , 即 运动 粒子 的 极 化 态 . 
让 我 们 用 《表示 静止 参考 系 中 的 二 售 平 均 自 旋 欠 量 (在 纯 态 
中 , ||=1, 在 混合 态 中 ，|E| 二 1)， 为 了 对 极 化 坊 进行 四 维 描述 ， 
引入 四 维 矢量 a* 比较 方便 , 在 静止 参考 系 中 它 就 是 三 维尔 量 《. 由 
于 《 是 轴 矢 量 , 所 以 a’ 是 四 维 厦 矢量 ， 这 个 四 维 矢量 与 静 止 参 考 
系 中 的 四 维 动量 正 交 [在 静止 参考 系 中 , = (0, 5)，z' 二 (my 0)]， 
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因此 ,在 任意 参考 系 中 ， 
ax"7. 一 0， (29. 6) 
此 外 ,在 任意 参考 系 中 将 有 
0.0 = —6. 《29. 7) 
在 粒子 以 速度 =p/e 运动 的 参考 系 中 ， 四 维 矢量 of 的 分 量 
可 以 利用 洛 伦 兹 变换 由 静止 参考 系 求 出 : 


. ££ 
a= PL 1 G1 一 1 Wi = (29. 8) 


式 中 的 指标 /和 | 分 别 表示 与 方向 PP 平行 和 垂直 的 分 量 @， 这 几 
个 公式 可 以 写成 矢量 形式 : 


_ pLp) 0 ' 
nerm em 





ap_ pe m+ 0 
rs 
: (29. 9) 
我 们 首先 研究 非 极 化 态 人 = 0)。 在 这 种 情况 下 ， 密 度 矩 阵 中 
只 有 四 维 动量 Pp 作为 参数 出 现 ， 这 种 矩阵 满足 方程 (29. 5) 的 唯一 
形式 是 : 
pt) (29. 10) 
(HI.E,.TaMM, 1930, H，B. G, Casimir, 1933)， 常 系数 是 根据 归 一 
化 条 件 (29. 2) 选择 的 。 
在 部 分 极 化 的 一 般 情况 下 (去 0) ,我 们 来 求 形 如 


p= (yp+m) p' (yp+m) 《29. 11) 


QD 在 相对 论 力学 中 ,和 任何 角 动量 的 分 最 一 样 ,平均 自 旋 矢 量 至 的 分 量 就 其 变换 
-性质 而 言 , 是 反对 称 张 量 S** 的 空间 分 量 ， 四维 撩 量 a* 与 这 个 张 量 的 关系 是 : 


1 2 ， 
Se "0,p, a* 二 ~ "Srv pe. 


-我 们 着 重 指出 , 在 任意 参考 系 中 , 四 维和 关 县 ao* 的 空间 部 分 a 绝 不 等 于 25， 不 蕉 看 出 ， 
25, = (are—arlpl) =6,, 2 二 一 二 al = EE. 
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的 密度 矩阵 , 它 自 动 地 满足 方程 (29. 5) 。 当 《一 0 时， 辅助 矩阵 Pp 
必须 是 单位 矩阵 ; 由 于 
(yp+m) =2m(yp+m), 

所 以 ,表达 式 (29. 11) 与 (29. 10) 是 一 样 的 ， 其次， 和 抵 阵 应 该 包 
含 四 维 矢 量 a 的 一 次 项 作为 参数 , 即 具 有 如 下 形式 

p=1— Ay’(ya); (29. 12) 
在 第 二 项 中 出 现 厦 矢量 a 和 “四 维和 矩阵 顺和 拓 量 ”"y ?7 的 标量 积 . 为 
了 确定 系数 4, 我 们 写 出 静止 参考 系 中 的 密度 息 阵 : 


一 本 (十 ?9) (1LF4y57 (1 十 ?0) 
一 本 (1 十 9) (1+ Ayy.:0)， 


并 按照 式 (29. 4) 计 算 自 旋 平 均值 ， 利 用 § 22 中 的 法 则 不 难 发 现 ， 
迹 中 的 唯一 非 零 项 是 


cx _1 5 一 4 。 _ 47 
25= 5SPp(pY ?7) 一 iSp((Y ¢)Y) = AL. 


念 这 个 表达 式 等 于 5， 我 们 得 到 4 二 1， 把 式 (29. 12) 代 入 (29. 11) 
并 交换 因子 p' 和 (yp 十 m)， 就 得 到 p 的 最 后 表达 式 ， 由 于 a 和 ? 
正 交 ,乘积 ?2 与 ?4 反对 易 : 
(ya) (vp)=2ap— (PD (PW) =— (vp) (70)， 
所 而 与 y'(ya) 对 易 ， : 
这 样 ,部 分 极 化 电子 的 密度 矩阵 可 表达 为 
= (Vp+m) [1—y"(yo)] (29. 13) 
《L. Michel, A. S. Wightman, 1955)， 如 果 垂 阵 p 已 知 , 则 表征 状 
态 的 四 维 矢量 a 可 以 按 下 面 公 式 求 出 : 
a = Sp (py’). (29. 14) 
正 电子 的 与 电子 的 密度 矩阵 公式 完全 类 似 。， 如 果 一 个 具有 四 
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维 动量 2 的 正 电子 用 它 的 振幅 x 于 和 根据 这 个 振 幅 定义 的 密度 矩 
阵 oz 来 描述 , 则 与 电子 的 情形 没有 任何 区 别 , 且 矩 阵 po 总 将 由 同 
一 公式 (29. 13) 给 出 ， 但 是 ,在 实际 计算 有 正 电子 参加 的 散射 过 程 
的 截面 时 (下 面 将 会 看 到 ) , 我们 所 过 到 的 不 是 uf*, 而 是 “ 负 频 率 ” 
的 振幅 w-s， 所 以 , 极 化 密度 矩阵 (用 p“" 表示) 的 定义 应 该 能 使 它 
在 纯 态 时 化 为 WU_piD- pr. 
按照 式 (26. 1) , 正 电 子 的 振幅 了 一 oz_z。 相 反 地 ， 
Up—= UcUs*, do— Ut yee Uo 
[比较 式 (28. 3)]， 如 果 
: pi =piB py PE =u 
则 这 些 公式 给 出 
一 opt | (29. 15) 
代入 6 本 的 表达 式 (29. 13) 并 利用 式 (26. 3)，(26. 21) 进行 简 
单 的 整理 , 我们 得 到 


pop—m) [1—y (yo)] (29. 16) 
特别 是 ,对 于 非 极 化 态 ， 
op 一 村 (72 一 由， 四 (29. 17) 


后 面 在 谈 到 正 电子 密度 矩阵 时 ， 我 们 将 指 的 是 矩阵 4 并 略 去 指 
标 ( 一 ) (矩阵 pz 实际 上 并 不 用 ). := 

在 各 种 计算 中 ， 我 们 常常 需要 求 形 如 34u( 三 如 了 in4x) 的 表达 
式 对 自 旋 杰 的 平均 值 ,这 里 了 是 某 种 (四 阶 ) 矩 阵 , 而 % 是 具有 确定 
四 维 动量 2 的 状态 的 双 旋 量 振幅 .这 种 求 平 均等 价 于 用 部 分 极 化 
态 的 密度 矩阵 pw 代替 乘积 rif;， 

特别 是 , 对 两 个 独立 自 旋 态 的 完全 平均 等 价 于 换 成 非 极 化 态 ， 
按照 式 (29. 10), 这 时 我 们 有 


»* J28% 





Pu Sp (yp+m)F. (29. 18) 
对 于 负 频 率 的 波 函 数 , 类 似 地 有 


EpPus=Sp(7p—m) PF. (29. 19) 
酸化 


如 果 这 里 指 的 不 是 求 平 均 , 而 是 按 自 旋 态 求 和 , 其 结果 将 大 一 倍 . 

现在 我 们 来 考察 密度 矩阵 (29. 13) 怎样 过 滤 到 非 相对 论 极限 
下 的 表达 式 ， 为 此 ， 我 们 回 到 电子 的 静止 参考 系 ， 在 波 函数 的 标 
淮 表 象 中 ， 此 参考 系 内 的 振幅 wo 在 非 相 对 论 极限 下 具有 两 个 分 
量 ,因此 , 密度 矩阵 应 该 变 成 二 阶 ， 实 际 上 , 在 静止 参考 系 中 ， 


一 本 (?" 十 了 (1 十 ?57 :0), 


利用 拖 阵 ?的 表达 式 (21. 20) 和 (22. 18), 我 们 求 出 


0 
p( 人 ) ) paa=m(1l+o.t) (29.20) 


零 代 表 二 阶 零 斥 阵 ， 如 果 采 用 非 相 对 论 理 论 中 一 般 的 归 一 化 ， 密 
- 族 乍 阵 归 一 化 为 1(SPpi 三 1 而 不 是 2m, 则 上 式 必 须 除 以 2m, 因 
而 得 到 

1 

(1 十 cr)， 


这 与 第 三 着 式 (59. 6) 相 一 致 . 
类 似 地 , 正 电子 密度 矩阵 的 非 相对 论 极限 是 


0 0 
o-( ) Pp# 相 二 一 0(1 十 oo:)， 
0 0D# 相 


最 后 , 我 们 写 出 极端 相对 论 情况 下 密度 矩阵 的 简化 表达 式 . 设 
在 式 (29. 8) 中 取 jb|1 一 上 [从 而 忽略 相对 小 量 (my/e)2; 并 将 结果 代 
入 式 (29. 13) 或 (29. 16), 选 了 Pp 方 向 作为 z 轴 , 可 以 写 出 : 
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p=3[eCy"—y!) 土 1m] ECAC )| 
式 中 第 一 个 方 插 号 内 m 前 的 符号 ,电子 取 “ 十 ”, 正 电子 取 “ 一 ”"。 当 
乘积 展开 时 , 其 中 的 首 项 消去 ,次 级 项 给 出 
p=3e(y pLIF Y(té + CY)] 
或 者 重新 将 e(Y" 一 ?写成 ?2 的 形式 : 
p=F (PDL y(tE te) (29.21) 


这 就 是 所 求 的 极端 相对 论 情形 下 的 密度 矩阵 的 表达 式 ， 我 们 
注意 到 ， 极 化 矢量 《 的 两 个 分 量 以 相同 的 数量 级 平等 地 包含 在 这 
个 表达 式 中 .我 们 还 记得 ,51 是 极 化 矢量 与 粒子 的 动量 相 平行 (Ej 
0) 或 反 平行 (6 <0) 的 分 量 。 特 别 是 对 此 粒子 的 螺旋 性 状态 ,cv 
二 24== 土 ;这 时 , 密度 斥 阵 具有 特别 简单 的 形式 : 


p= (VP) (1+24y5), (29. 22) 


它 应 该 与 中 微 子 或 反 中 微 子 的 密度 算 阵 的 形式 相合 ,这 是 因为 , 中 
微 子 或 反 中 微 子 是 质量 为 稚 且 有 确定 的 螺旋 性 的 粒子 (参看 下 
面 $ 30). 


§ 30， 二 分 重 费 米子 


我 们 在 8$ 20 中 看 到 ,描述 自 旋 为 1/2 的 粒子 要 用 两 个 旋 量 (& 
和 7), 这 是 与 粒子 的 质量 相 联 系 的 .如 果 粒 子 的 质量 为 零 ， 这 种 
必要 性 就 没有 了 。 搞 述 这 种 粒子 的 波动 方程 只 需要 一 个 旋 量 ， 比 
如 说 , 用 带 点 旋 量 7; 
p73=0, (30. 1) 
或 者 等 效 地 ， : 


(fot+B:o) n=0. (30. 2) 
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在 3 20 中 还 看 到 ， 包 含 质 量 m 的 波动 方程 对 反 演 [变换 
(20. 4) 必定 对 称 . 当 用 一 个 旋 量 描述 粒子 时 ,这 种 对 称 性 就 不 复 
存在 。 好 在 反 演 对 称 性 并 不 是 自然 界 的 普遍 性 质 ， 

对 m 为 零 的 粒子 ,其 能 量 和 动量 之 间 存 在 着 关系 式 e=1p|， 
所 以 , 对 于 平面 波 (7p~e 7?”), 方 程 (30. 2) 给 出 


: (Ro0) Np= 7p, (30. 3) 
式 中 1 是 舌 量 方向 的 单位 矢量 .同样 的 方程 
(3 or)7-p 一 一 71-p (30. 4) 


对 负 频 率 " 的 波 (7-zcbe2?2) 也 成 立 . 
二 次 量子 化 少 - 算 符 为 : 


9 一己 not 0-8) ,0 = DCnses + 72262). 
: (30. 5) 
通常 由 此 得 出 , 7*; 为 反 粒 子 的 波 函 数 . 
根据 算 符 8“ 的 定义 (20. 1) 可 以 看 出 ，f"3*== 一 92， 因而 息 
共 斩 旋 量 7* 满 足 方程 p70 ;一 0, 或 者 等 价 地 有 
pb; sn *=0. 


写成 “一 绢 ,就 表达 了 这 样 的 事实 : 复 共 轿 将 带 点 旋 量 变 成 不 带 
点 旋 量 、 这 样 , 反 粒 子 的 波 函 数 满足 方程 


pisEr =0, (30. 6) 
或 者 
(Po—D.o)é=0. (30. 7) 
因此 ,对 于 平面 波 ， 
(N+:0)ép—= Ep. (30. 8) 


但 是 ， 志 no 是 自 旋 在 运动 方向 上 的 投影 算 符 ， 所 以 方 各 
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(30. 3) 和 (30. 8) 意味 着 ， 具 有 一 定 动量 的 粒子 的 状态 必然 是 虹 旋 
性 状态 , 自 旋 在 运动 方向 上 的 分 量具 有 确定 值 . 这 时 , 如 果 粒 子 的 
自 旋 与 动量 反方 向 (螺旋 性 为 一 1/2), 则 反 粒 子 的 自 旋 治 着 动量 方 
疝 (螺旋 性 为 十 1/2). 

存在 于 自然 界 的 中 微 子 可 能 就 是 具有 这 种 性 质 的 粒子 .习惯 
上 把 螺旋 性 为 一 1/2 的 粒子 有 条 件 地 称 为 中 微 子 ， 而 螺旋 性 为 
十 1/2 的 粒子 叫 反 中 微 子 中 . 

中 微 子 状态 在 自 旋 方向 上 是 非 简 并 的 ,与 此 相关 ， 我 们 在 $8 
中 说 过 ， 一 个 质量 为 零 的 粒子 只 具有 对 动量 方向 的 轴 对 称 性 ， 对 
一 个 真 中 性 粒子 一 一 光子 ,这 种 对 称 性 既 包 括 绕 此 轴 的 转动 对 称 ， 
又 包括 在 穿 过 此 轴 的 平面 内 的 反射 对 称 ， 在 中 微 子 的 情况 下 ， 不 
存在 反射 对 称 , 只 有 绕 轴 的 转动 群 保 持 角 动 量 沿 该 轴 的 分 量 守恒 ， 
且 不 改变 符号 . 只 有 同时 将 粒子 变 为 反 粒 子 , 才 会 有 反射 对 称 性 . 

还 必须 指出 , 中 微 子 必然 是 纵向 极 化 ,这 意味 着 无 法 把 它 的 自 
旋 和 轨道 角 动 量 区 别 开 来 (如同 光子 必然 是 横向 极 化 的 一 样 ， 参 
看 8 6)， 

由 一 个 旋 量 7 (或 全 共 可 构成 四 个 双 线 性 组 合 ， 它 们 一 起 组 
成 四 维 矢量 
7 一 (7IY+7 7*07n). (30. 9) 
不 难 证 明 ,方程 
(Pot+B:o)n=0,7*(fpo—hB.0)=0 
意味 着 连续 性 方程 .7 =0 成 立 ， 即 六 起 着 粒子 的 四 维 流 密度 矢 
量 的 作用 . 

@ 泡 利 为 解释 8 衰变 的 性 质 从 理论 上 预言 了 中 微 子 的 存在 (1931). 方程 (30. 1) 


由 Weyl 首 次 提出 (H. Wey1l，1929)， 以 这 些 方程 为 基础 的 中 人 微 子 理论 为 朗 道 、 李 政 
道 ,杨振宁 ,有 陕 拉 姆 所 发 展 (1957). 

关于 中 微 子 质 量 等 于 零 的 问题 ,迄今 为 止 还 没有 从 实验 上 最 终 查 明 . 为 了 标识 由 
方程 (30.3) 所 摘 述 的 粒子 , 后面 我 们 将 有 条 件 地 使 用 “中 微 子 ” 这 一 术语 . 
=。 了 32。 





中 微 子 平面 波 的 妇 一 化 方法 与 $ 23 中 对 有 质量 粒子 采取 的 
方法 相 类 似 


n= ede -p= Bune (30.10) 
而 旋 量 振幅 由 不 变性 条 件 
ufo(1,0) up=2(e,p) (30. 11) 


时 一 化 ， 这 时 ,粒子 密度 和 粒子 流 密度 是 =1,j=p/e=n 

既然 具有 一 定 动量 的 自由 中 微 子 永 远 是 完全 极 化 的 ， 那 么 就 
不 存在 ( 自 旋 ) 混合 态 的 概念 ,因而 可 以 方便 地 引入 二 阶 极 化 “密度 
矩阵 ", 它 定义 为 二 秩 旋 量 


(piss (30. 12) 
(这 时 spo=2e)。 注意 到 这 个 和 矩阵 满足 方程 
(e+P:o)p=p(e+pP'o)=0 
由 此 可 得 到 它 的 表达 式 : / 
p=e—p'o. (30. 13) 


当 研 究 各 种 不 同 的 相互 作用 过 程 时 ， 中 微 子 可 能 与 别 的 自 旋 
为 1/2, 质量 不 为 零 的 粒子 同时 出 现 ,这些 粒子 要 用 四 分 量 波 函 数 
描述 .在 这 种 情况 下 为 保持 符号 上 的 一 致 ， 可 在 形式 上 也 为 中 微 
子 定义 一 个 “ 双 旋 量 ” 波 函数 ， 只 不 过 它 的 两 个 分 量 为 零 : = 
/0 
( ; ) 但 是 一 般 来 说 , 当 过 渡 到 别 的 ( 非 旋 量 ) 表象 时 ,4 就 不 能 保 
持 这 种 形式 不 变 。 这 个 困难 是 可 以 避免 的 , 我们 知道 ,在 放量 表象 
中 存在 恒等式 : 
1+y" é 0 Py ek 
(7 ) CD 
式 中 二 是 一 个 任意 的 “辅助 * 旋 量 ， 在 结果 中 并 不 出 现 [年 阵 和 5 见 
式 (22.18)]。 所 以 ， 如 果 把 具有 四 分 量 的 看 成 r=0 的 狄 拉克 
。 133.。 


方程 


(?2) 切 一 0 (30. 14) 
的 解 ,而 且 遵 守 补 充 条 件 1/2(1 十 yD) 二, 或 者 z 
vy p=Y, (30. 15) 


那么 ,在 任何 表象 中 用 乡 描述 中 微 子 时 , 其 真正 的 “二 分 量 ? 特 性 将 
保持 不 变 ， 

将 这 个 补充 条 件 考 虑 在 内 的 方法 是 ， 在 含有 急 和 凶 的 所 有 公 
式 中 , 都 要 进行 下 列 代 换 ; 


p> y, $—>» 1=Y. . (30. 16) 


例如 ， 四 维 流 密度 矢量 可 以 写成 [在 表达 式 yy 中 进行 (30. 16) 
的 代 换 ]: 


1 = Ty) Fp (IF yy. 





(30. 17) 
按照 这 个 法 则 , 中 微 子 的 四 阶 密度 矩阵 变 成 


p= 1+) (Vp) (1—7) = 本 (1 十 ?5) (yp). 


z (30. 18) 
在 旋 量 表象 中 , 它 应 该 化 为 式 (30. 13) 的 二 阶 矩 阵 : 


(op 
“一 e—o:p of 


对 于 反 中 微 子 ,也 有 和 上 面 类 似 的 公式 ， 区 别 是 7" 前 面 的 符 
号 不 同 . : : 
中 微 子 是 电 中 性 粒子 ， 但 是 具有 上 述 性 质 的 中 微 子 不 是 真 中 
性 粒子 ， 从 这 些 关 系 上 我 们 看 到 ,在 可 能 的 粒子 状态 数 (而 不 是 别 
的 物理 性 质 ) 方 面 ,用 两 分 量 旋 量 描述 的 “中 微 子 场 *， 等 价 于 用 四 


分 量 双 旋 量 描述 的 真 中 性 场 。 对 这 种 真 中 性 场 ， 在 这 里 不 是 指 螺 
a 134.。 





“ 旋 性 一 定 的 粒子 和 反 粒 子 的 状态 ， 而 是 指 具 有 两 种 可 能 螺旋 性 的 
一 种 粒子 同样 数目 的 状态 ， 并 且 反 演 对 称 性 将 自动 存在 ， 但 是 我 
们 看 到 , “四 分 量 ” 中 微 子 的 质量 等 于 零 可 以 说 是 “偶然 的 ”, 这 是 因 
为 中 微 子 的 零 质量 并 不 与 它 的 波动 方程 的 对 称 性 相关 (质量 不 为 
零 是 许可 的 )。 所 以 ,这 种 粒子 的 各 种 相互 作用 必然 会 引入 虽然 很 
小 ,但 仍然 不 是 严格 等 于 零 的 静止 质量 . 


3$31， 自 旋 为 3/2 的 粒子 的 波动 方程 
自 旋 为 3/2 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 三 秩 三 维 对 称 旋 量 描 
. 述 (具有 2s 十 1 一 4 个 独立 分 量 )。 在 任意 参考 系 中 , 则 由 四 维 旋 量 
-Ess 和 Er ，Xs3; 搞 述 ,其 中 每 一 个 四 维 旋 量 对 同一 类 ( 带 
点 的 或 不 带 点 的 ) 所 有 指标 都 对 称 ; 在 反 演 时 ， 每 一 对 中 的 两 个 旋 
量 互相 交换 . 
为 使 静止 参考 系 中 的 四 维 旋 量 "和 Iam 变 成 对 三 个 指标 
都 对 称 的 三 维 施 量 , 它们 必须 满足 条 件 
pn =0, 全 一 0 (31 1) 
实际 上 ,在 静止 参考 系 中 ， 
PP—> p06s mos 
[从 式 (20. 了 D 可 以 看 出 此 结果 ]， 因 此 ,条 件 (31 1 化 成 等 式 
62n'$,=0, 628'5,=0, 
式 中 带 扳 的 字母 表示 对 应 的 三 维 旋 量 ， 换 句 话说， 这 些 旋 量 对 指 
标 .8 缩 并 时 结果 为 零 ， 这 就 意味 着 它们 对 这 两 个 指标 对 称 ， 因 
而 对 三 个 指标 都 对 称 . 四 
族 量 所 和 尹 之 间 的 微分 关系 是 
Pn 一 8 和 一 和 有 724 (31. 2) 
油 于 条 件 (31. 1), (31. 2) 的 左边 对 所 有 指标 缩 并 时 都 为 零 , 因而 这 
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继 豆 对 指标 1,? 或 4，6 是 对 称 的 ， 在 静止 参考 系 中 ， 由 于 方程 
(31. 2), 三维 旋 量 纪 和 9" 相同， 从 方程 (3L 2) 中 消去 7 或 &， 我 
们 看 到 , 旋 量 E 和 7 的 每 一 个 分 量 都 满足 二 阶 方程 


z (f*—m) EP =0. (31. 3) 
方程 (31. 1) 和 (31. 2) 组 成 自 旋 为 3/2 的 粒子 波动 方程 的 完全 
集 @. 旋 量 5 和 YX 的 引入 没有 导致 任何 新 结果 . 它 们 是 按照 下 王 
关系 式 建立 的 : 
mep pI ny’, mAs = pss;. 
利用 旋 量 的 矢量 性 质 (W. Rarita, J. Schwinger，1941; A.C.， 
有 aBghtgoB, H.E. TaMM, 1942) 可 将 自 旋 为 3/2 的 粒子 的 方程 表述 : 
成 另 一 种 形式 。 一 对 旋 量 指标 xp 可 比拟 成 一 个 四 维 矢 量 指标 4. 
那么 , 三 秩 旋 量 的 分 量 7? 可 对 应 于 具有 一 个 矢量 指标 和 一 个 旋 
量 指 标的 “混合 ” 量 巡 的 分 量 , 类 似 地 , 旋 量 7 和 "对 应 于 量 内 ,而 两 
个 旋 量 一 起 与 “矢量 性 ” 双 旋 量 w,( 双 旋 量 指标 未 写 出 ) 相 对 应 . 这 
时 , 波动 方程 变 成 每 个 矢量 分 量 $, 的 “ 狄 拉克 方程 ”: 
(Pp—m) ,=0, (31. 4 
其 补充 条 件 是 : 
人 人 一 0. (31. 5) 
“利用 旋 量 表象 中 矩阵 ?” 的 表达 式 和 旋 量 与 矢量 分 量 之 间 的 关系 
式 (18. 6), (18.7) ,不 难 证 明 , 方 程 (31. 2) 瞳 含 在 式 (31. 多 中 ,而 条 
件 (31. 5) 等 价 于 旋 量 "和 +1* ”对 指标 ?或 By 的 对 称 性 条 
件 . 方程 (31. 4) 乘 以 y“, 再 应 用 条 件 (31. 5), 我 们 得到- 
yp' pp,p,=0, 
或 者 利用 矩阵 y' 的 对 易 规 则 ， 


@ 关于 这 些 方程 的 拉 格 朗 日 表述 , 请 参看 $ 15 中 引用 的 Fierz 和 Pauli 的 文章 ， 
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29 一 pp)" P,P P= 0. (31. 6) 
第 二 项 根据 (31. 5) 又 等 于 零 ,而 第 一 项 给 出 
pb' Wp,=0. (31. 7) 
不 难看 出 ， 由 式 (31. 4) 和 (31. 5) 自动 得 出 的 这 个 条 件 与 条 件 
《31. 等 价 . z 
硫 后 ,波动 方程 还 有 一 个 表述 方法 ,就 是 引入 量 iwi(i, 上 ,1 一 
1,2,3,4), 它 具有 三 个 双 旋 量 指标 并 对 这 三 个 指标 对 称 (V. Barg- 
imnann, 上 . P. Wigner, 1948)， 这 一 组 量 等 价 于 全 部 四 个 旋 量 <, 7， 
<, 的 分 量 ， 波 动 方程 变 成 一 组 “ 狄 拉 克 方 程 ”: 

: Pap tmpnis = mnt (31. 8) 
容易 看 出 ， 这 组 方程 已 能 给 出 独立 分 量 办 ;sw 的 必 需 数 目 ( 四 个 )， 
所 以 ,不 必 再 提出 附加 条 件 . 实际 上 , 在 静止 参考 系 中 ， 式 (31. 8) 
化 为 等 式 

Pimpme = Bir 
按照 这 个 等 式 , (在 标准 表象 中 )i, ,1=3, 4 的 所 有 分 量 都 等 于 零 ， 
基 Wixi 化 为 三 秩 三 维 旋 量 的 分 量 . 
以 上 颖 果 显 然 可 以 推广 到 任何 半 整 数 自 旋 s 的 粒子 ， 当 用 形 
如 (3L 4) 和 (31. 5) 那样 的 方程 描述 时 ， 波 函数 将 是 具有 一 个 双 旋 
量 指标 的 (2s 一 1 了 ) /2 秩 对 称 四 维 旋 量 ， 而 用 形 如 (31. 8) 的 方程 描 
述 时 , 波 函 数 将 具有 2s 个 双 旋 量 指标 , 且 对 这 些 指标 对 称 . 


e 了 3P。 
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$ 32， 外场 中 电子 的 狄 拉 克 方 程 

从 本 质 上 讲 ， 自 由 粒子 的 波动 方程 只 表达 与 时 空 对 称 性 的 一 
般 要 求 相 关 的 那些 性 质 ， 而 这 些 粒 子 参与 的 物理 过 程 则 依赖 于 它 
们 的 相互 作用 的 性 质 . 

可 以 将 经 典 理论 和 非 相对 论 性 量子 理论 中 描述 粒子 电磁 相互 
作用 的 方法 推广 到 相对 论 性 量子 理论 ， 

但 是 ， 这 种 方法 只 适用 于 描述 像 电子 和 正 电子 那样 一 些 不 能 : 
参与 强 相互 作用 的 粒子 间 的 电磁 相互 作用 . 由 此 可 见 , 现 理 论 适 用 
于 电子 的 量子 电动 力学 的 广泛 领域 . 同样 , 象 4 子 这 类 不 稳定 粒子 - 
也 不 能 参与 强 相互 作用 ,它们 也 可 用 上 述 的 量子 电动 力学 描述 ,此 
外 ， 它 还 可 用 来 处 理 比 寿命 (与 弱 相 互 作用 相关 ) 短 得 多 的 那些 时 
间 里 发 生 的 现象 . 

在 本 章 中 ， 我 们 将 研究 属于 单 体 理论 范围 的 量子 电动 力学 问 
题 ， 在 这 些 问题 中 ， 粒 子 数 不 改 变 ， 而 相互 作用 可 借助 外 电磁 场 
的 艇 念 来 引入 .在 这 样 的 理论 中 , 外 场 被 认为 是 已 知 的 ; 除 此 而 外 ， 
与 所 谓 的 “辐射 修正 ” 相 联 系 的 一 些 条 件 也 限制 这 种 理论 的 应 用 
范围 . 

推导 电子 在 一 已 知 外 场 中 的 波动 方程 的 方法 ， 和 非 相 对 论 性 
理论 中 一 样 (第 三 卷 ，$111). 设 和 = (@B, A) 为 外 电磁 场 的 四 维 
势 (A 为 矢量 势 ，G 为 标量 势 )， 为 了 得 到 所 求 的 方程 ， 只 需 在 狄 
拉克 方程 中 将 四 维 动量 算 符 fp 换 成 一 e4: 

[y(f~—eAd)~—mi]y=0 (32. 1). 
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这 里 e 为 粒子 电荷 @， 在 式 (21. 13) 中 作 同 样 的 代 换 , 可 得 到 相应 
的 哈密 顿 算 符 : 
=a:. ($B—eA)+Pmte®. (32. 2) 
狄 拉克 方程 对 电磁 场 势 规范 变换 的 不 变性 表现 如 下 : 在 进行 
变换 4->4 十 iPX(X 为 任意 函数 ) 的 同时 , 波 函 数 亦 进行 变换 
: p>pe'” (32. 3) 
人 比较 薛 定 刘 方 程 的 类 似 变换 : 第 三 卷 ，$111)@， 则 方程 的 形式 
不 变 . 
电流 密度 的 波 函 数 表 达 式 与 无 外 场 时 的 公式 (21. 11) 一样, 即 
7 二 $9， 不 难看 出 ,应 用 方程 (32. 1D)F 和 下 面 的 方程 (32.4) ]， 把 
推导 式 (32. 11) 的 那些 计算 重复 一 遍 , 就 会 看 到 : 消去 外 场 , 连续 性 
方程 对 于 先前 的 电流 表达 式 也 是 正确 的 . 
我 们 来 对 方程 (32. 1 进行 电荷 共 斩 运算 ， 为 此 我 们 写 出 方程 
giy ($+eA)+m]=0. (32.4) 
和 前 面 推 导 方 程 (21. 9) 的 做 法 一 样 ， 对 式 (32. 1) 取 复 共 辊 有 即 得 到 
方程 (32. 4)( 这 时 应 记 住 ， 四 维 矢 量 4 是 实 的 )， 将 这 个 方程 写成 
[y(f+eAd)+miy=0, 
左 乘 以 矩阵 Ve 并 利用 关系 式 (26. 3) , 我 们 求 出 / 
[y(8+eA)—m]i(0¥)=0. (32. 5) 
由 此 可 见 ， 电 荷 苍 波 函 数 所 满足 的 方程 与 原 方程 的 区 别 在 
于 电荷 的 符号 变 了 ， 田 一 方面 ， 电 荷 共 轿 运算 意味 着 由 粒子 变 成 
有 反 粒 子 。 我 们 看 到 ,如 果 粒 子 有 具有 电荷 , 则 电子 和 正 电 子 的 电荷 一 
定 反 号 . 
对 一 阶 方程 (32. 1) 应 用 算 符 7 (8 一 e4) 十 m 就 能 变 成 二 阶 


@ 电荷 包括 它 的 符号 ; 对 电子 而 言 ,e 一 一 |e|l. 
四 带 有 函数 X(t 加 mr) 的 变换 (332.3) 有 有 时 叫 “局 部 规范 变换 ”, 以 区 别 含有 常数 相位 
人 角 a 的 “ 非 局 部 规范 变换 " 式 (12.10)。 
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方程 : 
[7 7 (人 一 e4) (fp,—ed,)—m ly=0. 
乘积 py" 可 以 写成 
?入 一 本 (入 十 vp) + 二 (VV pp) =g"+o", 
这 里 o” 是 反对 称 的 “四 维和 矩阵 张 量 ”(28. 2), 给 它 乘 以 0~"， 就 可 
由 如 下 代 换 实现 反对 称 化 : 
(pu—eA) (9 一 e4.) 一 于 {(8 一 e4) (Pp,—ed,)}- 


=5e(—A,p,+ pAs— Pu, A,P,) | 


= ie(9,A,—92,4,) 


2 
ie 
一 : 7 FA,, / 
(,, 二 9,4, 一 9,4, 为 电磁 场 张 量 )、 结 果 , 我 们 得 到 二 阶 方程 
| (eA) —m — SeFro" |y=0. (32. 6 
乘积 了 ,.o” 可 以 通过 分 量 
oo=(@g,i2),F”=(—E,H) 
写成 三 维 形式 ,这 时 
[(p—ed)’*—m:+eD>.H—ieg.Ely=0 (32.7) 
或 者 用 通常 的 单位 ， / 
ihoa ¢ 2 |/. e eg 无 
-i E ly=0. (32.74) 


方程 中 出 现 含 五 和 互 的 项 是 由 于 粒子 的 自 旋 , 这 一 点 我 们 将 在 
下 一 节 进 一 步 讨 论 . : 


。 TI40 。 





当然 ,二 阶 方 程 的 解 中 还 有 不 满足 原 一 阶 方程 (32. 1) 的 “多 余 
解 ”( 它 们 是 方程 [y (9 一 e4) 十 m]%=0 的 解 ). 在 具体 情况 下 如 
何 选择 合适 的 解 ,通常 是 显而易见 的 ， 正 规 的 选择 方法 是 : 如 果 9 
是 二 阶 方 程 的 任意 解 , 则 正确 的 一 阶 方 程 的 解 是 

肋 一 [? (一 e4) 十 和 ]9- (32. 8) 

实际 上 ,这 个 等 式 乘 以 (8 一 e4) 一 mw 后 ,如 果 9 满足 方程 (32. 6)， 
则 右边 为 零 ， : : 

应 该 着 重 指出 ,利用 代 换 p->p 一 eA 将 外 场 引入 相对 论 外 动 广 
程 ,这 一 方法 并 不 是 不 言 而 喻 的 ， 它 的 引入 运用 了 一 个 补充 原则 : 
代 换 必须 在 一 阶 方程 中 进行 , 正 因为 如 此 ,方程 (32. 6) 中 出 现 附加 
项 .要 是 在 二 阶 方程 中 直接 进行 代 换 ， 这 些 附加 项 就 不 会 出 现 . 

外 场 中 狄 拉克 方程 的 定 态 解 , 既 可 以 有 连续 谱 的 态 ,又 可 以 有 
分 立 谱 的 态 。 与 非 相 对 论 理论 中 一 样 ， 连 续 谱 的 态 对 应 着 无 限 运 
动 , 粒 子 做 这 种 运动 时 可 以 处 在 无 限 远 ， 因 而 可 以 看 成 是 自由 的 . 
由 于 自由 粒子 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 等 于 十 /到 十 72 因而 很 清楚 ， 
能 量 本 征 值 连续 谱 出 现 的 条件 是 e 宇 m 和 三 一 m. 如 果 一 me 
一 m， 则 粒子 不 能 处 于 无 限 远 ， 因 而 运动 是 有 限 的 ， 状 态 属于 分 
立 谱 . 

和 自由 粒子 一 样 ， 上 有 具有“ 正 频率 ”(e 之 0) 和 - 负 频 率 "(e<0) 的 
波 函 数 可 按 一 定 的 方式 纳入 二 次 量子 化 表 式 . 对 于 外 场 中 的 粒子 ， 
这 种 表 式 可 自然 地 推广 如 下 : 用 狄 拉克 方程 的 妇 一 化 本 征 函 数 多 ? 
和 %5 [分 别 属于 正 频率 (et)) 和 负 频 率 ( 一 s 和 7] 代 替 公 式 (25. 1) 
中 的 平面 波 , 即 

$= > {a exp(—iest) + Oyexp (lies)), 
$= Sop exp ies’t) + bP exp( ie i))} 


(32.9) 
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这 时 必须 注意 , 随 着 势 阱 的 加 深 ,能 级 可 能 穿 过 边界 。 二 0, 即 
由 正 能 级 变 成 负 能 级 (或 者 对 相反 符号 的 势 ， 由 负 能 级 变 成 正 能 
级 )， 从 连续 性 考虑 ， 必 须 认为 这 些 仍然 是 电子 的 (而 不 是 正 电子 
的 ) 能 级 ， 换 句 话 说, 当 无 限 缓 慢 地 移 去 外 场 时 ， 趋 于 连续 谱 正 界 
限 (e==m) 的 一 切 状态 都 是 电子 的 状态 . 

虽然 电子 在 外 场 中 的 狄 拉 克 方程 可 以 解决 广泛 的 量子 电动 力 
学 问题 ,但 同时 应 该 强调 ,在 相对 论 性 理论 的 单 体 问题 范围 内 ， 外 
场 概念 的 适用 性 仍然 受到 限制 .这 种 限制 与 电子 - 正 电子 对 的 自发 
产生 有 关 ; 当 外 场 足 够 强 时 ,就 会 产生 电子 - 正 电 子 对 (参看 下 面 的 
§ 35，836) 

在 本 书 中 我 们 将 不 去 研究 在 自 旋 不 为 1/2 的 粒子 的 波动 方程 
中 引入 外 场 的 问题 ,因为 具有 这 种 自 旋 的 真实 粒子 是 强 子 , 强 子 的 
电磁 相互 作用 不 能 用 波动 方程 描述 。 与 此 相 联系 的 一 点 是 : 这 类 
方程 可 能 导致 互相 矛盾 的 物理 结果 . 例如 ， 零 自 旋 粒 子 的 波动 方 
程 在 足够 深 的 势 阱 场 中 具有 复 能 级 ( 虚 部 有 两 种 符号 ). 自 旋 为 3/2 
的 粒子 的 波动 方程 将 导致 因果 关系 的 破坏 ， 这 是 由 于 出 现 了 超 光 
速 传播 的 解 ， 


习 题 

试 确定 电子 在 恒定 磁场 中 的 能 级 . 

解 ”天 量 势 为 4,=4,=0，4, = 二 Hz( 场 五 沿 z 轴 指 向 )。 广义 动 量 的 分 
基 2,,?: (以 及 能 量 ) 守恒 ， : 

利用 辅助 函数 op 的 二 阶 方 程 [参看 式 (32.8)]， 取 9 为 算 符 三。 ( 它 的 本 
征 值 c 王 土 1) 以 及 算 符 py, Ps 的 本 征 函 数 ， 9 的 方程 具有 如 下 形式 : 

{Ft (eHz—p)*—eHolp = (e2— m2— p23)g. 
这 个 方程 的 形式 与 线性 谐振 子 的 苹 定 这 方 程 完全 一 样 。 本 征 值 e 由 公式 . 
ei—m—p =|elH(2n+1) —~eHo, n=0,1,2,.. 

。J 了 2 。 





给 出 (参看 第 三 卷 $112)， 我 们 看 到 ， 按 照 公式 (32.8) 由 9 决定 的 波 函数 乡 
不 是 算 符 了 的 本 征 函数 ， 这 与 运动 粒子 的 自 旋 不 守恒 相符 合 . 


§ 33， 按 1/c 的 得 展开 9 

我 们 在 § 21 中 看 到 ， 在 非 相对论 极限 下 (~*0)， 双 旋 最 少 一 
(多 ) 的 两 个 分 量 (2 为 零 ， 所 以 , 当 电子 的 速度 很 小 时 , Xp， 这 
样 , 只 要 把 波 函 数 按 1/e 的 竺 作 形式 上 的 展开 , 就 有 可 能 得 到 只 会 


二 分 量 的 量 9 的 近似 方程 . 
外 场 中 电子 的 狄 拉 死 方程 可 以 写 为 : 


i foo-(2— LA)tBmete® 和 (33. 1) 


粒子 的 相对 论 能 量 还 包括 静止 能 量 me。 为 了 过 渡 到 韭 相 对 论 近 


$=p'e mE 
于 是 就 有 
(二 me )w= ioc.( 杀 一 SA)+Bme: te ‘vw. 
将 写成 委 二 ( 罗 ), 我们 得 到 方程 组 : 


.oO 1 , ee / 
(ii 让-ee)w =co ( eA)x 33. 2) 


(证 时 -ee+2me5X = ($— £A)e (33. 耻 
《下 面 我 们 略 去 2 和 X 上 的 撒 号 ， 由 于 在 本 节 中 我 们 从 用 被 变换 


了 的 函数 ', 因此 不 会 91 起 误解 ). 
在 一 级 近似 下 ,方程 (33. 3) 左 边 只 剩 下 2mceX 一 项 ， 帮 有 


Q@ 在 这 一 节 中 采用 遂 常 的 单位 ， 
。1A43 。 





X= 元 (3 一 全 A)9 (33. 4) 


《我 们 看 到 , X~g/c)， 将 此 式 代入 式 (33. 2) 得 


(er 站 |- 3 
对 于 泡 利 矩阵 , 有 如 下 关系 式 : 
(cc.al)(cc.Dp) 一 GD 二 ic (axp)， (33. 5) 


式 中 a，b 为 任意 矢量 [参看 式 (20, 9)]， 在 我 们 现在 讨论 的 问题 
中 ,a 一 b= 多 一 二 A， 但 由 于 多 和 人 不 对 易 ， 矢 量 积 axb 不 为 


去: 
(BA)x(B— £A)le i (Axv)+(vxA) jw 


= 论 rotA， ' 9. 


由 此 可 网， 
2 外 万 | 
0-(B— £4)| 一 (名 一 £4) oH (33.6) 
( 式 中 互 =rotA 为 磁场 ), 我 们 得 到 9p 的 方程 为 
1 廊 
LA Ho= EE 7 ($b— £4) +eD— 0: | 9 
(33.7) 
这 就 是 所 谓 的 泡 箱 方程 ， 它 和 非 相 对 论 性 薛 定 订 方 程 的 区 别 
在 于 它 的 哈密 顿 算 符 中 的 最 后 一 项 ， 这 一 项 的 形式 是 磁 偶 极 子 在 
外 场 中 的 势能 (比较 第 三 卷 § 111). 因 此, 在 按 1/e 展开 的 一 级 近 
似 中 , 电子 的 行为 像 一 个 同时 具有 电荷 和 磁 朱 


一 fs (33. 8) 
Ne 


的 粒子 。 这 时 , 自 旋 的 回转 磁 比 率 (e/mc) 要 比 轨 道 运 动 的 回转 磁 
* J44 + 





比率 大 一 倍 贝 . 
密度 p 二 yy* 交 二 9* 十 XX。 在 一 级 近似 中 ， 第 二 项 应 该 使 
去 , 因而 p= 二 191”， 这 正 是 酶 定 滋 方程 应 有 的 结果 . 
度 窗 度 是 
j=cp*ap=e(9roX+Xog). 
根据 式 (33. 4), 在 此 式 中 代 人 


1. jr 6 





Xi 一 5 工 (iav- A)p*o, 


含有 两 个 因子 o 的 乘积 通过 式 (33. 5) 进 行 变换 ,为 此 将 式 (33. 5) 
写成 如 下 形式 : 
(og:a)o=atiocxa, ooca) 一 G 二 tiQGx ar (33. 9) 
结果 得 到 z 
j= 2 (PVP*—p*V) -Ap*p+ stot(prop), 
(33. 10) 
与 第 三 卷 非 相 对 论 性 理论 的 表达 式 (115. 4) 一 致 . 
现在 让 我 们 继续 展开 到 1/c? 项 , 来 求 二 级 近似 @。 这 时 我 们 
”假设 只 有 外 电场 (入 =0). 
首先 我 们 看 到 , 当 包含 1 c 和 密度 为 


pp 一 19|2 十 |X 人 一 192 上 | 十 也 六 dalo ‘vpl’, 


它 和 醇 定 记 表 达 式 不 同 ， 为 了 在 二 级 近似 中 求 出 与 蘑 定 证 方 程 对 
应 的 波动 方程 ， 必 须 引 入 另 一 个 二 分 量 的 波 函 数 ps 以 代替 9, 它 


@ 这 个 著名 的 结论 是 犹 拉克 在 1928 年 首次 得 到 的 、 满 足 方程 (33.7) 的 二 分 最 
波 函 数 是 泡 利 在 1927 年 引入 的 ,当时 狄 拉克 还 没有 发 现 他 的 方程. 
@ 下 面 我 们 将 仿效 B.B. 别 列 斯 杰 蒋 基 和 区 区 朗 道 的 方法 (1949). 


e。 145。 


的 时 间 无 关 的 积分 形式 为 | 19s|*daz, 与 莓 定 记 方 程 的 一 样 
为 了 求 出 所 要 求 的 变换 , 我 们 写 出 条 件 
[mwdz=ffere+ (Vo*:0) (gv) as 
并 进行 分 部 积分 : 
| (vec vep)dz= 一 [pc mov)pdsz 
= 一 | px*Apdaz 
(或 者 p* 和 2 互 换 )。 所 以 
[wsdz=| jie- (prAp 十 pApy) la, 
显而易见 
mw=(1 + 有 jg， ?=(1- po (33. 11) 
为 了 简化 书写 ， 我 们 将 认为 状态 是 稳 定 的 ， 即 可 以 用 能 量 。 
(已 减 去 静止 能 量 ) 代替 算 待 适 和， 在 比 式 (33.4) 高 一 级 的 近似 
下 , 我 们 从 式 (33. 3) 得 到 


X= (1 一 二 一 和 和 )(e $)9. 


2mc 





将 它 代 入 式 (33. 2), 然 后 按照 式 (33, 11) 用 ,代替 p, 并 赂 去 所 有 
高 于 1/c? 的 项 ， 经 过 简单 的 计算 ， 就 得 到 we。 的 方程 ep, 二 pw 
这 里 的 哈密 顿 复 符 是 


= 一 +eg-~ (oD) D0:B)—3 


go 一 也 C2 | 
a 


大 括号 内 的 表达 式 按照 如 下 公式 变换 : 


。 TI46。 





I i 


(oD BoB) = D+ oPD) 0.H) = BF 
+ 访 (o*E)(o:)， 
z PDB— DH!=—AD+2wE .S$ 
式 中 万 = 一 v9 为 电场 .哈密 顿 算 符 的 最 后 表达 式 为 


县 
m0 np ie" (Exp)— 2sdivE. 


(33. 12) 
项 是 所 求 的 1/ez 级 修正 , 其 中 第 一 项 来 自动 能 对 动量 的 
相对 性 从 区 下 (站 rl 的 恨 并 并 第 一 项 可 以 叫 
做 自 旋 -轨道 相互 作用 能 ,是 运动 磁 矩 与 电场 的 相互 作用 能 O. 最 
后 一 项 只 在 建立 外 场 的 电荷 所 在 点 上 不 为 堆 . 例 如， 在 点 电荷 Ze 
的 库仑 场 中 , A@ = 一 4r2Ze6(r)(C.G.Darwin,1928). 
如 果 电 场 是 中 心 对 称 的 , 则 


eh dp 类 dU ~A 
dr 2mic a dr lS (33. 13) 


这 里 ?为 轨道 角 动 量 算 符 ,$= 去 0 为 电子 的 自 施 算 符 ， 而 0=eD 
是 电子 在 场 中 的 势能 . 


@ 引用 了 破 抢 (33.8) 和 速度 wo 一 pjm, 这 个 能 量 就 变 成 一 二 m( 巨 Xo)。 乍 看 起 


素 这 个 结果 似乎 不 可 第 , 因 为 当 变 到 随 粒 子 一 起 运动 的 参考 系 时 ,要 出 现 厂 场 万 一 一 书 


xv; 在 这 个 克 场 中 ， 磁 拭 应 具有 能 量 一 上 .万 ， 实 际 上 , 因子 1/12( “托马斯 172 ,二 
-Thomase,1926) 的 出 现 与 相对 论 不 变性 的 普遍 要 求 和 电子 的 特殊 性 质 (电子 是 具有 一 
人 定 回 转 磁 比率 的 “ 旋 量 ”粒子 ) 相 关 ( 参 看 3417. 


。 了 和 7 ee 


8 34， 氨 原子 能 级 的 精细 结构 

我 们 来 确定 气 原 子 能 级 ( 即 静 止 核 的 库仑 场 中 一 个 电子 的 能 
级 ) 的 相对 论 修正 @， 电子 在 所 原子 中 的 速度 w/e~a<el 因此 ,所 
求 的 修正 可 以 用 微 扰 理论 来 计算 一 一 在 非 微 扰 态 ( 即 非 相对 论 性 
波 函 数 ) 上 求 近似 哈密 顿 量 (33. 12) 中 相对 论 项 的 平均 值 。 为 了 使 
结果 具有 较 大 的 普遍 性 ， 我 们 假设 核电 荷 等 于 Ze， 但 同时 认为 
Za1. 

核 欧 场 强 玉 = Zey /3 而 它 的 势 满 足 方程 A@D== 一 4rCe0(7). 
将 此 式 代 入 式 (33. 12) 的 最 后 三 项 ， 并 考虑 到 电子 的 电荷 为 负 , 我 
们 得 到 微 扰 算 符 


放 = 一 a 2 (34. 1) 








Bs TT gra 
天 是 按照 和 相对 他 阶 定 这 方程 
Py = 2m( eo EE)y 
( 式 申 80= 一 m2zaz120 为 非 微 扰 能 级 ，n 为 主 量 子 数 )， 则 平均 


值 . 
pt -一 ma 十 2) 


这 个 量 和 式 (34. D) 中 第 二 项 的 平均 值 一 样 ， 是 利用 下 列 公式 计算 
出 来 的 (参看 第 三 卷 $36): 


—T_ MA -一 一 (maZ)’ 

7 ”+1/2)" 
(m2) (34. 2 
7 RF) TI (34. 2) 


(最 后 一 个 的 1 关 0); 本 征 值 为 


@ 核 运动 对 这 些 修正 的 影响 是 更 高 级 小 量 , 这 里 我 们 不 考 虚 . 
ee 了 43 。 





11 .， 3 
Es -= a G+D—i(L + 一 下 | z 尖 0 时 ， 
2 1 一 0 时 ， 
最 后 ,第 三 项 的 平均 利用 了 公式 
1 /Zam\? 
yo- 于 ,1=0, 可 
0， lx0. (34. 


运用 上 述 公式 对 各 种 情况 ( 即 对 7 和 7 的 所 有 值 ) 进 行 简单 计 
“ 算 可 以 给 出 结果 z / 
Ae=— TZ0) (一 训 . (34. 4) 
公式 (34. 4) 给 出 所 求 的 氨 能 级 能 量 的 相对 论 修正 ， 即 精细 结 
- 构 能 量 @。 这 里 提醒 一 句 : 在 非 相对 论 性 理论 中 , 既 有 对 自 旋 取 向 
:的 简 并 , 又 有 对 ! 的 库仑 简 并 ， 精 细 结 构 ( 自 旋 -轨道 相互 作用 ) 消 
.除了 这 种 简 并 ， 但 并 不 完全 : 具有 相同 的 1%,j, 但 1=j 土 1/2 不 同 
.的 能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 (这 时 只 有 对 给 定 的 %，5 为 最 大 可 能 什 
j= jmax 二 Lmax 十 1/2=4 一 1/2 的 能 级 是 非 简 并 的 )、 因 此 , 计 及 精 
: 细 结 构 的 气 能 级 序列 如 下 : / 








181,2; 
281/2, 2P1/j, 2P3y2) 
Nap ge 


381/2 3p3/2, 3p3/2 3d3/2, 32s /2 
~ ee 


[| 


应 该 注意 , 在 非 相对 论 力学 中 ,能 级 在 库仑 场 中 的 “偶然 "简章 
与 该 场 存 在 特殊 的 守恒 定律 相关 : 量 信守 人 恒 , 它 的 算 符 是 


由 这 个 公式 [以 及 更 精确 的 公式 (36.10)] 是 案 末 菲 (A. Sommerfeld) 在 量子 力 
学 建立 以 前 根据 玻 尔 的 旧 量 子 论 得 出 的 ， : 
ss 了 DO 。 





A=I+3 {x$—px 6 / 
[参看 第 三 卷 (36. 30)]， 在 相对 论 性 情况 下 仍然 存在 的 二 重 简 并 
与 特殊 守恒 定律 的 联系 是 ， 狄 拉克 方程 的 哈密 顿 算 符 有 =a 多 十 
pm 一 ez/r 与 算 符 
?= 二 了 十 二 (了 T+) y (A—mp) 
对 易 (M. H. Johnson， B. A. Lippmann, 1950)。. 在 非 相 对 论 极 限 


下 , 这 个 算 符 7 了 一 > 号 -4 

后 面 (8123) 我 们 将 会 看 到 ， 保 留 下 来 的 二 重 简 并 被 所 谓 的 辐 : 
射 修正 ( 兰 姆 移动 ) 消 除 ， 这 一 修正 在 单 电子 问题 的 狄 拉克 方程 中 
被 忽略 了 . 

我 们 在 这 里 提前 指出 , 这 项 修正 的 数量 级 是 一 m24asln (1/&). 
自 旋 - 轨 道 相互 作用 的 二 级 修正 为 ~m(2Za)"， 因 而 它 与 辐射 修正 
的 比 为 ~Z?a/1n(1/q)， 对 于 氨 原 子 (2Z=1), 这 个 比 显然 很 小 , 因 
而 在 这 种 情况 下 精确 求解 狄 拉 克 方 程 是 没有 意义 的 ， 但 是 这 对 如 
很 大 的 核 场 中 电子 的 能 级 是 有 意义 的 (836). 


§ 35， 在 有 心 对 称 场 中 的 运动 
我 们 来 研究 电子 在 有 心 对 称 的 电场 中 的 运动 ， 
由 于 在 有 心 场 中 运动 的 电子 的 角 动量 和 宇 称 (相对 于 选 为 改 : 
标 原 点 的 场 心 ) 守 恒 , 所 以 , 在 $24 中 关于 自由 粒子 球面 波 的 讨论 
完全 适用 于 有 心 场 中 电子 波 函 数 的 角度 关系 ， 只 有 径 向 函数 要 改 : 
变 。 因 此 ,我们 将 要 找 出 如 下 形式 的 定 坊 波 函 数 (在 标准 表象 中 ): 
二 9 \- so Vim ) ' 
0 ) ee 
式 中 !=J 士 1/12 二 一 2 一 上/， 引 人 笑 ( 一 1 是 为 了 简化 后 面 的 公 - 
*。 750 。 











式 . 
。 标准 表象 中 的 狄 拉克 方程 给 出 少 和 XxX 的 方程 组 ; 
(e—m—UVU) P= oo. BPX, (etm—U)X=o:fPp, (35. 2 
式 中 V)=eG@(7) 是 电子 在 场 中 的 势能 .将 式 (35. 1 代入, 结果: 
归结 为 计算 这 两 个 方程 的 右边 . 
球 旋 量 2jwm 用 02jim 表示 如 下 : 


=i-r (0. 工 yD， 
jm= 1 / (o Qun 
[参看 式 (24. 8)], 我 们 可 以 写 出 : 
(他 X= 一 ic 人) cr) LE Osm 
利用 公式 (33. 5) 变 换 乘积 (o-p) (or), 并 将 矢量 算 符 展开 ,我们 
求 出 


(oP)X=—i(B.rtio. (Bx7)} LQm 
={—divr— (ry)—o. (rx $)} 人 人 it 
， 2 人 
一 一 js ti9t 0h) Quam, 


式 中 1=7 x 全 为 轨道 角 动 量 算 符 , 搬 号 表示 对 7 微分. 乘积 c.? 一 
21.s 的 本 征 值 等 于 
2l.s=j*—1:—s:=j(j+1)—1( +D) 一 闻 


0 一 1/2 71=j 一 1/2 时 ， 
-2 
为 了 使 1 二 土 1/2 两 种 情形 下 公式 的 写法 一 致 , 引 和 人 符号 
«Dt j=L+1/2 时 |， (35. 33 
(A++1/2)=5 7 一 一 1 /2 时 . 
s 5 了 mw 





数 K 取 0 以 外 的 -- 切 整数 值 ( 正 数 对 应 于 /= 一 1/2 的 情形 , 负数 
对 应 于 了 = 二 7 十 1/2 的 情形 )， 这 有 时 (er 一 一 (1 十 x)， 因而 
全 Y 一 (7 一 KvNo， 
(ac 五 ) 必 一 (9'+ 7 9 ) Qin 
将 此 式 代 入 式 (35. 2) 的 第 一 个 方程 时 ， 方 程 两 边 的 球 旋 量 


.02;un 相 消 ， 对 第 二 个 方程 进行 同样 的 计算 ， 结果 ,对 径 向 也 数 得 
-到 如 下 的 方程 组 : 


f+ Kj (stm—U)g=0, 

(35. 4) 
9 tg+(e—m—U)f=0, / 
(fr)’ + 二 (fr)—(e+m—U)gr=0, 

(35. 5) 


(gr)! 一 (97) (ee—m—U)fr=0. 


我 们 来 研究 六 和 9 在 很 小 距离 上 的 行为 ， 假 定 7->0 时 (7) 
比 1/7 增长 得 快 ， 这 时 在 "很 小 的 区 域内 方程 (35.4) 取 如 下 


乡 江 : 
f+Ug=0, 9g'—Uf=0. 
它们 具有 实数 解 
f=const.sin( |Udr+6 ), g=const.cos (jvar+s ) 


(35. 6) 
式 中 6 为 任意 常数 ， 这 两 个 函数 在 +->0 时 是 振荡 的 ,不 趋 开 征 丰 
极限 。 不 礁 看 出 ， 这 种 情况 相当 于 非 相 对 论 理论 中 粒子 “ 洲 ” 到 中 
心 王 ， 
首先 我 们 看 到 ， 距离 很 小 这 个 条 件 对 解 的 选择 没有 附加 任何 
当 制 : 振 沪 函数 设 有 ?=0 的 条 件 ,常数 6 的 选择 仍然 是 任意 的 (在 


了 了 22。 








r 很 大 的 区 域内 , 对 * 的 任何 值 , 适当 选择 6 就 可 以 使 波 函 数 有 正 - 
确 的 行为 )， 为 了 消除 这 种 不 确定 性 ， 可 以 把 *= 0 时 的 奇异 势 看 
作 7->0 时 在 某 个 7o 点 被 “截止 ? 的 势 的 极限 [ 即 当 "> 之 re 时 等 于 
7(7) 而 7><ro 时 等 于 T(ro)]. 当 ro 为 有 限时 , 当然 会 得 到 确定 的 : 
能 级 系列 , 但 是 当 ro~>0 时 , 基态 的 能 量 趋 于 一 oo. 

既然 在 深 能 级 上 的 粒子 被 限制 在 *= 0 附近 的 很 小 区 域内 , 在 - 
非 相对 论 理论 中 这 正好 意味 着 葡 ? 到 中 心 。 在 相对 论 理论 中 ， 这 
种 情况 一 般 是 不 允许 的 ， 因 为 这 意味 着 系统 自发 产生 电子 - 正 电 
子 对 是 不 稳定 的 . 实际 上 , 如 果 在 真空 中 产生 这 样 的 粒子 对 需要 超 : 
过 2m 的 能 量 , 那么 在 场 中 , 较 小 的 能 量 就 够 了 ， 当 电子 处 于 能 量 
cz 二 m 的 束 绽 态 时 ， 只 要 花费 e 十 m 过 2m 的 能 量 就 能 产生 粒子 对 ， 
而 且 是 在 束缚 坊 中 产生 自由 的 正 电 子 和 电子 。 如 果 束 缚 态 能 级 的 
岂 量 e<< 一 m, 这 样 的 场 可 以 自发 地 产生 正 电 子 ( 具 有 能 量 一 em) 
而 无 须 消 耗 外 来 的 能 量 ， 在 我 们 所 研究 的 场 中 , 当 ro-~>0 时 , 有 无 
限 多 个 这 样 的 “反常 ”能 级 (e< 一 轨 ， 所以， 如果 ->0 时 场 势 
Dr) 比 1/r 增长 得 快 , 这 样 的 场 就 无 法 用 狄 拉 克 理论 处 理 . 应 当 
着 重 指 出 ， 这 是 属于 两 种 符号 的 势 ， 虽然 粒 子 “ 落 "到 中 心 只 发 生 
在 吸引 的 情形 下 ,但 是 由 于 U=eg 的 符号 也 与 电荷 的 符号 有 关 ， 
所 以 , 在 一 种 情形 下 电子 能 级 的 行为 是 反常 的 , 而 在 另 一 种 情形 下 
正 电 子 的 能 级 是 反常 的 ;在 第 二 种 情形 下 , 场 产生 自由 电子 ， 

其 次 ， 我 们 来 研究 波 范 数 在 大 距离 上 的 行为 ， 如 果 7->co 时 
场 U(7) 衰 减 得 非常 快 , 那么 ， 当 确定 波 函 数 在 大 距离 上 的 渐 近 形 
式 时 ， 就 可 以 忽略 方程 中 的 场 ， 当 e> 时 ， 即 在 连续 谱 的 区 域 
内 , 我 们 回 到 自由 运动 的 方程 ， 这 时 , 波 函 数 的 渐 近 形式 (球面 波 ) 
与 自由 粒子 的 区 别 仅仅 是 出 现 了 附加 “ 相 移 "， 其 值 由 场 在 近 距 离 





山 比较 第 三 疮 $33. 和 非 相 对 论 理论 一 样 ，U (7) 应 该 比 177 衰减 得 快 . U~1/r 
的 情形 将 在 $ 36 中 专门 研究 . 
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己 | 入 的 数 x (当然 也 依赖 于 能 量 2)， 用 6. 表示 相 移 并 利用 自由 球 
酒 波 的 表达 式 (24.7), 我 们 可 以 立即 写 出 所 求 的 渐 近 公式 


2 Ve Te ) 





YT ， (35.7) 
一 ^/ 8— 1m (msin (pr 一 加 -+6 ) 
-或 者 , 考虑 到 定义 (35. 1) 肝 : 
Ee) es 


式 中 p=MB 二 mz， 公共 系 数 在 这 里 对 应 着 径 向 函数 按 (24. 5) 明 
一 化 . 
分 立 谱 波 函数 (e 二 mn) 在 7->co 时 按照 


= 一 /aeg=4aexp( —rV/m—e) 5 9 
-指数 衰减 , 式 中 的 do 为 常数 . 
和 非 相 对 论 理论 一 样 , 相 移 6.( 更 确切 地 说 , 量 e**" 一 1) 决 定 
该 场 中 的 散射 振幅 (关于 这 一 点 将 在 § 37 中 详细 讨论 ). 在 这 里 我 
们 并 不 着 手 研究 这 些 量 的 解析 性 质 (比较 第 三 卷 8 128), 我 们 仅仅 
-指出 ,esaw 作为 能 量 的 函数 , 在 粒子 束缚 态 能 级 的 对 应 点 上 仍旧 具 
有 极点 ， 函 数 eats* 在 这 种 极点 上 的 留 数 , 按 一 定 的 方式 与 相应 的 
分 立 谱 波 函数 的 渐 近 表达 式 中 的 系数 相关 ， 将 第 三 卷 的 非 相 对 论 
公式 (128. 17) 加 以 推广 ， 就 可 得 到 这 个 关系 。 必 要 的 计算 与 第 三 
: 卷 § 128 完全 类 似 . : 
将 方程 (35. 5) 对 能 量 微分 ,得 


(3 + EP (tm) =7y, 


4) ~ _m_merf 
( 守 roae te ™ VU) =- "i. 
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这 两 个 方程 分 别 乘 以 *9 和 一 7f, 而 式 (35, 5) 的 两 个 方程 分 别 乘 以 
一 "9 和 rf 然后 将 四 个 方程 逐 项 相 加 ， 全 部 约 简 后 , 我 们 得 到 


al (9 -和 =P+99， 
将 这 个 和 # 式 对 了 积分: 
(人 2- 席 )= ote rar, 
然后 求 "> 的 概要 了 妥 一 化 条 件 等 式 右边 的 积分 汪 





a [这 个 等 式 是 在 忽 略 了 有 世 和 有 1/7 的 项 的 条 件 下 由 式 
5. 5) 得 出 的 ]， 结 果 我 们 得 到 四 
zc 7 有 一 3) |=1 四 (35. 10) 

直人 区 人 公民 系数 (十 代替 了 27) 区 别 于 函数 x 的 类 似 - / 


的 非 相 对 论 公式 . 因此 , 没有 必要 重复 随后 的 计算 , 在 点 e= so(e 
为 能 级 ) 附 近 成 立 的 最 后 公式 是 


ez2i* 一 (一 1) 244 ry . (35. 11X . 








e 一 20V m+ten” 


式 中 4o 为 渐 近 表达 式 (35. 9) 中 的 系数 ， 


习 - 题 

求 > 很 小 时 小 函数 在 场 9~r-*(s<D 中 的 极限 形式 . 

解 ”对 于 自由 粒子 , 当 * 很 小 时 我 们 有 :f~r?，g~r*, 因而 当 1<Y? 时 - 
站 六 9 而 1>>U 时 fg， 我 们 假设 (其 结 果 被 证 实 ) 在 所 研究 的 场 中 这 个 关系 : 
式 也 是 成 立 的 ， 当 1<4( 妈 1 一 j 一 1/2, x 二 一 1 一 1 时 ， 式 (35.4) 的 第 一 个 - 
方程 中 含 g 的 项 可 以 路 去 ,因而 仍然 有 f~r'， 第 二 个 方程 给 出 9~ 了 f+ 可 ， 所 - 
BA grit ri 可 以 按照 类 似 的 方法 研究 ?> 性 的 情形 结果 我 人 
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1 一/ 时， 一 TD 9 一 7 人 
i>>L' 时 : 了 TI， g~r!, 


3 36、 在 库仑 场 中 的 运动 
我 们 从 波 函 数 在 很 小 距离 上 的 行为 着 手 来 研究 在 库仑 场 这 
种 重要 情形 中 的 运动 性 质 ， 为 确定 起 见 ， 设 场 为 引力 场 : UV 
一 一 Zaj rd 
当 7 很 小 时 , 方程 (35. 5) 中 的 e 土 项 可 以 忽略 ; 这 时 
(fm) Tfr— gr=0, 


rp 
;KROL Lp 
(gr) -97 十 > fr=0. 


两 个 沙 数 fr 和 gr 平等 地 包含 在 这 两 个 方程 中 ， 所 以 它们 具有 
的 同 次 项 : J7= 二 ar”, gr? 二 br*。 代入 方程 中 给 出 
a(y+r)—bZa=0, aZat+b(y—x«)=0, 
得 此 得 到 
y =K/— (2%)°. - (36. 1) 
令 (2Z0) <。 这 时 ?为 实数 而 且 应 该 选择 正 值 : 相应 的 解 
或 者 在 7 二 0 时 不 发 散 , 或 者 比 另 一 个 发 数 得 较 慢 . 这 种 选择 的 合 
理性 可 以 通过 了 研究 在 某 个 很 小 的 r。 上 截止 的 势 ( 如 同 在 上 一 六 中 
斯 闻 明 的 那 洋 ) 和 取 极 限 r,。->0 (比较 第 三 卷 $ 35 中 类 似 的 讨论 ) 
得 到 证 实 ， 这 样 ， 
f= = constr 1 
y= Ba = VOT Zo. 





. (36. 2) 


GD 在 通常 的 单位 中 ,UT 二 一 Zer/r。 过 渡 到 相对 论 单 位 有 时，e? 用 无 量 纲 的 最 a 
代入. 
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虽然 波 国 数 在 >=0 时 可 能 变 成 无 限 大 (如 果 ?<1， 但 是 对 | 网 乒 
的 积分 仍然 是 收敛 的 ， : 

如 果 (20) >K ， 则 由 式 (36. 2) 给 出 的 两 个 y 值 是 虚 的 , 对应. 
的 解 当 r>0 时 像 7+-!cos(|y| In7) 一 样 摆动 : 这 又 相当 于 “ 落 " 到 
中 心 的 情形 ; 上 面 已 经 阐述 过 了 ,在 相对 论 性 理论 中 这 是 不 能 容许 
的 .因为 x* 宇 1, 这 意味 大 在 狄 开 吏 理论 中 公有 对 Zz 过 1, 即 和 < 
137 时 , 才能 看 成 是 纯 库 仑 场 . 

现在 对 2 二 137 时 出 现 的 情况 作 点 定性 描述 ， 为 了 避免 +r 二 人 0 
处 边界 条 件 的 不 确定 性 , 应 该 再 次 考虑 在 某 个 7。 上 的 截止 势 (H. 
.ToMepaHyyK, . A. CMODORHHKCKH 站 ， 1945)。 这 不 仅 具 有 形式 - 
上 上 的 意义 , 而 且 有 直接 的 物理 意义 ，Y>137 的 电荷 事实 上 只 可 能 
集中 在 某 全 有限 半径 的 “超重 " 核 内 ， 因 此 我 们 来 研究 r。 为 已 知 : 
时 , 能 级 分 布 如何 随 着 2Z 的 增加 而 改变 . 

在 “ 非 截止 "库仑 场 中 ， 当 Za=1 时 低能 级 的 能 量 ei 变 为 零 , 
且 e1(2) 的 相关 曲线 中 渐 当 Za 二 1 时 能 级 ei 变 成 虚 的 [参看 
下 面 的 式 (36. 10)]， 在“ 截 正 " 场 中 , 对 给 定 的 ro 和 天 0, 只 在 某 个 Qax: 
>>1 时 ， 能 级 ej 才 通 过 零点 ， 但 是 &1 = 二 0 的 意义 在 物理 上 是 分 不 
出 来 的 ;而 当 7o 关 0 时 ， 从 形式 上 也 分 不 出 来 一 一 et( 幼 的 相关 则 : 
线 在 这 里 不 中 断 ， 当 ZZ 进一步 增加 时 , 能 级 继续 下 降 ; 在 达到 某 个 . 
确定 的 “临界 ? 值 2=Z。(70) 时 , 能 量 s, 达到 低能 级 连续 谱 的 边界 
(一 m)， 如 上 和 节 所 述 ， 这 意味 着 产生 自由 正 电 子 所 要 求 的 能 量 为 : 
等 .所 以 ,临界 伸 和. 是 "给 定 的 “ 裸 " 核 可 HH 此 具有 的 最 大 电 衔 . 

当 2 一 2 时 ，e! 二 一 m 的 能 级 从 能 量 上 讲 有 利于 产生 两 个 电 . 
子 - 正 电子 对 ， 两 个 正 电子 到 达 无 穷 远 处 且 带 走 2(1ej| 一 m) 的 动 
能 ， 而 两 个 电子 填充 能 级 ce:/， 结 果 形 成 K- 沈 层 被 填 满 ,电信 Znx 
=Z 一 2 的 “离子 ”(C. C. Tepureiit, 入. B, 3eupmroBz 1969). 一 直 
到 Z 盖 Go 达到 下 一 个 能 级 的 边界 一 m 所 对 应 的 2Z 值 , 这 个 系统 部 、 

ae 1I37 * 








-是 稳定 的 人 @， 
最 后 我 们 指出 ,即使 在 点 电荷 的 情形 下 , 小 距离 上 势 的 分 布 也 
因 镶 射 修正 而 受到 影响 ， 但 是 辐射 修正 的 计算 对 Zoa 的 修正 量 
为 一 %. : 
现在 我 们 来 研究 波动 方程 的 精确 解 (G. Darwin，1928; W. 
“Gordon, 1928). 
分 立 谱 (e 二 m). 我 们 要 寻找 的 函数 了 和 9 是 


f=vVmte ep CGO 十 Go)， (36. 3) 
9 一 一 1 一 ec207 1(9 一 @:)， 
-起 中 引入 了 符号 
D 一 247，14 一 /5 一 82，? 一 /KE 一 人 202 . (36. 4) 


:由 于 我 们 已 经 知道 函数 在 ->0 时 的 行为 (36. 2) 和 p->oo 时 的 指 
数 攻 减 (~e 7 少 因 此 , 这 种 形式 是 合理 的 .又 由 于 在 库仑 场 的 情 
形 下 , 当 D->co 时 (35. 3) 的 第 一 个 学 式 应 该 满足 ， 所 以 , 当 p->co 
,0 1 V2. 

将 式 (36. 3) 代 入 式 (35.4), 我 们 得 到 方程 


p(Q1+ QD)’ + (y+ (G+ 0) —pQst Za ee (9 一 92) 








p(Q1—02)'+ (7—K) (0 —0) +p0s— Za /+E(Q+0;) 
一 0 
< 后 号 表示 对 p 微 分 )。 它 们 的 和 与 关 给 出 


QD 警 如 说 , 如 果 核 电荷 均匀 地 分 布 在 半径 re==1.2.10-1: cm 的 球 内 ， 临 界 值 2 。 
一 170, 下 一 个 能 级 在 4 多 =185 时 到 达 边 界 一 m(B.C.1onos,1970)， 定量 理论 的 详细 
论述 可 参看 网 B. 3ez5xoaa 和 了 .0C. Horog 的 概述 性 文章 (YPH，1971，T.105,C， 
-403) 。 . 
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p0H( ?一 2 )g+ (« Zam)0,=0, C30. 5) 


pOit( ?+ 一 0 )a:+( «+ )0=0, 
-王者 ， 消去 :i 或 Ys, z 
pO + (2y+1—p)! —(»— 





2 )o， 一 0， 


p pe ~ Zae 加 
pI + (2y+1—p)Q!— (y+1— 2 )0:=0 
[这 里 用 了 yy 一 (Zre/D? = 二 Kk 一 (Zam/ 人 )*]， 这 两 个 方程 的 解 在 
.P= 二 0 时 是 有 限 的 : 


0 =4K(y 一 一 27+DP) 


Q:= BF( p+1—2%, 2y 十 1， p ) 


式 中 (a, p,z) 是 合流 超 几 何 函 数 ， 令 式 (36. 5) 的 任何 一 个 方程 
中 p 二 0, 我 们 求 出 常数 4 和 B 之 间 的 关系 : 


一 一 Zae/4 1 下 
B=— KZ (36. 7) 


式 (36. 6) 中 的 两 个 超 几 何 函数 应 该 化 为 多 项 式 (否则 当 p-> 
.co 时 它们 将 按 ee 增长 ， 因 而 所 有 的 波 函 数 将 按 ef 增长 )， 如 果 
参数 a 等 于 负 整 数 或 零 , 则 函数 (a, Bz) 就 是 多 项 式 ， 我 们 引入 
:符号 Ro, 











(36. 6) 


y — = —n,. (36. 8) 


如 果 2 一 1 2,…， 两 个 超 儿 何 国 数 就 化 为 多 项 式 。 如果 1,.=0, 则 
其 中 只 有 一 个 是 多 项 式 ，7. 二 0 意味 着 y 二 2Zae/4, 这 时 不 难 证 明 ， 
Zam/4 二 |K|。， 如 果 x 二 0, 则 系数 BB 等 于 零 ， 因 而 8 二 0, 所 要 求 
物 条 件 被 注 是 。 而 如 果 k 二 0， 则 B= 一 4,%.= 二 0 有 时 8; 仍然 发 散 ， 
: 拍 此 可 见 , 量子 数 % 的 容许 值 是 


”了 J59。 


= 1, 2, °° K<0 时 (36. 9) 
1, 2, 3,，…* KK 过 0 时 . 
根据 定义 (36. 8), 我 们 求 出 分 立 能 级 的 表达 式 如 下 : 
名 =|1+ (Za) ra (36. 10) 
2 (Vv 2 一 (0) +R) 
特别 是 , 基态 能 级 lsvs(|x|=1 ww 一 0 的 能 量 为 : 
6 一 WMA] 一 (Za)2 
当 Za&1 时 ,公式 (36. 10) 的 展开 式 的 首 项 是 
2 (Za)? (Za)? 3 
m= 2(C|k| 二 +n.)? ia + 人 TT -zr |} 


利用 符号 ,十 Tx| = 二 (=1,2,…) 并 注意 到 |x|=7 十 1/2， 我 们 就 : 
回 到 早先 利用 微 护 论 所 得 到 的 公式 (34. 分 ， 正 如 在 § 34 未 所 指出 
的 ， 这 个 展开 式 后 面 的 项 没有 意义 ， 辐 射 修正 项 明显 地 超过 这 些 
项 ， 但 是 ， 公 式 (36. 10) 在 Za~1 时 的 精确 形式 是 有 意义 的 ， 我 
们 看 到 ， 近 似 公式 (34. 4 所 表示 出 来 的 能 级 的 二 重 简 并 在 精确 公 
式 中 也 是 存在 的 : 因为 精确 公式 中 只 含 |x|， 所 以 7 相同 而 ?不同 
的 能 级 仍然 是 重合 的 . 

在 波 函 数 中 我 们 还 要 确定 公共 归 一 化 系数 4. 照例 , 分立 谱 波 
函数 的 归 一 化 条 件 是 | lyl*dsz=1; 对 于 函数 1 和 yg， 这 意味 着 
条 件 

| Ge+g9radr=1 


求 4 的 最 简单 方法 是 从 函数 在 +>co 时 的 渐 近 形式 出 发 ， 利 用 浙 : 
近 公式 


FP(—n,, 2y + 1, p) 一 (一 P)m 


[参看 第 三 郑 ( 14) 我 们 求 出 


9 60 。 





T(2y+1) Lr vins -1 


将 这 个 公式 与 下 面 将 要 导出 的 表达 式 (36. 22) 比较， 就 能 确定 4. 
然后 将 以 上 公式 收集 在 一 起 ， 我 们 就 能 完全 地 写 出 归 一 化 波 函数 


| 
g) (2»y+1) 


(m 土 e) 厂 (27 十 Rr 十 1) 人 
IPA -1 一 hy 
mS kn) | (2Ar)’-'e-? x 


x 多 一 )P( 一 mr 2 十 1, 247) 


寺 nsP- (1 一 n;, 2 十 1,247)! (36. 11) 
《上 面 的 符号 属于 f, 下 面 的 属于 9). 

连续 谱 (e 二 mm)， 没有 必要 重新 解 连 续 谱 状态 的 波动 方程 . 这 
-种 情况 的 波 函 数 , 可 以 通过 代 换 人 D 


/Mm—e —>—iA/e—m,14—>—1ip, Nr——>y—? ~ 
(36. 12) 


由 分 立 谱 波 立 数 得 到 (关于 根 vVm 一 e 在 解析 延 拓 时 的 符号 选择 ， 
参看 第 三 卷 § 128). 但 是 应 恋 重 新 进行 函数 的 妇 一 化 . 

在 式 (36. 11) 中 进行 这 些 代 换 ,函数 和 9g 可 以 写成 
1|= Metm 十 ?2m ,A' ei?7 (2p7)*- 1 EX 





纪 iefitm 
x [el 有 (一 i 2 十 1 一 2ip7r) 干 e- 有 (十 1 一 让 ，2?2 十 1， 
—21ip7) J], 
式 中 4' 是 另 一 个 归 一 化 常数 , 而且. 
Zae et i st 
?一 一 jv (36. 13) 


;' @ 在 本 节 的 下 面部 分 , p 代表 |p! 一 Ve? 一 mz。 
Ge 


直 于 yp 十 (Zaejp)?=K? 十 (ZXIm/7)',& 是 实数 量 . 
根据 公式 
F(z, Pp, 2) 一 6 有 (AR 一 2 f,—2) 
[参看 第 三 营 C4,10)j, 我 们 有 
FOOT1—iy, 2 十 1 —2i9.) =—=e PF(y -Hi 3» 1, 219°) 
=e™ Py—iy, 2p+1, —21ip7) 
所 以 


有 一 214 atm 2pr)" Re "oF (一 ip 2y + 1 


— 2127)} (36. 工 全 
将 这 个 范 数 的 浙 迁 表达 式 与 归 一 化 球面 波 的 一 般 表 达 式 (55.7) 
进行 比较 , 就 可 以 决定 归 一 化 系数 4. 我 们 直接 写 出 用 这 种 方法 得 
到 的 连续 谱 波 函 放 的 表达 式 (然后 对 它 加 以 验证 )@:; 


fl -28/2 [me IT +1+iy)| (227) 
9 V Cy+1) mn 


x Re eFCy iy, 2y 十 1, 一 2i27))} ， (36. 157 

这 个 函数 的 渐 近 直达 式 可 以 利用 第 三 营 的 公式 (4d, 14) 求 出 ， 

而 现在 只 有 该 公式 的 第 一 项 才 有 意义 (第 二 项 按 1/7 的 高 次 完 减 
小); 








fi_V2 Emsin( -型 ) z 
7 V/ os pr+6,.+ rln2pr 上 (36. 16) 


式 中 
6,.=£&—argT (y+1t+iy)— | (36. 17) 
或 


Q@ 斥 力 场 中 的 波 函 数 可 改变 Za 前 的 符号 ( 即 改 变 ? 的 符号 ) 得 到 . 
ee。 TI62。 





2 Kipm/e 大 人 十 1 一 ip) ne- -618 
“ 4 一 ip Ty+1tiy) (36. 18) 


为 了 次 了 考 方 便 , 我 们 指出 极端 相对 论 和 情形 (e 闻 mp ~ Yo 下 的 


四 k PHI-iZo un 36:19) 
® TI 436: 19) 


表达 式 (36. 16) 与 (35. 的 的 区 别 只 是 三 角 函 数 宗 量 中 的 对 数 
项 ， 正 如 在 莓 定 启 方 程 中 那样 ,库仑 场 的 级 慢 误 减 导致 波 相配 变 ， 
波 相 哮 变 又 变 成 ? 的 变化 缓慢 的 函数 1 
在 se<m 的 区 域内 进行 解析 延 拓 时 ， 表 达 式 (36. 18) 下 如 下 





e212, La L(y +1 ga/D or- -7)。 (36. 20) 


yy—2Zam/A {L(y tl+Zee/ 及 
这 个 表达 式 在 下 列 各 点 上 有 极点 : 了 十 1 一 poe/4=1 一 try n=1, 
(分 子 上 厂 - 函 数 的 极点 )， 还 有 点 y 一 Zre= 一 nN, 二 0 (如果 这 
”时 «<0. 正如 所 期 待 的 , 这 些 点 与 分 立 能 级 相合 .. 加 
在 加 基 0 的 任何 极点 附近 ,我 人 有 
Zam ee 


02. 1 _ 4 
”aT FITm) v+1 3/ 


它 的 极点 附近 的 厂 - 函数 ， 可 以 利用 公式 
六 (zz 大 (1 一 z) = r/sinrz 求 出 : 


Zoe\ | NW a 
z Tri 及 “TO T= -Dae 





saa( V+1— Ze)~ 00S fr a ae) (eo) 


=(— — 1) em (ean) 
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式 中 26 为 能 级 .由 此 可 见 中 ， 


e-i (2 « ) 
1 A 1 
216., ~, lit+ner ~- 一 
(—D) 81 (2y 二 1 二 +n,) Zam’: e—eo (36. 21) 


在 上 节 末 曾经 得 到 公式 (35. 11)， 它 把 函数 ez 在 其 极点 上 
的 留 数 与 相应 束缚 态 波 国 数 渐 近 表达 式 中 的 系数 联系 起 来 . 但 是 
在 库仑 场 的 情形 下 ,这 个 公式 应 该 稍 加 改变 ,因为 >(35.7) 中 的 恒 
定 相 移 6. 在 式 (36. 16) 中 被 6. 十 >ln(22pr) 代 替 , 所 以 式 (35. 11) 的 
左边 不 能 写成 es 而 应 该 号 成 
exp(2i0, -+ 2ivln2p7)— >e "(2iAr) nr 
利用 式 (36. 21) 并 由 式 (35. 11) 定 出 系数 4o ( 它 现在 将 是 7 的 叙 国 
数 ), 我 们 求 出 分 立 谱 归 一 化 波 国 数 的 渐 近 形式 ; 


f=| (Zam/A—«) (m+e)r | 和 
2n.!1 Zam 六 (2 十 1 十 2 ) 


这 个 公式 在 确定 函数 (36. 11) 中 的 系数 时 已 经 用 过 了 . 


€ 





)w+” (36. 22) 


$37， 在 有 心 对 称 场 中 的 散射 
粒子 在 力 心 固 定 的 场 中 散射 时 , 波 函 数 的 渐 近 表达 式 为 @ 


有 一 Weipz 十 四 人 (37. 1) 


这 里 wx* 是 入 射 平面 波 的 双 旋 量 振幅 双 旋 量 必 w 是 散射 方向 
n' 的 函数 ,每 给 出 一 个 n' 值 ， 它 的 形状 (当然 不 是 它 的 归 一 化 形 
式 ) 都 与 1 方向 上 传播 的 平面 波 的 双 旋 量 振幅 一 样 . 
我 们 在 § 24 中 曾经 看 到 , 平面 波 的 双 旋 量 振幅 完全 决定 于 二 

分 量 的 量 一 一 三 维 旋 量 w， 它 是 粒子 的 静止 参考 系 中 的 非 相对 论 
性 波 函 数 . 这 个 旋 量 可 以 表示 通 量 密度 : 它 正 比 于 w*w (其 比例 

QD 不 难看 出 ,这 个 公式 在 ww=0 的 情形 下 仍然 是 正确 的 . 

加 在 3$37,$ 38 中 ,2 代表 [|p| ,而 & 和 P 是 分 别 作为 振幅 指标 写 出 的 . 

154。 





系数 仅仅 依赖 于 能 量 。， 因 而 对 于 入 射 粒 子 和 散射 粒子 是 相同 
的 )， 所 以 ,散射 截面 do = (w'*w'/w*w)do， 或 者 像 $ 24 中 那样 ， 
由 入 射 波 的 归 一 化 条 件 w*w==1 得 
do =w'*w'do. 
我 们 引入 散射 算 符 f, 它 的 定义 式 是 
w= fw. (37, 2) 
由 于 量 w, w' 有 两 个 分 量 ， 这 样 定义 的 算 符 就 与 非 相对 论 散 射 理 
论 中 考虑 了 自 旋 的 散射 振幅 算 符 完全 相似 (第 三 着 8 140). 因 此， 
可 以 直接 应 用 在 那里 所 得 到 的 通过 波 函 数 在 散射 场 中 的 相 移 来 表 
示 算 符 的 公式 , 为 此 只 需 将 第 三 卷 $ 140 中 引入 的 相 移 时 和 67 用 
”相对 论 公式 (35.7) 中 所 出 现 的 6. 表示 出 来 ， 值 得 注 意 的 是 ，51 
和 76 是 轨道 角 动量 为 !， 总 角 动 量 为 =! 十 1/2 和 7=7 一 1/2 的 
状态 的 相位 ， 按 照 定 义 (35. 3),7= 上 1/2 时 k= 一 1 一 1, j=1 一 
1/2 时 «二 4。 所 以 我 们 应 该 进行 改换 


Ot—>6_4ry, Or——>0, 


(请 注意 ,6 的 指标 现在 代表 « 的 值 ! )， 因 此 ,我 们 得 到 下 列 公式 : 
f=A+Bv.o, (37. 3) 


A=F7 SEL+D (erm 一 D) 十 (es 一 1D)]Pit(eosb)， 
t=0 . 
(37. 4) 
Tv ai ai 
B= 芳 之 (e? —ei31) Pl (cos0), (37. 5) 


式 中 vv 是 方向 nxn’ 上 的 单位 矢量 . 

由 于 妈 是 静止 参考 系 中 的 旋 量 波 函 数 , 所 以 ,散射 的 极 化 性 质 
要 借助 了 用 和 第 三 卷 §140 中 相同 的 公式 描述 . 

在 库仑 场 的 情形 下 ， 有 可 能 把 4(9) 和 B(9) 通过 一 个 函数 表 


° 163。 


示 出 来 ,其 计算 过 程 简 述 如 下 @: 
对 于 库仑 场 ,相位 6. 由 公式 (36. 18) 给 出 ， 它 的 形式 是 


2 ， 
人 2 iv 一 - (ei Ze *) KK OO 
~ pp /lx| 


_ / (一 12) ix(lnl -7y) 
“一 -TT(y+1 填词 


《我 们 看 到 , x0 时 se" 一 et kx<0 时 ex= 一 se)， 利 用 这 样 引 
入 的 量 ,级 数 (37. 4), (37. 5) 可 以 写成 


A(O)= 0(0) 一 ie FO), 








(37. 6) 








(37. 7) 





B(0)= -5t8 多 "GC0) + Ze otg .F(0), 
式 中 | 


G(0)=- FEOP +P. )， P(0)= 计 B10(P, Pi.). 





(37. 8) 
级 数 B(0) 变 换 时 利用 了 勒 让 德 多 项 式 之 间 的 下 列 递 推 公式 
Pi 十 忆 ; 一 —etg $1(Pi—Pi.), (37. 9) 
Pi —Pi-.;= =tg5 7 (了 ;十 己 - 1). . (37. 10) 
另 一 方面 ,按照 恒等式 
(十 "os 人 了 Co [CPi(cos0) 一 os 人 
= LLPi(cos0) +P,-; (cos0) ]， 四 (37. 11) 
水 数 (0) 和 G(0) 以 关系 式 
GQ= (1 一 cosb) 了 了 一 一 eg 5 (37. 12) 


DD Gluckstern R.L.,Lin S.R.//J. Maih., Phys,1964,V.5,P.1594, 
e 66 。 





互相 联系 ， 这 样 , 4(0) 和 B(0) 就 通过 一 个 函数 (0) 表示 出 来 0. 


§38， 极 端 相对 论 情形 中 的 散射 


现在 我 们 专门 研究 极端 相对 论 情形 (e 污 m) 中 的 散射 ， 在 第 
一 级 近似 中 ， 我 们 完全 忽略 波动 方程 中 的 质量 m， 这 时 对 应 用 
旋 量 表象 b= 比较 方便 因为 上 和 了 的 方程 当 和 ma=0 时 可 以 
分 开 : 

—io.Vé=(e—)é, —iog:v7=—(e~—U)7) (38.1) 
《具有 “中 微 子 ”形式 , § 30). 
在 了 方向 上 极 化 的 电子 的 螺旋 性 状态 对 应 于 波 函 数 4= 


0 
人 而 对 于 和 相反 的 极 化 方向 上 有 +=(°) 由 于 & 和 7 的 


方程 可 以 分 开 , 显然 这 个 性 质 在 散射 时 不 会 改变 。 换 名 话说 ,在 极 
端 相 对 论 电 子 散 射 中 , 螺旋 性 守恒 ， 由 对 称 性 (纵向 极 化 ) 考 虑 , 显 
然 ， 在 纵向 极 化 的 螺旋 性 粒子 的 散射 中 没有 方位 对 称 性 、 还 可 以 
: 渐 言 ,螺旋 性 电子 的 散射 截面 与 螺旋 性 的 符号 无 关 , 这 是 因为 有 心 
力 场 对 反 演 变换 不 变 ,而 螺旋 性 在 反 演 时 变 号 . 
在 极端 相对 论 情形 中 ， 公 式 (37. 3) 一 (37.5) 可 以 大 大 简化 
‘(D. R. Yennie, D.G. Ravenhall, R. N. Wilson, 1954). 
壁 如 说 ， 令 入 射电 子 的 极 化 语 着 运动 方向 n， 对 于 有 一 定 
3,or 值 的 平面 波 来 说 , 旋 量 红 二 (十 X) /V2 J] 正比 于 波 的 标准 
表象 中 出 现 的 三 维 旋 量 w. 因此， 在 新 的 表象 中 ， 入 射 波 和 散射 
波 的 旋 量 振幅 之 间 的 关系 仍然 用 同样 的 算 符 了 给 出 . 
由 于 散射 的 结果 , 极 化 矢量 随 动 量 一 起 转 到 方向 ?mr 上 ., 所 以 ， 
@ 函数 丸 (9) 不 能 通过 基本 函数 表示 成 封闭 形式 ,但 是 可 以 写成 确定 的 二 重 积分 
先 形 式 一 一 参看 上 一 注解 所 指出 的 论文 . 
。 TI67el 


算 符 了 对 电子 自 旋 波 函数 的 作用 归结 为 自 旋 绕 vb 轴 转 动 9 角 (和 
n' 的 卖 角 )， 这样 的 转动 又 等 价 于 坐标 系 绕 同 一 轴 在 相反 方向 人、 
转动 , 即 转动 一 9 角 ， 由 此 得 出 ，f 应 恋 与 坐标 系 作 上 述 改变 时 波 
函数 的 变换 算 符 [ 即 作 代 换 6-> 一 9 的 算 符 (18. 17)] 相 同 (只 差 一 
个 系数 )、 比 较 式 (37. 3) 与 (18. 17) 我 们 求 出 : 


4= 一 itg 5 (38. 2) 
所 以 ,在 极端 相对 论 极限 下 ， 


如 果 利 用 同一 极限 下 相位 6. 和 6-。 之 间 的 关系 式 , 4(6) 的 表 
达 式 (37. 4) 也 可 以 简化 .为 了 推导 这 个 关系 式 , 我 们 注意 到 , 当 删 - 
去 有 台 的 项 以 后 , 函数 了 和 9 的 方程 (35. 0) 对 代 换 

罗 K 一 一 K， 了 >9，9 一 一 上 
不 变 ， 这 种 代 换 并 不 影响 粒子 或 场 自身 的 参数 ， 所以， 必定 有 
f.19. 二 一 9-,/f-,， 代 入 浙 近 表达 式 以 后 得 出 


tg(zr 一 尝 + G. )= 一 ctg(2r 一 到 + GO-。 ) 


-一 P T 1 
0 一 0-， CL 一 DD 子 ++(n 革 评 )， 
由 此 得 出 
67s. =. (38. 4) 


利用 这 个 关系 式 [ 并 在 式 (37. 4) 的 第 一 项 中 用 1 一 1 代替 求 和 指标 
7], 我 们 得 到 z 


A(O) =5y Ee" — DEPiCeos0) + Pr-1(e0s0)] (38. 5). 
由 式 (38. 2) 得 出 ，Re(4B*) =0， 这 意味 着 在 所 考虑 的 近似 
下 ,截面 和 粒子 的 初始 极 化 无 关 , 非 极 化 束 在 散射 后 仍然 是 非 极 化 


se 168» 


的 [参看 第 三 卷 公式 (140. 9) 一 (140. 10)]， 我 们 还 看 到 ， 当 > 
时 ,4(0) 的 表达 式 (38, 5) 像 (x 一 0)' 一 样 趋 于 零 [ 因 为 Pi( 一 ) 一 
《一 蕊 ]， 同 时 趋 于 零 的 还 有 截面 
do 2 2 | A00) | 
do 141° 十 1B| 一 0- 


2 
2 


(38. 6) 


COS 


这 些 性 质 在 小 量 m/e 的 较 高 级 近似 中 自然 不 会 发 生 . 特别 是 ， 分 
析 表 明 , 当 6->x 时 , 截面 趋 于 和 (rn/e)” 成 正比 的 极限 . 

对 于 极端 相对 论 情形 中 的 库仑 场 ， 相位 6. 不 依赖 于 能 量 ， 这 
由 式 (36. 19) 显 而 易 见 2。 所 以 ,在 纯 库仑 场 中 ， 当 e 仿 mn 时 , 敌 射 
截面 的 形式 是 

do=Ezido，， (38.7) 


式 中 的 仅仅 是 角度 的 国 数 . 


39， 库 仑 场 中 散射 的 连续 谱 波 函数 系 

我 们 将 在 后 面 ($ 95，$§96) 研 究 极 端 相对 论 电子 在 重 核 (Za~ 
1) 场 中 邦 射 时 所 发 生 的 名 稀 非 弹性 过 程 .为 了 计算 相应 的 矩阵 
元 ， 我 们 需要 这 样 的 波 隐 数 : 它们 在 7->% 时 的 竹 近 形式 应 该 契 
平面 波 和 球面 流 的 合 加 . 

我 们 将 看 到 , 在 极端 相对 论 请 形 下 (电子 能 量 e 泡 m)， 由 电子 
传递 给 核 的 动量 仁 &= | 如 一 如 | 一 在 散射 中 起 主要 作用 .与 这 
个 g 值 对 应 的 “碰撞 参数 ”为 p~1/q~1/m, 电子 的 偏转 角度 @ 

?7 


9 一 人 人 (39. 1) 








@ 这 由 方程 (38.1) 直 接 可 见 ， 因 为 对 库 仓 场 来 说 ,能 量 s 一 般 可 以 通过 代 换 r-> 
-了 “/s 从 方程 中 消去 . 
@ 在 本 节 中 , p 代表 |p|. 

ee TIG69 sj 


从 坐标 (到 中 心 的 距离 ) 和 * 一 yeosg 来 看 , 这 意味 车 区 域 
p=rsinbg~ 2 一念 一 条 (1 一 cos 信 一 1 (39., 2)- 
这 时 ve 可 见 所 涉及 的 距离 是 很 大 的 ， 

我 们 把 狄 拉克 方程 写成 
(e—U—mp+isv) Y=0, 7= 一 他 (39. 3) 
”将 它 变 成 二 阶 方程 ， 为 此 ， 将 算 答 (eTD+ wpe 应 用 于 

(39. 3): 
(AF p20) y= Cia. YI 一 05% (39.4 
由 于 在 所 考虑 的 区 域内 ?六 Za/e 所 以 Ue 在 一 级 近似 中 ， 

式 (39, 4) 的 右边 可 以 忽略 , 琵 下 的 方程 


(A++ + y=0 (9.5 
人 的 和 
ET + = 0 (39. 5ay 


在 形式 上 是 一 样 的 ,区 别 仅仅 是 参数 竺 号 的 明显 改变 (在 “势能 "中 
所 人 一 人 外 因子。/m)， 因 此 ,我们 可 以 直接 生出 具有 所 和 来 的 
新 近 形 式 的 解 (参看 第 三 着 $ 136). 


例如 , 包含 渐 近 平面 波 (cceie ) 和 有 向 外 并 的 球面 波 的 波 本 
数 具 有 如 下 形式 : 


一 0 io" [i201 -pn 
C=e"?"/27T (1 一 


式 中 万 为 合流 超 几 何 函数 ，4.， 是 平 而 全 定 双 屁 村， 其 娃 
一 化 条 件 是 我 们 在 (23. 人 中 所 采用 过 的 
2 ?一 271。 《39.7》 





(39.8)- 


| ,170°+ 








波 函 数 (39. 6) 的 归 一 化 应 该 使 平面 波 的 渐 近 表达 式 具 有 通常 
移 形 式 : 





这 相当 于 在 单位 体积 中 有 一 个 粒子 。 由 于 在 极端 相对 论 情形 下 
2 之 2, 在 式 (39. 6) 中 可 以 假设 Zae/p~ Za “ 
=0 Fliga, 1,i(pr—p:7)], (39.8) 


C 一 ez 六 (1 一 1iZa)， 
应 该 注意 的 是 , 虽然 我 们 研究 的 距离 非常 大 ,以 致 于 pr 六 1 但 
是 式 (39. 8) 中 的 合流 超 几 何 函数 不 能 用 它 的 渐 近 表达 式 代替 ， 函 
数 忆 的 宗 量 不 是 p7, 而 是 pr(1 一 cos9), 我 们 不 能 假定 它 是 一 个 很 
大 的 量 @. | : 
在 应 用 中 , 当 乡 具有 不 同 于 式 (39. 8) 的 旋 量 结构 时 , 还 需要 下 
面 的 近似 [ 式 (39. 8) 中 的 旋 量 结构 可 以 化 为 因子 we]， 为 了 计算 
这 个 近似 , 我 们 把 攻 写 成 
p=" (UpP i+). 
在 方程 (39. 4) 的 右边 只 保留 如 的 线性 项 , 就 得 到 函数 9 的 方程 
(A+2ip:V—2eDD)9=—iu,po. VU. (39. 9) 
为 了 求 出 它 的 解 , 请 注意 , 函数 了 满足 方程 
《A 十 2ip.vV— 2eU)F=0 
[将 式 (39. 6) 代 入 (39. 5) 即 可 证 实 ]， 对 这 个 方程 应 用 算 符 w， 我 
们 得 到 





(A 二 +2ip.Vv—2eU)VvF=2eFvU. 


@ 在 第 三 卷 4 135 中 , 我 们 关心 的 是 任 党 大 的 7; 因此 ,这 样 的 代 换 对 任意 角 嵌 
-都 是 可 能 的 . 
es II7ZIe， 





再 与 方程 (39. 9) 比较 , 我 们 求 出 
一 -Ee V) 0， pF. 


中 及 其 类 仆 的 函数 人)( 它 的 浙 近 表达 式 中 包含 一 个 向 内 
的 球面 波 ) 的 最 后 表达 式 是 


C ie ， 
y=" (1 一 吝 '， ya DiCpr— pr) ls 








=e (Ev) -ise, 1, —iCprt pr) Jus, 
(39. 10) 
C=e"2°"2T (1—iZa) 

(W. H.Furry，1934)， 我 们 还 要 写 出 具有 “ 负 频 率 ” 的 类似 本 数 

(-.,-s)， 当 研究 有 正 电 子 参加 的 过 程 时 就 需要 这 样 的 函数 . 

可 以 由 在 函数 %.s 中 作 代 换 pp 一 一 了 ，e 一 一 得到， 而 ?三 并 

不 改变 [因此 ,从 原始 表达 式 (39. 6) 可 以 看 出 , 超 几 何 函数 的 参数 

iZa 改变 符号 ; 在 (39. 6) 中 , 这 个 参数 以 这 aa/2 的 形式 出 现 ]， 于 - 

是 , 我 们 得 到 


0 ie (+ 区 v )F[--izmwl i(pr 
+p:7) Ju-.,-», 

D2,. n=" (+ -9 )rLiza, 1, —i(pr 
-pws (39. 11): 


C=e- "TT (iZa)., 


对 上 面 的 计算 还 必须 做 如 下 说 明 ， 于 单 值 地 过 择 该 动 方程 
的 解 , 我 们 的 渐 近 条 件 本 身 是 绝对 不 够 的 (这 很 显然 ， 因 为 我 们 总 . 
可 以 给 洒 附 加 任 一 个 向 外 的 库仑 球 面 波 而 不 违反 这 个 条 件 )， 把 
方程 (39. 5) 的 解 写 屿 (39. 6 的 形式 就 不 言 而 只 地 满足 了 这 样 的 要 
@ 1I72% 





求 : 解 在 >=0 时 是 有 限 的 .这 样 的 要 求 在 第 三 卷 §5 135, $ 136 中 
是 必须 和 的， 在 那里 ， 所 研究 的 是 对 整个 空间 都 正确 的 精确 醇 定 说 
方程 的 解 @， 而 现在 , 方程 (39. 5) 只 对 大 距离 成 立 , 因而 解 的 选择 
天 要 进一步 的 说 明 . 
这 可 由 如 下 事实 给 出 : 大 的 “ 磁 撞 参数 "p=rsing 对 应 着 大 
的 轨道 角 动 量 !/ 和 小 的 散射 角 0 当 p~1/ 到 时 我 们 有 
1 一 P2 一 De 一元 交 4 


角度 9 可 以 用 准 经 典 方法 估计 : 
0~| 守 dt~ ~ 一 到 <1. 


汉 训 是 说 , 在 下 的 球面 中 展开 式 中 ,在 所 研究 的 了 和 1 范围 内 所 遇 
现 的 主要 成 分 是 上 述 较 大 ? 值 的 波 ， 但 是 具有 较 大 ! 值 的 球面 波 
在 坐标 原点 附近 “经 典 不 可 到 达 的 ”距离 "l/s (由 于 离心 势 垒 ) 
上 迅速 衰减 到 很 小 值 ， 因 此 ， 如 果 要 在 7~r1(1/e 污 >Za1e) 的 
小 距离 上 把 方程 (39. 5) 的 解 与 精确 方程 (39. 4) 的 解 “ 接 合 ”在 一 
起 ,那么 方程 (39. 5) 的 解 的 边界 条 件 将 要 求 它 很 小 , 所 以 我 们 的 选 
择 是 正确 的 . : 


习 题 
对 Za< 攻 1 的 引力 库仑 场 求 非 相 对 论 分 立 谱 波 函 数 的 修正 (相对 级 数 为 
全 -Qix)， 


解 ”电子 在 束缚 态 的 速度 2~Za， 因而 当 Za«] 时 ， 零 级 近似 波 函 数 是 
沽 相对 论 的 , 即 
= 


这 里 wn 是 满足 非 相对 论 性 本 定 放 方 程 的 卫 数 , x 是 双 放 量 :2( ， 式 中 


Q@ 在 第 三 卷 $135 的 求解 过 程 中 , 这 个 条 件 由 于 选择 (135.1) 那 样 的 特 解 而 得 到 
保证 , 而 不 足 厅 同 的 pi、P; 值 的 积分 的 总 和 。， 


e。 7P3 。 





是 描述 电子 极 化 态 的 旋 量 , 在 一 级 近似 中 我 们 写 出 细 二 4 和 在 和 十 切中 并 代入 
(39. 4), 求 出 多 的 方程 

2A 一 le, [+ jy 一 运 本 2(v VF) (eu) Yam 
式 中 s, 为 非 相 对 论 分 立 谱 能 级 ， 这 里 略 去 了 相对 级 数 为 ~ (Ze): 的 项 (在 
非 相对 论 情形 中 基本 距离 具有 玻 尔 半径 的 数量 级 :*~L/ma2a)， 这 个 方程 的 : 
解 为 9 一 一 二 au， “VV 力 非 要 因而 


$=(1—2eV juyam。 


8 40， 平 面 电 磁 波 场 中 的 电子 

对 于 在 平面 电磁 波 场 中 运动 的 电子 ， 狄 拉克 方程 可 以 精确 求 
解 (到 . M. BongosB, 1937). 

四 维 波 矢量 为 £(%? ==0) 的 平面 波 场 对 四 维 坐 标的 依赖 关系 
仅仅 在 于 gg 二 kx, 因而 四 维 势 为 

A:= A:(g), (40. 1) 
它 满足 洛 伦 兹 规范 条 件 
3.4" 一 42 一 0 

( 撤 号 表示 对 2 微分 )。 由 于 4 中 的 常数 项 无 关 紧 要 ， 在 这 个 条 件 - 
中 可 以 略 去 撤 号 而 写成 


kA=0, (40.2) 
我 们 以 二 阶 方程 (32. 6) 为 出 发 点 ;在 (32. 6) 中 , 场 张 量 为 
P,,=h,A' —h,As. (40. 3)， 


当 展开 (i9 一 eA4)* 时 必须 考虑 到 : 由 于 (40. 2)，9,C4*y)= 4'3,%. 
结果 ,我们 得 到 方程 
[一 3: 一 2ie(43) +ez4s —m’—ie(yE) yA) y=0, (40. 4 
式 中 62 一 9,9*. 
我 们 来 求 这 个 方程 如 下 形式 的 解 : 
,® 174，. 





多 一 er-izz 有 (op)， (40. 5) 
式 中 7 为 四 维 常 和 失 量 ， 给 7 附加 一 个 5 的 常数 倍 的 任何 矢量 ， 都 
不 会 改变 函数 的 这 种 形式 [只 要 求 把 函数 (gp) 做 适当 改写 ]. 因 
此 我 们 可 以 给 ? 附加 一 个 补充 条 件 而 不 起 失 其 普遍 性 ， 令 

22 一 712 。 (40. 6) 
这 时 如 果 取 消 外 场 ， 量 子 数 2 就 变 成 自由 粒子 四 维 动 量 的 分 量 . 
当 有 外 场 存 在 时 , 如 果 选 择 4o=0 的 特殊 参考 系 ,四 维 矢 量 7 的 分 
量 的 意义 就 变 得 更 加 清楚 ， 设 矢量 4 在 这 个 参考 系 中 指向 7 加， 
而 指向 ** 轴 ( 即 波 的 电场 沿 z! 指向 , 磁场 沿 z* 指 向 ， 波 自身 沿 
: 传播 )， 这 时 式 (40. 5) 将 是 算 符 

0 一 55r， Paige 加 一 ?=i 35 一 25 
的 本 征 函 数 ,本 征 值 分 别 是 pu pz po 一 Ps( 不 难看 出 ,这些 算 符 本 身 
与 狄 拉克 方程 的 哈密 顿 算 符 对 易 )， 由 此 可 见 ， 在 该 参考 系 中 21， 
Pp? 分别 是 沿 +!,2? 轴 的 广义 动量 的 分 量 ， 而 p' 一 7p; 是 总 能 量 和 2 
轴 上 的 广义 动量 分 量 之 差 . 
将 (40. 5) 代 入 (40. 9) ,注意 到 
oF=EF’, 9,.0F'=EF"=0, 
我 们 求 出 了 (9) 的 方程 - 
2i(&2) 柬 ' 十 [一 2e(24) 十 e242: 一 ie(?1) (yA)IF=0. 
这 个 方程 的 形式 解 为 
式 中 zx//2z 是 任意 的 恒定 双 族 量 〈 把 它 写 成 这 个 形式 的 原因 
见 后 ). 
由 于 : 
(YYA) VDA)= 





175 。 


=— Ck) (VE (PA) yA) + 2CEA) (yk) (yA) 

一 一 124: =0, 
因而 ，(?> 妨 (>4) 高 于 一 级 的 所 有 次 寡 都 等 于 零 ， 这 样 ,我 们 可 以 
进行 在 换 





exp eB 2D 1 + Ph) (740， 
因而 的 形式 是 
p= [GD Be (40.7) 
式 中 
S= 一 zz 一 | 剖 | (4 一 Slap * (40.8) 


为 了 确定 恒定 双 旋 量 % 应 满足 的 条 件 ， 应 该 认为 波 是 由 t= 
一 co 时 无 限 缓慢 地 “引入 ”的 ， 当 jz 一 co 时 , 4->0, 而 乡 应 该 变 
成 自由 狄 拉 克 方 程 的 解 ， 因 此 ,4 二 (7p) 应 该 满足 方程 
(yP—m)u=0. (40. 9) 
这 个 茶 件 排除 了 二 阶 方程 的 “多 余 ” 解 ， 因 为 和 不 依赖 于 时 间 ， 这 
“个 条 件 对 于 有 限 的 fz 仍然 有 效 ， 所 以 ,xz(2?) 与 自由 平面 波 的 双 旋 
量 振幅 一 样 ; 我 们 将 按 同样 的 条 件 (23. 4 一 zw 二 2m 使 其 归 一 化 . 
上 述 讨论 也 直接 表明 波 函 数 (40.7) 的 归 一 化 。 无 限 缓慢 地 引 
入 场 并 不 改变 归 一 化 积分 .由 此 得 出 ， 函 数 (40. 7) 满 足 与 自由 平 
面 波 相同 的 归 一 化 条 件 


«|p¥ pods= [Bo ypsd’z= (2z)28(p 一切 (040.10) 
“我 们 来 求 函 数 (40.7) 所 对 应 的 流 密度 ， 注 意 到 
Bs=— 1 ee i 
P81 OD le ， 

Ds 的 表达 式 与 在 波 场 中 运动 的 粒子 的 经 典 作用 量 相 同 ， 请 比较 第 二 卷 $ 47，, 习 


戎 2， 
* J76% 





由 直 接 相 乘 , 我 们 得 到 
和 e(r4) ee4 YI 
Yh fo tz 2 (hp) -2 
如 果 4 是 周期 函数 ， 它 们 对 时 间 的 平均 值 为 零 ， 则 流 密 度 的 平 
均值 


(40. 11) 





ba Ce (C40. 1%) 
我 们 也 可 以 求 出 状态 办 中 的 动力 学 动量 密度 ， 动 力学 动量 

算 符 为 一 eA 一 训 一 eA， 直 接 计算 给 出 
V(r ed) oPop ped) Wo— 








ps dn psf el(pA) eA , 
一 -0 ) + gpm Fo"). 
(40. 13) 
用 人 表示 这 个 四 维 矢量 对 时 间 的 平均 值 , 则 有 
eA? 
r= pr .0- 0. 
d 一 少 30 (40. 14) 
它 的 平方 是 
y= m2, mn (40. 15) 


ms 起 着 电子 在 场 中 的 “有 效 质量 ”的 作用 .比较 式 〔40. 14) 和 
(40. 12), 我 们 看 到 ， 
r=. 0. 
= C018) 
我 们 还 看 到 , 用 矢量 g 表示 的 归 一 化 条 件 (40. 10) 的 形式 为 
az 一 (275 和 5(q' 一 q) (40. 17) 
- 0 


二 由 式 (40. 10) 过 统 到 (40. 17) 的 最 简单 方法 ,是 在 上 面 所 指出 的 特 
殊 参 考 系 中 进行 j 


* 177 7" 





$ 41， 外 场 中 的 自 旋 运动 


狄 拉克 方程 中 的 准 经 典 近 似 也 可 以 像 在 非 相 对 论 理论 中 那样 
得 到 .在 式 (32.74) 的 二 阶 方程 中 代入 @ 

p= ves 

式 中 人 & 是 标量 ，% 是 缓慢 变化 的 双 旋 量 。 这 时 假定 通常 的 准 经 典 
性 条 件 被 满足 :粒子 的 动量 在 大 约 等 于 波长 #/|p| 的 距离 上 变化 
很 小 ， 

在 相对 于 六 的 堆 级 近似 中 ， 对 作用 量 8 我 们 得 到 通常 的 经 典 
相对 论 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 。 这 时 ， 运 动 方程 中 没有 包含 自 旋 
( 且 正 比 于 旭 的 项 ， 自 旋 只 出 现在 相对 于 多 的 下 一 级 近似 中 ， 换 
旬 话 说 , 电子 的 磁 矩 对 其 运动 的 影响 总 是 具有 量子 修正 的 数量 级 . 
由 于 自 旋 角 动量 与 克成 正比 , 具有 纯粹 的 量子 性 质 , 因 此 ， 上 述 结 
论 就 是 很 自然 的 . : 

因此 , 当 电子 在 外 场 中 做 已 知 的 准 经 典 运动 时 , 提出 电子 自 旋 
的 行为 问题 是 有 意义 的 ， 这 个 问题 的 解 包 含 在 狄 拉克 方程 相对 于 
才 的 下 一 级 近似 中 . 不 过 , 我 们 将 采取 另 一 种 与 狄 拉 克 方程 没有 直 
接 联系 却 更 为 直观 的 方法 ， 这 种 方法 的 优点 是 可 以 处 理 任何 粒子 
的 运动 ， 包 括 不 能 用 狄 拉 克 方 程 描述 的 具有 “反常 *? 巡 转 磁 比 率 的 
粒子 . . : 

我 们 的 目的 是 建立 粒子 做 任意 已 知 运动 时 的 自 旋 的 “运动 方 
程 ?， 让 我 们 从 非 相 对 论 情形 开始 . 

粒子 在 外 场 中 的 非 相对 论 哈 密 顿 算 符 是 

新 一 万 ' 一 ko. 百 ， (41. 1) 
这 里 的 记 ' 包括 所 有 不 含 自 旋 的 项 (参看 第 三 着 $ 111) ，A 为 粒子 
的 磁 矩 ， 这 种 形式 的 哈密 顿 算 符 适用 于 任何 种 类 的 粒子 ， 对 于 电 
QD 开头 使 用 通常 的 单位 制 . 
9 7 已 。 


子 ，4= e 开 /2Mc( 电 子 的 电荷 为 e 一 一 |el 1)， 对 十 核子 , 4 还 包含 
“反常 ?部 分 @ 


un : (41. 2) 
按照 量子 力学 的 一 般 法 则 , 自 旋 运动 的 算 符 方程 可 以 由 公式 
i 3 
8 一 元 (HS$—$0) =3s(Do—oH) (41. 3) 
得 到 ， 将 式 (41. 1) 代 入 此 式 , 我 们 得 到 


$,= — 吉 Hr(0401—0108) 一 一 元 et 
或 
$= “L$xH. (41. 4) 


我 们 来 对 这 个 算 符 等 式 在 准 经 典 波 包 状 态 中 求 平均 ， 波 包 的 
运动 轨道 是 已 知 的 ， 这 个 运算 归结 为 自 旋 算 符 用 它 的 平均 仿 代 
赫 , 矢量 百 用 函数 吾 (世代 替 ; 五 ( 切 是 粒子 ( 波 包 ) 沿 着 轨道 运动 
时 其 所 在 点 上 变化 着 的 磁场 ， 在 非 相 对 论 近 似 中 ， 即 在 泡 利 方程 
的 范围 内 ,5=o/2 是 粒子 在 其 静止 参考 系 中 的 自 旋 算 符 ， 其 平均 
值 在 $ 29 中 我 们 用 上 /2 表示。 因此 , 我 们 得 到 方程 


dE _ 27 
一 到 [EH(#)]. (41. 5) 


方程 的 这 种 形式 本 质 上 是 纯 经 典 性 质 的 ， 它 意味 着 磁 矩 矢量 围绕 
场 的 方向 以 角速度 一 24 酝 /让 旋 进 ,而 大 小 保持 不 变 @. z 


@ 当 考 虑 辐射 修正 时 , 电子 磁 短 中 也 包含 很 小 的 “反常 部 分 ”， 
@ 经 典 方程 (41.5) 可 以 由 等 式 

aM 

a LXH 


直接 得 到, 式 中 的 M 是 系统 的 角 动 量 ,上 /是 它 的 磁 秆 ,XpXH 是 作用 在 系统 上 的 力矩 . 
设 M= 二 各 ， b= 全 it 我 们 便 得 出 (41. 5)， 


。J79 。 


同样 ,在 非 相对 论 情 形 下 , 粒子 的 速度 m 按照 方程 


LO e 
a me oH) 


改变 , 即 矢量 围绕 五 方向 以 角速度 一 e 旦 /mc 转动 ， 如 果 必 一 
0， 则 4 二 e#/2mc， 这 个 角速度 和 矢量 的 转动 速度 一 24 瑟 /无 相 
同 , 换 句 话说 ， 极 化 矢量 和 运动 方向 保持 恒定 的 角度 (下 面 我 们 将 
看 到 , 这 个 结果 在 相对 论 情形 下 仍然 有 效 )， 

现在 我 们 对 方程 (41. 5) 做 相对 论 推广 为 了 对 极 化 进行 协 变 
描述 , 必须 利用 § 29 中 引入 的 四 维 矢量 4, 而 自 旋 的 运动 方程 将 决 
定 它 对 固有 时 = 的 微 商 -92 

从 相对 论 协 变 性 考虑 ， 可 以 确定 这 个 方程 的 可 能 形式 ， 它 的 
右边 应 该 是 电磁 场 张 量 7Y"” 和 四 维 矢 量 or 的 线性 齐 次 式 ， 此 外 ， 
可 能 只 含 四 维 速度 w= 二 7*/m， 满 足 这 些 条 件 的 方程 的 唯一 形式 是 

Ga: 


dr aF ra, PuFu,a,, (41. 6) 


式 中 a, B 为 常 系 数 ， 不 难看 出 ， 由 于 条 件 ww=0 和 张 量 F” 的 
有 反对 称 性 (因而 F"*ww, 二 0)， 不 可 能 构造 出 别 的 表达 式 使 其 具有 
所 要 求 的 性 质 . 
当 2->0 时 ， 这 个 方程 应 该 与 式 (41. 5) 相 同 ， 设 a*= (0, 5)， 
4 二 《1, 0),T 二 ,我 们 得 到 
一 alCxHI|. 


和 式 (41. 5) 比 较 , 我们 求 出 : = 24. 
为 了 确定 B, 我们 应 用 a 一 0 将 这 个 锋 式 对 7 微分， 利用 
电 三 在 场 中 的 经 典 运动 方程 


QD 下 面 重 又 假设 e 一 1, 无 一 1 
es。 J80 。 





dau’ 


Mm ef ua, 
(参看 第 二 卷 ,§$ 23), 我 们 得 到 
we = 一 和 $= —a, -Pru, 一 二 有 aol 


扩 以 ,方程 (41. 6) 两 端 乘 以 %, 考虑 到 等 式 Wu' 二 1, 并 玄 去 公共 因 
于 FYwa,, 我 们 得 到 
p= -2( p22)= —24", 
凡 此 可 见 , 自 旋 的 相对 论 运动 方程 是 
dar 
dr 
{V.PRaremann,L. Michel, Telegdi, 1959). 
我 们 可 以 由 四 维 矢量 a 过 渡 到 量 L, 它 直 接 表 征 粒 子 在 其 “ 眠 
时 ”静止 参考 系 中 的 极 化 ; a 和 《之 间 的 关系 由 公式 (29.7) 一 
(29. 9) 给 出 ， 首 先 我 们 看 到 ， 由 式 (41. 7) 必 定 能 够 得 出 a,da*/dr 
二 0 因而 oo 一 const， 由 于 as 一 一 全 所 以 ,这 意味 着 粒子 运动 
时 , 它 的 极 化 《在 大 小 上 保持 不 变 . 
可 以 利用 式 (41. 7) 中 的 三 维 部 分 得 到 决定 极 化 方向 变化 的 方 


程 . 展开 这 个 方程 的 空间 分 量 , 我 们 求 出 


da _ 2um 2um 2H 8 . 
7 “axH+ ~ (a VIE O(a 巨 ) 十 


—2uFra,— 2u'u Fy da (41. 7) 





十 2 Vw (axH)) 十 2 Ev (wo) (VE). 


这 里 必须 代入 式 (29. 9)， 微 分 ?一 em 时 要 考虑 到 2 二 六 十 m* 和 
运动 方程 


dp _ de ow FE). 
gr eET+evxH, jr ev E). (41. 8) 





@ 这 个 方程 的 另 一 种 形式 是 入. 了. pexexs 首先 导出 的 (1926)， 
。 lS1。 





经 过 一 些 元 长 的 但 却 是 初等 的 运算 ,得 到 方程 


U6 2um+ 2 (2m) pH 2 (vwH) YL) 

at e em 
2um+2nu'e 41. 9¥ 
和 [Ex (ExT)] | ( ) 





更 有 意义 的 不 是 极 化 方向 的 空间 绝对 位 置 变化 ， 而 是 它 相 对 
于 运动 方向 的 变化 .将 《 写成 
C=néy+t, (41.10) 
( 式 中 n=w/v), 并 突出 极 化 在 运动 方向 上 的 分 量 5 的 方程 ， 利 
用 式 (41. 8) 和 (41.9) 进 行 计算 , 可 以 得 出 如 下 结果 @: 


之 
5 一 2 HX MDI (Ep (CE). (41.1D) 





在 本 节 末 的 习题 中 给 出 了 应 用 上 述 公式 的 几 个 例子 ， 在 这 里 ， 
我 们 仅仅 指出 , 在 纯粹 磁场 中 运动 时 , 无 反常 磁 和 矩 的 粒子 的 极 化 与 
速度 保持 恒定 角度 (上 = const)， 这 个 结果 在 上 面 已 对 非 相 对 论 
情形 指出 过 , 实际 上 它 具有 普遍 性 . 

我 们 可 以 更 为 明确 地 阐述 一 下 上 述 方程 的 应 用 条 件 ， 起 初 所 
提 到 的 粒子 动量 变化 非常 缓慢 ， 这 一 要 求 等 效 于 场 量 五 和 互 应 
该 很 小 ,特别 是 ， 磁 场 中 的 拉 摩 半径 (~p/e 且 ) 与 粒子 的 波长 相 比 
应 该 很 大 .然而 , 严格 说 来 , 除 此 以 外 还 应 该 满足 一 个 条 件 : 场 在 
空间 上 的 改变 不 能 太 快 ， 即 在 准 经 典 波 包 的 范围 内 场 的 改变 应 该 
很 小 ， 也 就 是 说 ， 在 数量 级 为 粒子 波长 (1/?) 和 康 普 顿 波长 1/ 





@ 如 果 像 通常 所 做 的 那样 , 按照 4= 9 所 了 (一 072 全 ), 引 和 带电 粒子 的 回 丰 


02 2 
比 ( 良 德 因子 ) 这 个 方程 可 以 写成 
下 -19 ud 6/ _. & ，， 
9+) CXH) + 9) CH) (xt) 











e 28 
ta (9 ) EX (Ex). (41. 9a) 
加 写 出 (41.7) 的 时 间 分 量 ,就 可 较 直 接地 得 出 此 方程. 


ss De。 





的 距离 上 , 场 的 改变 应 该 很 小 中 ， 

不 过 ,在 宏观 场 中 运动 的 实际 问题 中 , 缓慢 变化 的 条 件 显然 能 : 
够 满足 ,因而 , 事实 上 只 要 求 它们 非常 小 . 

在 $33 中 , 我 们 求 出 了 电子 在 外 场 中 运动 时 的 哈密 顿 量 的 第 
一 级 相对 论 修正 .对 于 在 电场 中 运动 的 电子 ， 近 似 哈密 顿 算 符 的 
形式 为 [参看 (33. 12)j] 


R= lo (Bx)|, ($=—iA), (41.12)- 


这 里 及 ' 中 的 项 不 含 自 旋 . 现在， 由 于 场 变化 缓慢 ， 我 们 略 去 请 
中 五 的 微 商 项 〈 即 含 divB 的 项 )，B: 的 小 项 和 我 们 要 研究 的 场 
效应 没有 关系 ,也 可 以 略 去 ， 这 样 , 当 磁 场 不 存在 时 , 应 ' 化 为 非 相 
对 论 性 的 哈密 顿 算 符 8'=P?/2m 十 e@， 

公式 (41. 12) 也 可 以 由 方程 (41. 9) 导出 而 不 必 利 用 狄 拉克 方 
程 , 因而 (在 准 经 典 情形 下 ) 它 可 以 推广 到 具有 反常 磁 矩 的 粒子 . 

精确 到 速度 v 的 一 级 项 ， 电 场 中 的 自 旋 运动 方程 可 以 由 写成 
如 下 形式 的 (41. 9) 得 到 : 


Se (pt ud Ltx (Bx)]= (Eta )EEx (Exw)] 


如 果 利 用 自 旋 算 符 与 哈密 顿 算 符 的 对 易 [ 按照 式 (41, 3)]， 要 求 从 . 
量子 力学 上 得 到 这 个 方程 , 不 难看 出 , 我 们 必须 假定 
ry / e , $$ 
= -(4 + 褒 ) (Ex 让) | (41. 13) 
这 就 是 所 求 的 表达 式 . 当 上 六 =0 时 ， 我 们 回 到 式 (41. 12)， 请 注 
意 , “正常” 磁 矩 e/2m 比 反 常 磁 矩 人 多 一 个 1/2 因子 包 ， 
QD 后 一 要 求 是 因为 在 波 包 中 (在 它 的 静止 参考 系 中 ), 速度 的 传播 必定 比 。 小 , 否 
则 ,在 这 个 参考 系 中 就 不 能 应 用 非 相 对 论 公式 
如 打 场 变化 太 快 , 方程 中 就 会 出 现 不 可 忽视 的 附加 项 , 其 中 包含 场 对 坐标 的 徽 南 


多 这 正 是 第 147 页 注解 中 提 到 过 的 托马斯 1/2”"， 这 里 所 阐述 的 推导 过 程 明显 . 
地 指出 了 七 沟 来 源 . 
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习题 
1， 粒 子 在 垂直 于 均匀 磁场 的 平 面 内 运动 时 ( 妈 上 五 )， 试 确定 共 极 化 方 
:向 的 改变 ， 
解 方程 (41. 9) 的 右边 只 剩 下 第 一 项 , 所 以 矢量 上 以 角速度 


一 2m 二 20 -mH (+2)H 
££ €£ 


- 绕 吾 方向 (z 轴 ) 旋 进 ，E 在 xy 平面 上 的 投影 ( 记 做 5) 在 该 平面 内 以 同 -- 角 
速度 转动 , 而 矢量 以 角速度 一 eHH/e 在 同一 平面 内 转动 [这 可 从 运动 方程 
蔬 =eD=e(wXH) 看 出 ]， 由 此 可 见 , 5 以 角速度 一 24'H 相对 2 转动 . 
2.， 同上 题 , 但 粒子 在 磁场 方向 上 运动 . 
解 当 双 和 互 的 方向 一 致 时 , 方程 (41.9) 化 为 
(xH), 
期 Y 绕 吕 和 且 的 共同 方向 以 角速度 一 2um 旦 fe 旋 进 . 
3. 同上 题 , 但 粒子 在 均匀 电场 中 运动 . 
解 ” 设 场 巨 沿 z 轴 指 向 , 而 粒子 在 zy 平面 内 运动 (这 时 p= 二 cons) .由 
式 (41. 9 可见, 矢量? 以 瞬时 角速度 
-条 
: 线 zz 轴 进 动 . 


我 们 再 把 ?分解 成 5 和 (在 zy 平面 内 的 ) 56, 这 时 
£, =Licosyg, 司马 一 一 上 sing ' 包 ， 

由 式 (41.11) 我 们 求 出 , 61 以 朋 时 角速度 
-3 人- 


v2 £2 p? 
相对 吕方 向 转动 


§ 42， 中 子 在 电场 中 的 散射 


中 子 与 原子 核磁 撞 时 ， 大 角度 散射 由 主要 的 相互 作用 一 一 核 


力 决 定 , 面 对 小 角度 散射 , 我 们 将 会 看 到 ， 中 子 的 磁 矩 与 原子 核电 
。 134。 





场 的 相互 作用 变 得 很 重要 (J. Schwinger, 1948). 

我 们 将 假设 中 子 是 非 相 对 论 的 ， 因 而 所 研究 的 相互 作用 可 以 . 
用 近似 哈密 顿 算 符 (41. 13) 描 述 ， 电 中 性 粒子 的 所 有 磁 和 矩 都 是 “ 反 . 
常 的 ”. 在 这 种 情况 下 , 算 符 好 a 算 符 出 : 


B= ~ 去 2 Ati oo Exy). (42. 1) 


于 直子 的 电 赴 相互 作用 很 下 它 决定 的 散射 振幅 fom 可 
以 用 玻 恩 近似 靶 计算 : 


fem = — mm | i 二 HR J, (Bxv)e eipr/kd3x 


27 
(参看 第 三 卷 § 126), 或 者 
fon— 2 rio (E, xp), Ea=|E(Cr)e rd (42. 2) 


(P,P' 分 别 是 中 子 在 散射 前 ,后 的 动量 ; 和 q==p' 一 p). 写成 这 种 
形式 的 振幅 fem 是 自 旋 变量 的 算 符 . 

在 进行 下 一 步 计算 之 前 , 我 们 做 如 下 说 明 . 公式 (42. 1) 已 经 
在 $41 中 对 变化 缓慢 的 场 推导 过 了 (实际 上 意味 着 忽略 了 哈密 顿 
算 符 中 场 的 坐标 微 商 项 ). 应 用 于 原子 核 的 库仑 场 , 这 意味 着 波长 
8/2 应 该 比 积 分 五 。 中 很 重要 的 距离 * 信 1719 小 ， 由 此 ,天 < 入 2p， 因 
而 , 散射 角 bq/p&1. 由 此 可 见 , 所 要 求 的 条 件 对 小 角度 散射 正 . 
好 可 以 满足 . : 

对 于 具有 势 2 三 Ze/r 的 库仑 场 来 说 , 场 强 的 健 里 叶 分 量 是 


Es=—iq®,=— iq ee 





[参看 第 二 卷 (51. 5)]， 代入 式 (42. 2), 则 有 


fen=itset Lo (px p')], 


@ 本 布 用 通常 的 单位 ,字母 名 代表 中 子 的 质量 . 
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当 散 射 角度 很 小 时 , 9~~29，Dxp'~p?6v, 这 里 v 是 pXp' 方向 
上 的 单位 矢量 ， 所 以 
2Zen 


fem = io z7。 


这 个 表达 式 应 该 附加 一 个 核 散 射 振幅 ， 由 于 核 力 随 距离 衰减 
很 快 , 这 个 振幅 在 角度 很 小 时 趋 于 一 个 有 限 的 (与 能 量 有 关 的 ) 复 
数值 , 我 们 用 a 表示， 所 以 , 总 散射 振幅 


.b . 2Zen kk 
f=atigyo vp, “一 一 一 一 22u (42. 3) 


-我们 看 到 , 当 角 度 很 小 时 , 电磁 散射 是 主要 的 . 

表达 式 (42. 3) 与 第 三 卷 $ 140 中 所 讨论 的 一 致 ， 因 而 我 们 可 
以 直接 应 用 在 那里 所 推导 出 的 公式 . 对 所 有 可 能 的 极 化 终 态 求 和 
:的 散射 截面 是 


CO 
do 


式 中 专 是 中 子 束 的 初始 极 化 (第 三 卷 $ 140 中 的 p)。， 如 果 初 态 是 
未 极 化 的 (6 二 2» 则 散射 后 的 极 化 为 


; 20Ima',0 
er Aolme 0y, (42.) 


当 9=5/1a| 时 ,这 个 极 化 最 大 ,并 且 54x 二 Ima/|al. 


al? + 六 “十 25Ima。 (pv.£), (42. 4) 
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第 五 章 加 射 
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§ 43， 电磁 相互 作用 算 符 


电子 与 电磁 场 的 相互 作用 通常 可 以 用 微 扰 论 来 处 理 . 这 是 因 
为 电磁 相互 作用 比较 弱 ， 也 就 是 说 ， 相 应 的 无 量 纲 的 “耦合 常数 ” 
(如 精细 结构 常数 < 三 1/137) 是 个 小 量 . 这 一 点 在 量 子 电动 力学 
中 是 非常 重要 的 
在 经 典 电动 力学 中 (参看 第 二 卷 8 28)， 电 磁 相 互 作用 可 以 用 
“ 场 十 电荷 ?系统 的 拉 格 朗 日 密度 函数 中 的 一 项 
一 e 因 4， (43. 1) 
来 描述 (4 是 场 的 四 维 势 ，) 是 粒子 的 四 维 流 密度 矢量 )， 流 密度 
满足 连续 性 方程 
9,7*=0, | (43.2) 
这 是 电荷 守恒 定律 的 表达 我们 知道 ( 参 看 第 二 卷 529)， 经 典 
电磁 理论 的 规范 不 变性 正 是 与 这 个 定律 密切 相关 ， 实 际 上 ， 当 进 
行 代 换 4,->4, 十 3,X(4. 1) 时 , 拉 格 朗 日 密度 函数 (43. 1) 中 增加 了 
一 项 一 ej*9。X, 由 于 该 项 可 以 写成 四 维 散 度 
— e9, (XJ’) 


的 形式 [根据 式 (43. 2)], 因此 , 作用 量 8 一 |Zdtz 中 的 积分 自然 使 
该 项 消失 . : 

在 量子 电动 力学 中 ， 四 维 矢量 了 和 4 由 相应 的 二 次 量子 化 算 
符 代替 这 时 ， 流 算 符 按照 9 一 yy 凶 由 乡 算 符 表示 。 在 拉 格 六 日 
算 符 
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| Bnd = —e| (jd) a's 


中 起 广义 “坐标 " 9 作用 的 是 每 个 空间 点 上 的 峭 . 节 、4 值 ， 由 于 拉 
格 衣 日 密度 仅仅 依赖 于 “坐标 ”9 本 身 ( 了 而 不 是 它们 对 z 的 微 商 )， 
因而 , 要 按 公 式 (10. 11) 得 到 哈密 顿 密度 ， 只 需 改变 拉 格 朗 日 密度 
的 符号 由， 由 此 可 见 , 电磁 相互 作用 算 符 (相互 作用 哈密 顿 密度 的 

空间 积分 ) 的 形式 是 
p=e| (A) a. (43. 3) 

自由 电磁 场 算 符 为 

A= STe,AnCz) +etACz))], (43. 4) 


它 包 含 光子 在 各 种 状态 (用 指标 % 表 示 ) 中 的 产生 算 符 和 淫 灭 算 
符 , 其 中 每 个 算 符 只 对 相应 的 占有 数 N 增加 或 减 小 1 (而 其 余 占 
有 数 不 变 ) 有 和 矩阵 元 ， 所 以 ， 算 符 4 只 对 光子 数 改 变 1 的 跃迁 有 
甜 阵 元 ， 换 句 话说 ,在 微 扰 论 的 第 一 级 近似 中 ,只 有 发 射 或 吸收 一 
个 光子 的 过 程 才 会 发 生 ， 
根据 式 (2. 15), 矩阵 元 为 
(CN 一 Lics| Na =<NaleilNs—1)=MN,. (43.5) 
如 果 在 场 的 初 态 中 没有 (% 型 ) 光 子 , 则 《1lc#10》=1. 对 于 光子 发 
射 来 说, 算 符 (43. 3) 的 矩阵 元 为 
Vn(t)=e| CsAt) dz, (43. 6) 


式 中 4(+) 是 所 发 射 光 子 的 波 印 数 , jj; 是 辐射 体 从 初 态 i 跃迁 到 
终 态 了 的 算 符 2 的 矩阵 元 名 四维 矢 量 Nf; 《ps jn) 叫 跃迁 流 . 





QD 与 这 些 讨论 无 关 的 一 点 是 ， 如 果 只 考虑 一 级 小 量 修正 ,那么 , 拉 格 朗 日 量 中 的 
任 一 小 修正 都 以 相反 的 符号 出 现在 哈密 顿 量 中 (参看 第 一 卷 $ 40). 

四 式 (43.6) 的 含义 前 后 并 不 一 样 : 广 六 的 指标 表示 整个 “辐射 体 十 场 ” 的 状态 , 激 
-jt 只 指 辐射 体 的 状态 . 


.了 


类 似 地 , 可 以 得 到 光子 吸收 的 矩阵 元 
V(t) =e| (rsdn) dx. (43.7) 


它 和 式 (43. 6) 的 区 别 仅仅 是 4:(7) 代 茜 了 A4%(7). 
指出 了 rz) 的 自 变 量 是 为 了 强调 矩阵 元 古 依 赖 于 时 间 的 . 
分 离 出 波 函 数 中 的 时 间 因 子 , 就 可 以 求 出 不 依赖 于 时 间 的 矩阵 元 : 
V(t)=Vrne OT To) (43. 8) 
(B;,B; 是 辐射 系统 的 初 态 能 量 和 终 态 能 量 , 干 % 分 别 对 应 于 发 射 
和 吸收 一 个 光子 2). 
具有 一 定 动量 尺 和 一 定 极 化 的 光子 波 函 数 为 


4 一 [47 二 er (43. 9) 
[参看 式 (4,3), 上 略 去 了 时 间 因 子 ]。 代 入 式 (43.6)， 我 们 求 出 发 射 
这 种 光子 的 矩阵 元 





一 ew/ 17 ze (k), (43. 10): 
式 中 jri(k) 是 动量 表象 中 的 跃迁 流 , 即 传 里 时 分 量 
J ri(k) =|; si(r)e-itrdz. 《43. 11) 
对 于 吸收 光子 ,相应 的 公式 是 
7 一 eV/ 1 eh (—k). (43. 12) 
动量 表象 中 的 流 守恒 方程 就 是 跃迁 流 的 四 维 横向 条 件 : 
kjk =opr(k) —k.js(k) =0. (43. 13) 


本 节 中 的 公式 没有 用 流 算 符 的 具体 形式 ， 因 而 对 任何 带电 粒 

子 参 加 的 电磁 过 程 都 普遍 成 立 ， 现 有 理论 只 能 对 电子 确定 其 流 算 
符 的 形式 (因而 原则 上 就 能 计算 它 的 矩阵 元 )。 对 强 相互 作用 粒子 
的 系统 (包括 原子 核 ), 我 们 将 用 半 唯 象 理 论 , 在 这 种 理论 中 ， 跃 迁 . 
流 是 从 经 验 上 确定 的 一 个 量 ， 它 只 满足 时 - 空 对 称 性 的 一 般 要 求 
。189 。 


和 连续 性 方程 . 


$ 44， 发 射 和 吸收 


在 微 扰 广 作用 下 ,跃迁 的 各 
给 出 (第 三 卷 ,§ 42)， 设 辐射 系统 的 初 态 和 终 态 属 于 分 立 谱 山 ， 这 
了 时 ,在 单位 时 间 里 发 射 一 个 光子 的 跃迁 ;一 了 的 几率 是 
dw=2nx Vr 68; BE:—w)dy, (44. 1) 
式 中 > 取 一 系列 连续 值 , 是 描述 光子 状态 的 量 的 集合 (这 时 假设 光 
子 波 函 数 归 一 化 为 洛 标 度 ? 的 6 函数 ). 
如 果 所 发 射 的 光子 具有 一 定 的 角 动 量 ， 那 么 唯一 的 连续 要 量 
是 频率 @， 公 式 (44.1) 对 dv 三 dw 积分 , 消去 了 6 图 数 (@ 由 刀 ; 
一 B; 代替 ), 则 跃迁 几率 为 
w=2x|Vs|?. (44. 2) 
如 果 考 虑 发 射 的 光子 具有 一 定 的 动量 RR, 那么 dv? 二 dK/(27)、 
二 wrdwdo/ (2x)*， 本 书 中 处 处 假定 光子 的 波 函 数 平面波) 妇 一 
化 为 了 =1 的 体积 中 有 一 个 光子 ”; dy 是 相 体 积 Vd'% 中 的 状态 六 . 
人 
dw=2x|Vy|:6(B:—E;— oo) 


或 者 对 do 积分 后 ， 


dz 一 (a7 asl Vel wdo. (44. 4) 


出 式 (43. 10) 算 出 的 乍 阵 元 了 7 必须 代入 此 式 . 
下 一 顾 我 们 将 利用 这 些 公式 计算 各 种 具体 情形 中 的 发 射 几 
率 。 在 这 里 ,我 们 研究 一 下 各 种 辐射 过 程 之 间 的 几 个 普 壳 关系 式 . 
如 果 场 的 初 态 中 已 经 有 Ws 个 (Nr 隆 0) 已 知 光子 , 则 跃迁 矩阵 


ts (44. 3) 





5 这 无 疑 意味 着 反 钟 被 忽略 : 辐射 体 整 体 保持 不 动 . 
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元 还 必须 乘 以 
《NTHOCi LN =vVN, t+1, (44. 5) 
即 跃 廷 几率 乘 以 ,十 1!. 这 个 因子 中 的 1 对 应 着 入 ,一 0 时 的 自发 加 
射 ， 而 项 入 ,描述 受 激 ( 或 感 生 ) 辐 射 : 我 们 看 到 ,在 场 的 急 态 中 在 
在 的 光子 能 够 激励 同 种 光子 的 进一步 发 射 . 

系统 状态 反 向 变化 (f->i) 的 跃迁 矩阵 元 了 sy 与 Vsi 的 区 别 
是 以 

(CN 一 11C。 Na = Ns, 

代替 式 (44. 5)， 而 其 余 各 量 由 它们 的 复 共 斩 代 替 ， 这 个 相反 的 时 
迁 是 系统 吸收 一 个 光子 , 由 能 级 BZ 跃迁 到 能 级 Bi。 所 以 ,对 于 已 
知 的 两 个 状态 ?了 来 说 ， 发 射 和 吸收 光子 的 几率 之 间 有 如 下 均 系 
式 出 : 


We 由 一 全 站， (44. 6) 
这 个 关系 式 是 爱 因 斯 坦 在 1916 年 首先 导出 的 . 
我 们 把 光子 数 与 人 射 在 系统 上 的 外 来 辐射 剖 度 联系 起 来 ， 设 
Tr.edwdo (44.7) 
是 1 秒 钟 内 入 射 在 1cm? 面积 上 的 辐射 能 量 , 辐射 的 极 化 为 e， 频 
率 范围 为 dm， 波 矢量 的 方向 在 立体 角 元 do 内 .这 个 范围 对 应 着 
kdkdo/ (27)" 个 振子 ,每 个 振子 上 有 Ne 个 已 知 极 化 的 光 了 于 .所 
以 ,和 式 (44.7) 同 样 的 能 量 可 以 由 羔 积 
pdkdo oy 


c Con) s—Nk-e' hw = gro eedodo 


给 出 。 由 此 我 们 找到 所 求 的 关系 式 
8rscs 


Who 一 -二 Te (44. 8) 








QD 本 布 中 以 下 采用 通常 的 单位 ， 
。 JI9I。 





ware 是 在 立体 角 do 内 极 化 为 e 的 光子 的 自发 辐射 几 
率 ， i 标 “ 受 激 ”" 和 “吸收 ”指示 相应 的 受 激 辐射 和 吸收 的 几率 . 按 
照 式 (44.6) 和 (41. 8), 这 些 几 率 之 间 的 关系 式 是 


8 ~ 名 
du 人 四 一 do 区 和 一 dw Te。 (44. 9) 





如 果 入 射 的 加 射 是 各 向 同性 的 , 而 且 是 非 极 化 的 (7e.。 与 & 和 
e 的 方向 无 关 )， 则 式 (44.9) 对 do 积分 并 对 e 求 和 给 出 (系统 在 
已 知 状态 和 了 之 间 ) 辐射 跃迁 总 几率 之 间 的 类 似 关系 式 


2 
2C 
WW 1, (44. 107 
oy 


式 中 7 一 2.4r7k.e 为 人 射 辐射 的 总 谱 强 度 . 

如 果 辐 射 ( 或 吸收 ) 系 统 的 状态 i 和 ff 是 简 并 的 .那么 有 关 光 
子 的 辐射 (或 吸收 ) 总 几率 可 以 通过 对 所 有 互相 简 并 的 终 态 求 和 并 
对 所 有 可 能 的 初 态 平均 而 得 到 如果 状态 和 了 的 简 并 记 (统计 
权 值 ) 用 9g: 和 gs 表示, 那么 , 对 于 自发 和 受 激 的 辐射 过 程 来 说 ，3 
状态 是 初 态 ,而 对 于 吸收 过 程 来 说 , 了 状态 是 初 态 ， 假 设 每 一 情形 
中 9: 或 9r 个 包 态 的 几率 相等 ,显然 ,代替 (44. 10), 我 们 有 如 下 关 
系 式 : 


2 
g :20 “2K) 二 g iww( 半 流 ) =giw wT. (44. 11) 
在 文献 中 常常 用 到 所 谓 爱 因 斯 坦 系 数 ,其 定义 为 
Ais=2w'2), Bis =ws%, Bs =w (44. 12) 
( 量 7/e 是 辐射 能 量 的 空间 谱 密 度 ), 它们 之 间 的 关系 是 
2 3 
gsBss; =giBis=giAis ss. (44. 13) 
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§ 45， 偶 极 辐射 
我 们 用 上 面 得 到 的 公式 来 研究 相对 论 电子 在 已 知 外 场 中 发 射 
光子 的 情形 。 在 这 种 情况 下 ,跃迁 流 是 算 符 
了 一 
的 乍 阵 元 ， 这 里 假定 乡 算 符 是 按 电子 在 给 定 场 中 的 定 态 波 函 数 展 
开 的 (8$32)， 和 矩阵 元 015|17 放 1107> 对 应 于 电子 由 守 态 到 了 态 的 跃 
迁 . 占有 数 的 这 种 改变 是 通过 算 符 好 6; 实现 的 ， 跃迁 流 为 
j= ppp = Pipi, pop), (45. 1) 
式 中 甸 ; 和 yi 是 电子 的 初 坊 和 终 坊 波 函 数 . z 
我 们 在 三 维 横向 规范 中 来 选择 光子 的 波 函 数 [四 维 极 化 矢量 
2 一 (0,e) |. 这 时 式 (43. 10) 中 的 乘积 Jrie*=—jri'e*. 将 了 ys; 代 
入 式 (44. 4), 我们 得 到 1 秒 钟 内 在 立体 角 元 do 内 发 射 极 化 为 e 的 
光子 的 几率 公式 
dwen=e’F— le*.js(k) ldo, (45. 2) 
式 中 
jn (hk) = | piayie rdy. (45. 3) 


对 光子 的 极 化 求 和 就 是 对 方向 e 求 平 均 (在 垂直 于 已 知 方向 
n= 二 k/w 的 平面 内 ),， 然后 再 乘 以 2， 这 是 因为 光子 可 以 有 两 个 独 
立 的 横向 极 化 D， 于 是 我 们 得 到 公式 


由 求 平均 时 可 以 利用 公式 





€iC* = (6 min) (45. 4a) 


2 
或 (a:e) (be*) ={a'b— (an) (b:n)}= (aXn) (bXn) 《45. 48) 


式 中 的 ap 为 常 矢量 . 
e 7J93 。 





dw 03 [nx jri(k) ldo. (45. 4 


一 种 很 重要 的 情形 是 : 光子 的 波长 4 比 辐射 系统 的 线 度 4 大 . 
这 通常 意味 着 粒子 的 速度 比 光 速 小 ， 在 a/4 的 一 级 近似 中 (对 应 
着 偶 极 辐射 , 比较 第 二 卷 8 67) ,跃迁 流 (45. 3) 中 的 因子 e-*" 可 
以 用 1 代替， 因为 在 几 或 钞 明 显 不 为 零 的 区 域内 它 仅 有 些微 变 
化 .这 意味 着 光子 的 动量 与 系统 中 粒子 的 动量 相 比 可 以 忽略 . 

在 同样 的 近似 中 ,积分 17 (0 可 以 用 它 的 非 相 对 论 表 达 式 , 即 
电子 速度 对 醇 定 请 波 函 数 的 甜 阵 元 or; 来 代替 ， 同 样 ， 这 个 元 素 
Dri 二 一 joryi, 而 ers; 二 dyi, 这 里 d 是 电子 (在 它 的 轨道 运动 中 ) 的 
俩 圾 给 ， 这 样 , 我们 求 出 偶 极 辐射 几率 的 公式 

dws .n=le*.di)?do (45.5) 


(这 里 暗含 着 方向 n: 矢量 e 应 该 垂直 于 n)， 对 极 化 求 和 后 我 们 
得 到 


0 
dz 一 二 一 [xdadril2do， (45. 6) 
25 


由 于 这 些 公 式 对 电子 是 非 相 对 论 性 的 ， 显 然 可 以 推广 到 任何 
电子 系统 ,这 时 必须 把 dy; 看 成 系统 总 偶 极 第 的 矩阵 元 . 
公式 (45. 6) 对 所 有 方向 积分 ,我们 求 出 总 辐射 儿 率 


w = 多 1Gri| 2 (45. 7) 
或者 写成 通常 的 单位 ， 
w = ld | :. (45. 74)- 
辐射 哩 度 工 由 几率 乘 以 和 ow 得到: 
z 1=49|d,, | 2， (45. 8) 


这 个 公式 直接 类 似 于 做 周期 性 运动 的 粒子 系统 的 经 典 偶 极 辑 . 
。7194 。 





射 强 度 公 式 [ 参 看 第 二 卷 (67. 11i)], 频率 os= so(o 为 粒子 运动 的 
频率 ，s 为 整数 ) 的 辑 射 强 旗 等 于 
I, = lq, EN (45. 9) 





式 中 d, 为 偶 极 矩 的 傅 里 叶 分 量 , 即 展开 式 
d(1) = 3 dse-is®: (45. 10) 


8 一 一 co 


的 系数 ， 用 相应 跃迁 的 矩阵 元 代 赫 式 (45. 9) 中 的 傅 里 叶 分 量 ， 就 
得 到 量子 公式 (45. 8)， 这 个 法 则 (这 是 玻 尔 对 应 原理 的 表述 ) 是 经 
典 量 的 全 里 叶 分 量 和 准 经 典 情形 中 的 量子 矩阵 元 之 间 一 般 对 应 关 
系 的 特殊 情形 (参看 第 三 卷 $ 48). 对 于 量子 数 很 大 的 状态 之 间 的 
跃迁 , 辐射 是 准 经 典 的 ;这 时 跃迁 能 量 io ==8; 一 B; 比 辐射 体 的 能 
量 刀 ; 和 Bs 小 ， 但 是 这 种 情况 不 会 使 公式 (45. 8) 有 任何 形式 上 的 
改变 , (45. 8) 对 任何 跃迁 都 是 正确 的 。 这 就 解释 了 下 面 的 事实 (在 
某 种 意义 上 多 少 有 些 偶然 ): 辐射 强度 的 对 应 原理 不 仅 在 准 经 典 情 
形 中 是 正确 的 ,而 且 在 一 般 的 量子 情形 中 也 是 正确 的 . 


§ 46. 电 多 极 辐 射 : 
现在 ， 我 们 来 研究 角 动 量 ) 及 其 在 茶 个 选 定 方向 z 上 的 分 量 ， 
5 具有 确定 值 的 光子 的 发 射 ， 而 不 是 在 已 知 方向 上 (皮具 有 已 知 
动量 的 ) 光 子 的 发 射 。 在 $ 6 中 我 们 已 经 看 到 , 这 样 的 光子 有 两 种 
类 型 一 一 电 型 和 磁 型 ， 我 们 首先 研究 电 型 光子 的 发 射 ， 并 仍然 假 
定 辐射 系统 的 线 度 比 波长 小 . 
借助 动量 表象 中 的 光 于 波 国 数 (即将 四 维和 拓 量 4* (7) 写 成 伟 
里 时 积分 的 形式 ) 进 行 计算 比 较 方便 . 这 时 , 和 什 阵 元 为 
V,, =e | (7) A (r) dr= ed 7 和 (1) [各 yA (k)e 
(46. 1) 
。 7J95 。 





(为 了 简化 书写 , 我 们 略 去 光子 波 函 数 上 的 指标 @jm). 
对 于 如/ 型 光子 ， 我 们 取 式 (7. 10) 的 波 函数 ， 选 任意 常数 0 
等 于 
/7 一 1 
0= 一 V 一 
这 样 选取 , 可 使 波 函 数 (4) 的 空间 分 量 中 含 7 一 1 阶 球 函数 的 项 能 
够 消去 [如 公式 (7. 16)]， 这 样 , A 中 将 只 含 j 十 1 阶 球 函 数 ， 因 而 
与 含 较 低 的 了 阶 球 函 数 的 分 量 4 三 四 相 比 ， 对 了 r 的 贡献 是 a/4 
的 较 高 阶 小 量 ( 由 以 下 计算 可 清楚 看 出 ). 
因此 ， 我 们 假设 
水 = (0)， 男 = 一 \/ MadClk| —o)Yyn(n) 


(n==k/。). 将 此 式 代 入 式 (46. 1) 并 对 dik| 积 分 , 我们 得 到 
Vn=—eV i Se [ae pn ln) dourYya mn). 





(46. 2) 
为 了 计算 内 积分 , 我们 利用 展开 式 (24. 12), 写 出 
eihr Ax S51 > iigi (kr) Frn( 定 )ron( 工 ) (46. 3) 


式 中 
8 (kr) = 六-Ji (kr) (46, 4) 
[参看 第 三 着 (34. 3)J 中 ， 把 这 个 展开 式 代 入 式 (46. 2), 我 们 得 到 


| "73CnDdoo=4ri7gi(km7j( 工 ) 


sh wh 


中 函数 g 的 归 一 化 是 这 样 的 : 当 kr 一 oo 时 , 它 的 渐 近 形式 为 
Sin (kr— xi/2) 
kr 


gi(kEr) 2 (456., 4a) 
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(其 你 的 项 因 球 函数 的 正 交 性 而 为 零 )。 由 于 条 件 /4 和 1， 对 4z 
的 积分 中 只 有 满足 杂 入 1 的 距离 起 作用 ， 因 此, 在 国 数 9; Cr) 展 
开 为 hr 的 项 级 数 中 , 可 以 只 取 第 一 


~ (kr)’ 
9 (Er) ET (46. 5) 
来 代替 函数 9y(X7)@. 结果 , 我 们 得 到 ， 
ms /27 十 1(7 二 1) af 6 
Vy;=(—1) WV DGD oie -ns 


(46. 6) 
式 中 引入 了 记号 
(QR) n= on Te 全 Ja 48.7) 
“ [请 记 住 ， 了 7;,-m 二 (一 了 D1" 了 wj， 与 相应 的 经 典 量 相 类 似 (第 二 
卷 ,§ 41) 包 , 量 (46. 7) 叫做 系统 的 电 2 极 跃 迁 和 矩 . 
对 于 外 场 中 的 一 个 电子 , py: 二 i;, 量 (46. 7) 是 作为 经 典 量 


《 电 ) 一 Az 了 
jm a7 17 TY jm 





的 矩阵 元 来 计算 的 ， 
在 非 相 对 论 情 形 中 (对 粒子 速度 而 言 )， 对 于 福 个 相互 作用 粒 
子 组 成 的 任意 系统 ,跃迁 矩 原 则 上 可 以 按 类 似 的 方法 计算 .这 时 ， 


, | N 
Psi(T) 一 | 3 (Fi 机 Yn iT rw) D6(r—r,) 
=1 
,da .dry (46. 8) 
Q@ fr 的 冠 次 等 于 与 9; 相 乘 的 函数 了 jm 的 阶 数 ， 这 样 就 证 明了 将 4 中 含 较 高 阶 
球 绷 数 的 项 忽略 是 正确 的 ， 


@ 多 极 挎 的 定义 中 没有 因子 6, 这 是 由 于 本 书 的 访 定 关中 也 没有 电荷 因子 . 
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达 , 积 分 对 整个 位 形 空间 进行 @ 
我 们 在 这 里 所 用 的 光子 波 函数 ， 同 式 (44.2) 中 一 样 ， 相 应 证 
(在 坐标 表象 中 ) 当 一 化 为 按 @@ 标 度 的 6 国 数 ， 将 式 (46. 6) 代入 ， 
我 们 得 到 8; 辐射 的 几率 @ 


( 电 ) 2(27 十 (J 十 1)， 24+102 < 电 ) 12 46. 9) 
Ww jm 一 E27 1 1 | (QF D1 ) Fi | . 《 ‘of 


特别 是 当 j= 二 1 时 , 我们 有 
wie) 一 人 人 -ea (QF) gal?. (46. 10) 
Qs 与 电 偶 极 矩 矢量 的 分 量 有 下 列 关系 ; 
e@i0 =id,, e@Oi = 于 - 记 ( 人 二 ii) (46. 11) 
将 式 (46. 10) 对 取 求 和 , 就 回 到 我 们 熟知 的 偶 极 辐射 总 几率 的 公式 
(45. 7). : 
多 极 辐 射 的 角 分 布 由 公式 (7. 11) 决定 ， 将 它 归 一 化 为 总 发 射 
几率 wjn 时 ,我 们 有 
dwsn= | Yn) | wndo = = 机 [YnYsml do. (46.12) 
特别 是 当 7 ==1 上 肘 ， 
Yn =i -二 cos0, Yi,11= Fiv 二 sin0.e:'”, 
式 中 80,9 为 极 角 和 方向 ni 对 z 轴 的 方位 入， 计算 万 度 时 , 我们 求 
出 具有 一 定 n 值 的 侦 极 辐射 的 角 分 布 表 过 式 


QD 可 能 会 出 现 这 样 的 情形 :根据 近似 选择 定 则 ， 跃 迁 玫 率 变 为 零 , 而 近似 选择 定 
财 仅 当 忽略 电子 的 自 旋 -轨道 相互 作用 时 才 是 正确 的 . 这 时 ,为 了 得 到 非 零 的 结果 ,所 
用 的 法 员 数 必须 考 赎 这 种 丰 互 作 用 的 相对 沦 修正 . 

多 乍 看 起 来 , 由 于 空间 的 各 向 同性 ， 光 于 发 射 的 总 几率 似乎 不 应 该 依赖 于 m 值 ， 
情况 共 非 将 此， 不 难 理解 , 当 系 统 的 初 态 给 定时 ， 不 同 的 终 态 对 应 着 发 射 的 光子 有 不 
同 寺 mw 值 》 比较 下 面 的 法 则 (46.16)， 
® I98 ， 


do 一 woarsin?gdo， dw =w a lt Cdo. (46. 13) 


8 
当然 ,这 些 公式 也 可 以 由 式 (45. 6) 得 出 ; 首先 (对 m=0) 假 设 d= 
8y 二 0, GQ, 二 ;然后 (对 rw= 土 ) 假 设 和 = 二 id 二 df/ 和 V2 ,d=0. 

如 果 系 统 (原子 或 原子 核 ) 线 度 的 数量 级 为 e， 则 电 多 极 握 的 
数量 级 一 般 来 说 为 8 入 一 az。 多 极 辐射 的 几率 为 
wok ka). (46. 14) 
若 极 数 增加 1, 则 辐射 几率 减 小 一 个 因子 ~ (Xa) 
角 动 量 和 宇 称 的 守恒 定律 引出 一 定 的 选择 定 则 ， 限 制 辐 射 系 
统 状 态 的 可 能 改变 ， 如 果 系 统 的 初始 角 动 是 等 于 了 ,那么 发 射 角 
动量 为 了 的 光子 后 ,系统 的 角 动 量 只 能 取 角 动量 加 法 法 则 (JJ 一 了 
二 站 所 类 定 的 J 值 : 





[7;— J RIT. (46. 15) 

当 7; 和 J; 的 值 给 定 后 ， 光 子 角 动量 的 可 能 值 ;由 同样 的 法 
别 (46. 15) 决 定 ， 但 是 , 由 于 辐射 几率 随 5 的 增加 也 速 衰减 ， 所 以 
辐射 基本 上 以 最 低 可 能 的 极 数 发 生 . : 

角 动 量 J 和 性 的 分 量 1 和 My 与 光子 角 动 量 的 分 量 m( 根 
据 同 样 的 角 动 量 加 法 定律 ) 满 足 关系 

M;— M;=m. (46. 16) 

辐射 系统 的 初 态 和 终 态 宇 称 P; 和 P 应 该 满足 条 件 PsPx: 一 
P,, 这 里 Pxsz 是 所 辐射 的 光子 的 字 称 ， 因 为 字 称 只 具有 土 1 值 , 所 
以 这 个 条 件 也 可 以 写成 


PiP; = Pys. (46. 17) 
对 于 电 型 光子 , Pxz=( 一 1)7 因而 电 多 极 辐 射 的 字 称 选择 定 则 是 
P,P; = (—1)7. (46. 18) 


总 角 动量 和 字 称 的 选择 定 则 是 非常 严格 的 ， 任 何 系统 在 辐射 
时 都 应 该 遵守 ， 与 此 同时 ,存在 着 另外 一 些 有 局 限 性 的 选择 定 则 ， 
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: 门 与 特定 辐射 系统 的 某 种 结构 特征 相关 .这 样 的 选择 定 则 难免 . 
有 一 定 程度 的 近似 性 质 , 我 们 将 在 本 章 的 后 面 几 节 中 研究 它们 
发 射 几率 对 量子 数 m、 有 Y;、M; 的 依赖 关系 完全 由 多 极 矩 的 张 

量 性 质 决 定 ， 具 有 一 定 了 的 量 Qn 构成 7 秩 球 张 量 ， 它 的 矩阵 元 . 

对 上 述 量子 数 的 依赖 关系 由 公式 

[Snr Ts My| Qj, ml RT M1? 
J 7 J 
= m —M 

给 出 [参看 第 三 卷 (107. 6)], 式 中 的 字母 w 表 示 除 了 J 和 用 以 外 系 

统 状态 的 其 余 量子 数 ， 等 式 (46. 19) 右边 的 约 化 矩阵 元 不 依赖 于 

量子 数 mm、M、MNr。 将 这 个 公式 代入 式 (46. 9) 就 能 确定 所 求 的 依 


赖 关 系 , 它 正 比 于 
(7 7 J ) 
M;: mm 一 型 ， 


(当然 , 这 时 假设 辐射 体 不 在 外 场 中 , 所 以 跃迁 频率 o 与 MK, 和 了 
无 闫 ). 

对 所 有 的 Ms 值 求 几率 和 ( 设 MM; 为 已 知 )， 我 们 得 到 由 系统 
的 初 态 能 级 m4J1 发 射 已 知 频率 光子 的 总 几率 ， 显 然 , 由 于 空间 的 
各 向 同性 , 这 个 量 也 将 与 初 值 M; 无 关 . 求 和 时 ,要 用 到 公式 


DnsTs Ms|Q;, -nl ni M | = [nsTs TQ nT > 
Mf 


人 它 有 
上 县志 
拔 


) [Cnrl Qs nT id 1 (46. 19) 





1 
2J,+1 

(46. 20) 
[ 参看 第 三 卷 (107. 11) ]. 


8 47， 磁 多 极 辐射 
磁 型 光子 的 波 函 数 是 4= (0, A)，A 由 公式 (7.6) 给 出 ,将 
它 代 入 式 (46. 1) , 我 们 得 到 跃迁 矩阵 元 
# 2I00 。 





Vy = —eY edz jn done ry 0" Cn). 47: 1) 
“ 像 式 (7. 16) 中 那样 ,矢量 Ym 的 分 量 可 用 7 阶 球 谐 函 数 表 达 ， 再 
利用 展开 式 (46. 3)， 我 们 得 到 内 积分 

JorY®*(n)don = divig; (Er) YY (5), z 

了 7 
:将 式 (46. 5) 的 gj; 代入 后 中 ， 
2 

(27 十 1)1 | 
根据 定义 (7. 4) ,这 里 必须 代入 


ot) = 
YR( = Vm). 


Vy; 一 — el™i 


Jrr(7) YY"( Faz. 
7 / 


然后 应 用 公式 
Tijsi (rT x W 鸭 ) = — (rT xj) :TriY,) 
将 被 积 图 数 改写 ， 我 们 得 到 
ny /TUDOGFD os 
Vy;=( 1) 1 Tt) TEA 
(47. 2) 
. 式 中 引入 的 量 
《 碳 》 4 了 3. 
(On = TV jv Ym) ds 
(47. 3) 
叫做 磁 2 极 跃迁 矩 . 


由 于 发 射 几率 的 表达 式 (47.2) 和 (46. 外 之 间 的 相似 性 ， 可 以 
得 到 和 式 (46. 9) 同样 的 公式 ， 差 别 仅仅 是 磁 矩 代替 了 电 符 ， 角 分 
布 的 公式 (46. 12) 也 仍然 成 立 [这 一 点 在 讨论 (7.11) 时 曾经 指 
出 过 ]. 
@ 不 要 把 流 了 与 角 动 量 了 混 滑 了 ! 
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我 们 来 研究 j=1 时 表达 式 (47. 3) 的 形式 ， 在 这 种 情形 下 ,水 . 
数 是 


人 


V Erro=is, V err, 1= 干 了 于 (十 认 )， 
它们 的 梯度 就 等 于 式 (7. 14) 的 球 单 位 矢量 e，ettD5。， 所 以 量 
e[G 铝 ]r 是 矢量 

p= | (rx js) ds (47. 4) 
的 球 分 量 ， 这 个 矢量 在 形式 上 和 经 典 磁 矩 相似 (参看 第 二 着 844)， 
公式 (用 通常 的 单位 ) 
w= pl (47. 5) 
通过 这 个 矢量 给 出 M 1- 辐 射 的 总 几率 ， 我 们 来 看 公式 (47.4) 怎 
_ 样 与 磁 矩 算 符 一 般 的 非 相对 论 量子 表达 式 相 联系 . 
跃迁 流 的 表达 式 ( 参 看 第 三 卷 $ 115) 为 


了 7 一 一 二 (时 wy 一 TY) 十 长 rot(y#syi)， (47. 6) 


式 中 4 是 粒子 的 磁 算 ,s 是 它 的 自 旋 ， 所 以 


pn =— I |r Vid'st Te br x V) Yds 
+ 从 |Er xrot (psi) 1d3z. (47.7) 
在 第 二 项 中 我 们 写 出 


jw x) yjdaz 一 一 | grx Wid'zt+ | roseryywdaz。 


最 后 一 个 积分 可 以 改写 成 对 无 限 远 平 面 的 积分 ， 因 而 等 于 零 . 所 
以 式 (647. 7) 中 的 头 两 项 是 相同 的 . 在 第 三 项 中 我 们 按 如 下 方法 将 


积分 改写 成 (暂时 采用 符号 FF= sy;); 
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[Erx wxP]dz= 中 [rx (df x F)]—|[L(F xY) x rjdiy. 


面积 分 等 于 零 , 历 在 最 后 一 个 积分 中 我 们 有 : 
(F xvVY) xr=—F.divr+F=—2FF. 


所 以 ， | (r x rotF') dsz 一 ?| Fd. 
-结果 ,HAr 的 表达 式 变 成 


Kri 一 | [v7 (二 + 十 全 8 )wid'z, (47. 8) 


式 中 工 = 一 i(r x V9) 为 粒子 的 轨道 角 动 量 算 符 ， 因 而 nr* 是 算 符 
p= .ets : (47. 9) 


的 和 矩阵 元 ， 式 (47. 9) 包含 粒子 的 轨道 磁 矩 算 符 和 内 豪 磁 人 斥 算 符 . 
磁 多 极 辐 射 的 选择 定 则 和 电 多 极 辐射 相似 :选择 定 则 (46. 15)， 
“46. 16) 仍 对 总 角 动 量 成 立 ,而 字 称 的 选择 定 则 为 
PiP;= (—1)1+!, (47. 10) 
是 把 MJ 光子 的 字 称 Pxz 二 (一 DD "代入 (46. 17) 中 得 到 的 . 


848， 角 分 布 和 辐射 的 极 化 


§ 46 和 847 中 所 推导 的 公式 属于 具有 一 定 角 动量 ? 及 其 分 量 
m 的 光子 的 发 射 ， 相 应 地 ， 可 以 假设 辐射 系统 (譬如 原子 核 ) 在 辐 
射 前 后 不 仅 具 有 一 定 的 角 动 量 值 7, 而 且 上 有 具有 一 定 的 极 化 , 即 一 定 
的 用 值 

现在 我 们 来 研究 部 分 极 化 核 辐 射 的 更 一 般 的 情形 ( 核 的 线 度 
仍然 假设 比 波长 小 )， 设 所 发 射 的 光子 仍旧 具有 一 定 的 角 动量 )， 
但 可 以 是 部 分 极 化 的 ， 我 们 来 求 作为 光子 方向 1 的 函数 的 发 射 
几率 ， 它 必须 由 描述 核 和 光子 极 化 状态 的 密度 矩阵 来 表达 . 
为 此 目的 ， 对 初 终 态 原子 核 都 具有 确定 的 fi MUM; 和 JsMs 值 
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的 情形 , 我 们 首先 把 发 射 几率 写成 光子 方向 7 和 螺旋 性 4= 土 1y 

发 射 j, m 一 定 的 光子 的 矩阵 元 正比 于 原子 核 的 2; 极 矩 ( 电 
和 矩 或 磁 矩 ) 的 矩阵 元 ， 

J s My; Im|V|IJM, > (—1) "TMQ -mld ;MM,>. (48. 1). 
被 发 射 光子 的 波 函 数 ( 在 动量 表象 中 ) 正 比 于 名 (20) 或 YY 党 (n). 
动量 方向 为 hn、 螺旋 性 为 4 的 光子 波 函 数 正比 于 极 化 矢量 e'”. 发 
射 n4 光 子 的 年 阵 元 由 式 (48. 1 乘 以 状态 1Jm》 的 波 国 数 在 状态 . 
|m4> 的 波 函 数 上 的 分 量 得 到 : 

TMosnAlVIT MOC (一 DIM -ml TM Le VY jmnj. 
按照 式 (16. 23), 对 于 两 种 类 型 的 光子 ， 
eV*Y jn nNn) cc nNn). (48. 2) 

多 极 矩 的 矩阵 元 通常 用 约 化 矩阵 元 表示 ， 结 果 ， 我 们 得 到 跃迁 几 


J, 了 J 
MinaV TM Dn ( 了 J 


NN nm ,jp 
(48. 3) 
式 中 的 8 代表 (Jrjgl7, 
现在 我 们 来 讨论 混合 极 化 态 的 一 般 情形 。 按 照 量子 力学 的 一 
《法 则 ,跃迁 几率 将 正比 于 表达 式 @ 
中 如 果 系 统 的 初 态 和 终 态 通过 登 加 


pH= Oa), b= oa 


1 


找 大 ,那么 矩 路 元 为 
<f]| V| i> = SorarV nn, 
它 的 平方 为 
FIVIDE = 之 VV ana Dm bs 
| NN Tm 
通过 代 换 
Gray 一 > pli bmnrb*-> pn 
可 以 得 到 混合 态 的 情形 , 因而 
HIFliDl-> 2 Vmop pi po. 
Rn’ mm 
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DTIM nAIV IT MT MI nA VT MY 


x Mp MM Mo? TMs A Np™ 1A (48. 4) 
po 分 别 为 初 态 核 , 终 态 核 和 所 发 射 光 子 的 密度 抢 阵 , 求 

和 号 下 的 (m) 表 示 求 和 对 所 有 重复 出 现 两 次 的 m- 型 量 (M,MIM; 
.9 和 进行 ,再 将 式 (48. 3) 代入 式 (48. 9) 

立体 角 do 内 光子 的 发 射 几 率 用 z(n)do 表示 ， 显 然 , 在 任 一 
方向 上 以 及 对 于 光子 和 终 态 核 的 任 一 极 化 ， 总 发 射 几率 与 核 的 初 
始 极 化 状态 无 关 , 这 已 由 我 们 熟知 的 公式 给 出 , 这 里 不 去 研究 ， 我 
们 将 几率 wn) 归 一 化 为 1 结果 得 到 @ 

wm = SHY SD) pp 


(Cm) 


D0,p 07) 


<( wh ， Mi， ,em Ip >X 
x Mslp MA Tp 1A 
“这 个 归 一 化 的 正确 性 我 们 将 在 下 面 看 到 ). 这 个 公式 可 以 进行 改 
写 ,为 此 ， 我 们 先 把 两 个 D 函数 之 积 展 成 第 三 卷 的 式 (110. 2) 的 
DD = (— DY + DD 


jv 
2 (1) tm (2L+41) @ “ 六 7 jp 
L 一 一 


4 —AN\m —m —h 
《4=4 一 和 ,4 二 m 一 m'; 工 为 整数 , 工 宇 27). 这样, 我 们 最 后 得 到 
wn) = + EY, 十 DS Si (—1) Mis tm+1 (2++1) 


LL (Cm) 





中 当 改 写 符号 因 .时 ,可 以 利用 27o 2 2Mo22 有 相同 的 字 称 ,还 要 记 住 沪 
也 为 整数 ， 0 人 A 二 土 1. 
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人 
4 一 一 4 八 M —m —u MN\—M:—m MM, 
人 7 J ) 
x 

—M; —m’ —M’ 


xDE mn Mo MMNM pn MRNA p14>. 
(48. 5 


和 上 面 一 样 ，> ?表示 对 所 有 出 现 两 次 的 m- 型 量 求 和 ， 这 里 必须 


指出 ,为 与 其 它 和 -型 量 不 同 , 它们 只 有 两 个 值 :41 一 士 1 而 不 
是 27 十 1 个 值 (对 给 定 的 办; 这 两 个 值 对 应 着 光子 的 两 种 极 化 . 
公式 (48. 5) 包含 着 所 发 射 光子 的 角 分 布 、 它 们 的 极 化 以 及 次 
级 核 (发 射 光 子 以 后 的 核 ) 的 极 化 等 全 部 信息 ， 这 里 我 们 假设 起 始 
密度 矩阵 是 已 知 的 . 
角 分 布 
对 光子 和 次 级 核 的 所 有 极 化 求 和 , 就 可 得 到 光子 的 角 分 布 . 对 
极 化 的 平均 是 把 非 极 化 态 的 密度 矩阵 


y fs I 六 AN 
CA pA = Mi pH MD = 


(48. 6) 
代入 , 然后, 求 和 就 是 乘 以 2( 对 光子 ) 或 2Jjy 十 1( 对 核 ). 换 名 话说， 
求 和 就 是 代 换 | : 

Alp™ 14 >6, 《Msp {MI >6u, us (48. 7 六 
所 以 , 角 分 布 为 


wn) = -tn SD + (2L+D Dn) 


{1m) 


<( 1 J L. 7 7 LN\ v 7 .1; 
4 一 4 0 信和 一 镶 一 及 一 弄 —m' M, 
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vr 7 J 
—M; —m’ M!’ 
这 个 公式 可 以 通过 对 和 -型 量 求 和 而 大 大 简化 ， 
首先 , 我 们 看 到 


alo lm. 


J DDN ,ni 73IL5 
Ga 0 1 (aa ) (48. 8) 
因此 ， 
sb j 世 上 人 0) 二 为 偶 
于 (ao 入 
0 厂 为 奇 . 


这 样 , 对 工 的 求 和 只 剩 下 工 为 偶数 的 项 ， 即 其 中 只 包含 偶 阶 球 谐 
函数 (DZ)) . 这 个 结果 是 可 以 预见 的 : 因为 字 称 守恒 ,几率 应 该 对 反 
演 不 变 , 即 对 代 换 ?一 人 不 变 . 

这 样 一 来 , 就 有 


wm = EFT+TD S12 +1) 7 J L DD nN). 
dx 了 1 一 1 0 


x > —D™+! x(? 7 也、\ Js J 中) 


(mn) m 一 和 —u —M;: —m MM, 


Ji 7 J 4) | A 
x( Milp | Mi>, 
我 们 看 到 ,在 这 里 归 一 化 是 很 容易 证 明 的 : 由 于 公式 
|z 守 (37) 4 一 0ro0.0， 
对 所 有 方向 积分 后 ,只 剩 下 工 二 4 二 0 的 项 .利用 公式 
A 
Nm 一 入 ( M2j+1 
J J) J ) 1 


=27—— ,Spp" =1 
zm M; —m Mi 27itl 


e 207 + 





就 可 证 明 积 分 等 于 1. 

在 丈 (?) 的 内 求 和 中 , 利用 第 三 卷 式 (108. 多 实现 对 mm 
的 求 和 。 光 子 角 分 布 的 最 后 公式 是 
Wn) 一 (一 TI+vi+rvf (22 十 1)、/2.7;, 十 1 


4 
x 对 Vr > oO 和 1 8 Dm), 
YT 1 一 1070 3 JJ， 
(48. 9) 
式 中 
DP=iLV DL+D (TtD) 2 (~—1) 和 JiL TAN 
MEM —M: uh Mi/ 


x 《Milp® |M'), 

DO = (1) 0.,. (48. 10) 
式 (48. 9) 中 的 内 求 和 是 对 所 有 的 14! 志 进行 ,而 外 求 和 是 对 满足 
条 件 / : 

L<2;), L<°J (48. 11) 

的 所 有 偶数 值 工 进行 [这 些 条 件 来 自 式 (48.9)、(48. 10) 的 37- 符 
号 中 了 量 应 满足 的 三 角形 法 则 ]， 由 于 这 些 条 件 , 求 和 中 的 项 数 一 
般 很 少 ， 例 如 , 当 J;==0 或 1/2 时 , 只 剩 下 工 =0 的 项 ， 因 而 辐射 
是 各 向 同性 的 (不 难 证 明 ， 根 据 归 一 化 条 件 ， 工 = 0 的 项 应 该 等 于 
1/4). 当 Ji=1,3/2 或 j=1 时 ,对 工 的 求 和 只 剩 下 两 项 :=0,2. 
我 们 还 看 到 , 如 果 密 度 矩 阵 p 中 是 对 角 化 的 (CM;= MM 人)， 则 4=0， 
分 布 函数 (48. 9) 取 勒 让 德 多 项 式 的 展开 形式 [按照 式 (16. 5) 和 第 
三 卷 的 式 (58, 23) , 函数 Di 人 就 是 函数 Pi 《cos9)1. 最 后 ,如 果 


; 1 
Mi|p'™ [Mi = 3 Iw ， 


刀 加 果 初 态 核 是 非 极 化 的 ,那么 除名 0 二 1 以外， 所 有 的 


* 2053 4 


bl 1 3 


We 中 





B= 0%. 

“zc! 是 表征 灸 极 化 态 的 最 万 便 的 量 , 我 们 称 它 为 极 化 害 ， 公式 
(48. 10) 通 过 密度 矩阵 O war 定义 了 它 ， 不 难 证 明 , 通过 极 化 和 矩 老 
达 密 度 和 矩阵 的 相反 公式 契 


Pam’ 一 V2 2 TD J od » w]e 





(48. 12) 

设 万 <“ 是 依赖 于 核 极 化 态 的 某 个 球 张 量 ， 按 照 一 般 法 则 [ 参 

看 第 三 卷 式 (14. 8) ], 它 在 具有 密度 矩阵 p uw 的 状态 中 的 平均 值 
等 于 


fzs= jpun TM'|fra ls MY. (48. 13) 
根据 公式 
了 LJ 
TM | fin TMO=IT (1 (和 KTHal), 


通过 约 化 元 4J[ 产 1 7 表达 fzis 的 矩阵 元 ， 并 根据 (48. 10) 的 定义 
引入 极 化 矩 , 我们 得 到 


TCR 
光子 的 极 化 
QD 实际 上 ,应 用 
0 J 1 
(rr 
我 们 有 


了 LL J 
(De 人 
之 ， ar 


站 
J 0 J _ 
-LTTTZ( 而 的 作 1 0 i ) IT TITddne 
然后 根据 定义 (48.10), 我 们 求 出 上 述 结 果 ， 
* 209 。 





当 和 矩阵 pH 和 p 中 以 及 p 中 给 定 后 , 公式 (48. 5) 确定 了 所 发 射 
的 光子 和 核 处 于 一 定 的 极 化 态 的 跃迁 几率 ， 这 些 坊 实 质 上 并 不 是 
这 种 辐射 过 程 的 特性 , 而 是 探测 器 ( 它 记 录 光 子 和 反 冲 核 ， 并 识别 
它们 的 确定 极 化 ) 的 特性 ， 这 个 问题 的 另 一 种 更 自然 的 表述 是 : 
“ 核 十 光子 "系统 的 终 态 不 是 一 开始 就 确定 的 ， 只 在 给 定 光子 发 射 
的 方向 后 , 才能 确定 终 态 的 极 化 密度 和 矩阵. 

这 个 问题 的 答案 也 由 公式 (48. 5) 给 出 。 如 果 把 它 写 成 
w=w(n) DMs nalp| MinX XY 1p™ MpD 1 


(nm) 


(48. 15) 
则 表 琉 式 《M wn4|lp MI;n% > 将 是 所 求 的 密度 矩阵， 因为 按照 量 
子 力 学 的 一 般 法 则 ,跃迁 到 已 知 状态 的 几率 w 由 它 在 给 定 的 P”， 
p 中 上 的 “投影 "给 出 在 公式 (48. 15) 中 分 离 出 因子 加 (n) 是 为 了 
使 这 个 矩阵 能 够 按照 一 般 的 条 件 归 一 化 : 
DD Ms;nilplMs; na)=1. 


4 型 让 
如 果 只 考虑 光子 的 极 化 , 则 必须 对 六 ;二 Ms 求 和 ; 
nalplnt = > Ms;nAlp lMs; ny >. 
Mf 
通过 与 公式 (48. 9) 完全 类 似 的 推导 , 我 们 得 到 
<NnAlp [nA > 一 《一 1)17+7i+71 《27 十 1) /2.7; 十 


8 元 (?4) 


2 3 了 人 瑟 2 人 
L A—A—A/(l) 7 J x 


(48. 16) 
(A 二 4 一 久 ), 求 和 是 对 满足 条 件 (48. 11) 的 一 切 整数 值 工 进行 . 
特别 是 , 圆 极 化 由 斯 托 克 斯 参数 
;=<nlilplni2—n,—1llpln,—1)> 





PU 


雇 定 (参看 $8 习题 )。 由 于 关系 式 (48. 8) ,在 这 个 差 中 消去 了 所 有 
含 偶数 工 的 项 ， 所 得 5; 的 公式 与 表示 式 (48. 9) 的 区 别 仅仅 是 对 


奇数 (而 不 是 偶数 ) 工 值 求 和 . 
终 态 核 的 极 化 

最 后 , 如 果 我 们 只 研究 核 的 终 态 极 化 , 必须 令 ”一 6. 这 时 如 
时 还 要 对 光子 的 方向 积分 ,那么 终 态 核 的 密度 怎 阵 将 是 


<Ms|p|MI)= JD mn) Mm lpl| Mm)}do= 


=(2Ji+1) 5 (0 J 3 2 


mI —M; —m MAM, 
x( J let My 
—M: 一 名 M:; 
按照 这 个 矩阵 计算 出 的 极 化 矩 等 于 
DP=(— Dr VY (T+ (2J+1) 入 放 2 
Jr Js J 
(48. 17) 
如 果 初 态 核 是 非 极 化 的 , 则 终 态 核 也 将 是 非 极 化 的 . 但 此 时 存 
在 关联 极 化 , 即 辐 射 的 方向 给 定时 , 辐射 后 的 核 是 极 化 的 . 令 7， 
一 8/ (2J 1 十 1) (相应 地 , 三 (1) = 二 1/4x) 并 进行 与 推导 公式 (48. 9) 
类 似 的 计算 , 就 得 到 描述 这 种 极 化 的 密度 和 矩阵 
Ms nlplMi;n) 
= (2j+1)(— 1 Ht! S (2L+1) @ 7 ， ) 
侦 荆 1 0 


(ar em 
—M ua Mi/(y 3 J 
各 应 的 极 化 矩 是 


PPI Dt (2 二 TD VOLTD GI FD 
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1 一 1.0 说 了 了， 
有 偶 , 妆 级 的 极 化 答 册 现 (这 也 是 早先 所 到 过 的 宇 称 守 全 的 结果 ) 
如 果 二 次 核 依次 产生 辐射 , 那么 由 于 它 已 极 化 ,将 产生 各 向 异 : 
性 的 光子 分 布 . 因为 极 化 矩 (48:19) 依赖 于 前 次 误 变 时 所 发 射 的 光 . 
子 的 方向 ?所 以 相继 发 射 的 光子 的 方向 之 间 存 在 一 定 的 关联 (一 
次 核 是 非 极 化 的 ). 用 类 也 方法 可 以 处 理 级 联 发 贡 的 其 它 关联 效 : 
应 ( 极 化 的 丰 互 关系 等 ) 


习 题 : 
求 极 化 矩 多 ie 和 多 与 角 动 量 矢 量 J 和 四 极 矩 张 量 Qi4 之 间 的 关系 . 
解 ” 矢 量 J 和 张 量 Qi4 的 约 化 矩阵 元 由 下 式 决定 : 
= __ TTTY? 5 -So 
J 7 Oi | 
入 第 三 六 公式 07. 10 和 (107.11)]。 算 特 ， 通 过 角 动 是 算 符 由 第 三 
卷 式 (75. 2) 表示 : 


in: wn 只 2, 一 全 yz ) 
由 此 求 出 平均 值 
< _。 .p23(T +1) (27 +3) 
9 TTT or 2 -95767-D ~ 


约 化 乱 阵 无 为 
TIT >=Y TI +D (27 十 1)， 


3{2 1 2 3 
lO = +t. 


一 一 - 
VOD 


QD 这 人 1 个 问题 的 详细 论述 可 以 参阅 苏联 科学 院 1961 年 出 版 的 ty -射线 >(*Tawmwa-- 
TS) 一 书 中 A.3. Mou HHOY 的 论文 . 


LT2。， 





出 十 有 骨 


的 球 分 量 , 耐 极 化 矩 2 zx 等 工 张 量 


:的 严格 的 选择 定 则 辐 


ee 


Y= 0J(2J—1) 0,, 


3 GTS @ 








的 球 分 最 


人 49， 原子 辐射 : 电 型 9 


原子 外 层 ( 参 加 光学 辐射 跃迁 的 ) 电 子 的 能 量 约 为 B~me 人 /如 ， 
因而 所 辐射 的 波长 4~c/B~ 如 /ame?， 原 子 的 线 度 a~ 入 /me? 
所 以 在 原子 光谱 中 , 不等式 a/4~a<1 照例 成 立 ， 比 值 v/c~a 具 


有 同样 的 数量 级 ,这 里 5 为 光电 子 速度 . 


由 此 可 见 ,在 原子 光谱 中 , 选择 定 则 所 容许 的 电 侦 极 镶 射 的 几 
: 率 大 大 超过 多 极 跃 迁 的 几率 @、 由 于 这 个 原因 ， 在 原子 光谱 中 最 
重要 的 正 是 电 候 极 跃 迁 . 

我 们 已 经 说 过 ， 这 种 跃迁 遵守 关于 原子 总 角 动 量 J 和 宇 称 书 


7 一 JI<I<J+yI (49. 1) 
PpP'=-1. (49. 2) 


不 等 式 17' 一 J1<1 意味 着 角 动 最/ 只 能 改变 0, 土 二 而 由 于 J+ 
-之 1, 0->0 跃迁 是 禁止 的 ， 初 态 和 终 态 的 字 称 应 该 相反 @ 


anJM->w'J'M' 跃迁 的 发 射 几 率 由 原子 偶 极 怎 的 相应 矩阵 元 
:确定 如 下 ; 


3 
wnTM>nR J M') 一- 


3c3 


=ONJf—>N I), 





[Cw I'M' ET (49.3) 


QD 在 $49 一 3 51,3 53 一 3 55 中 采用 通常 的 单位 ， 

在 原子 光谱 的 光学 区 域内 , 偶 极 跃迁 几率 的 典型 数值 约 为 10s 秒 “!。 

@@) 现在 我 们 用 不 带 撤 和 带 抠 的 字母 分 别 表 示 初 态 和 终 态 的 量子 数 ， 用 字母 mxv 
泪 示 决定 系统 状态 的 所 有 其 它 : 除 了 明显 指出 以 外 的 ) 量 子 数 . 
图 字 称 选 择 定 则 是 Laporte 建立 的 (O. Laporte, 1924)， 


» 213. 


2 到 给 定时 ,公式 (49. 3) 对 用"= 肛 一 mw 的 所 有 值 求 和 ,可 以 得 吾 
中 原子 能 级 %J 发 射 已 知 频 率 的 总 几率 . 求 和 时 , 利用 式 (46. 20)， 


w (nf->n' J') 一 一 一 一 | Caan. (49.4): 


3 5 
这 里 的 约 化 矩阵 元 的 模 的 平方 有 时 叫 跃 迁 线 强度 ， 它 对 于 初 态 和 
终 态 是 对 称 的 ， 
观察 到 的 辐射 强度 等 于 w 乘 以 io, 再 乘 以 辐射 源 中 处 于 该 激 
发 能 级 上 的 原子 数 Ny. 所 以 ,在 温度 为 7 了 的 气体 中 ， 
Nasoc (2T +1)exp(—B,,/T), 
因子 (2J 十 起 是 角 动 量 为 J 的 能 级 的 统计 权重 ， 
原子 光谱 跃迁 儿 率 的 进一步 推导 需要 具体 指定 原子 的 状 
态 。 在 这 里 我 们 将 不 讨论 垂 阵 元 的 计算 方法 , 因为 它 的 近似 程度 没 
有 明显 的 理论 意义 . 我 们 将 只 对 LS 耦合 的 各 种 状态 (特别 是 在 轻 
原子 中 ) 推 导出 若干 个 关系 式 ( 参 看 第 三 卷 872). 描述 这 样 的 状态 
除了 用 总 角 动 量 以 外 ， 还 要 用 轨道 角 动 量 工 和 自 旋 3 的 确定 值 ， 
这 时 工 和 4 都 是 守恒 量 . 
由 于 偶 极 和 矩 是 纯粹 的 轨道 量 , 所 以 它 的 算 符 与 自 旋 算 符 对 易 ， 
” 即 它 的 矩阵 对 于 数 S 是 对 角 化 的 ， 对 于 数 亏 ， 偶 极 矩 所 遵守 的 选 
择 定 则 与 任意 轨道 矢量 相同 〈 参 看 第 三 卷 $ 29). 所 以 , LS 型 各 态 
之 间 的 跃迁 除 遵 守 选 择 定 则 (49. 1) 和 (49. 2) 外 ， 还 遵守 以 下 的 选 
择 定 则 : 
S'—S=0, (49. 5) 
ID—LI<1<L+L. (49. 6) 
我 们 再 次 着 重 指出 ,这 些 定 则 是 近似 的 ， 当 考虑 自 旋 - 轨 道 相 互 作 
用 时 就 不 再 成 立 ， 


我 们 看 到 , 选择 定 则 (49. 5) ( 它 装 止 不 同 多 重 态 的 项 之 间 的 路 
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迁 ) 不 仅 适 用 干 电 储 极 跃迁 ,而 且 适 用 于 一 切 电 型 跃迁 : 各 种 电 多 
极 矩 都 是 轨道 张 晤 ,因而 它们 的 矩阵 对 自 旋 是 对 角 化 的 .例如 ,对 
于 电 四 极 跃迁 ,除了 一 般 的 选择 定 则 


7 一 /和 有 委 2 过 了 二 7，PP' 一 1 (49, 7) 
外 ,在 LS 耦合 情形 下 还 有 附加 选择 定 则 
S’—S=0,，|L—L|<2<L+L. (49. 8) 


发 射 儿 率 可 写成 5,J,J' 的 显 函 数 形式 . 当 角 动量 相 加 时 , 利 . 
用 球 张 量 和 矩阵 元 的 一 般 公 式 ， 就 可 直接 做 到 这 一 点 。 按 照 第 三 卷 
的 公式 (109. 3) , 我 们 有 也 

[Cn LST'IAnLSI Y= (27 + 1) (27'+1) 


< 人 ， 1 [Cm NalnLy|?. (49. 9) 
了 了 工 1 
将 此 式 代 入 式 (49. 4) ,我 们 得 到 
w (nLSJ >wL'ST) = 4 (2J'+1) 了 让 
J 了 1 
X | 了 2 也 人 > ) (49. 10) 
Ho=onLS->nL'S) 2. 
对 这 些 几 率 可 以 导出 一 个 求 和 法 则 .63 符号 的 平方 满足 求 
和 公式 [参看 第 三 卷 式 (108.7)] 
7 J’'E 
oT ll 
art) sa (49. 11) 
傍 鳃 它 可 以 由 式 (49. 10) 求 出 


> y(nLSJT—>n D'S) = | 


he TTT 
(49. 12) 
@ 第 三 疮 3109 的 公式 中 ,“ 子 系统 1 和 2 的 角 动 量 " 现 在 必须 理解 成 原子 的 轨道 

角 动 最 和 自 旋 , 它们 之 间 的 相互 作用 被 忽略 ， 量 有 9 用 角道 矢量 de 天 示 . 


久 计算 矩 珠 元 时 忽略 自 旋 - 氏 道 相互 作用 ,还 可 以 忽略 频率 对 了 和 了 "的 依赖 关 : 
系 , 即 .上 略 原 子 初 态 和 终 杰 能 级 的 精细 结构 


。275 *- 





我 们 看 到 ,这 个 量 与 7 的 初 值 无 关 ， 

对 于 气体 辐射 , 如 果 气 体 的 温度 比 原子 项 nSL 的 精细 结 构 间 
站 大 得 多 ,那么 ,不 同 7 的 状态 被 均匀 占据 , 即 所 有 的 J 值 都 是 等 儿 
率 的 .在 这 种 情况 下 , 原子 处 在 某 个 确定 值 能 级 上 的 几率 等 于 


2.7 十 1 
(2L+1) (2S 十 1) ” 


各 等 于 这 个 能 级 的 统计 权重 与 原子 项 %SL 的 总 统计 权重 之 比 . 表 
达 式 (49. 10) 或 它们 的 和 (49. 12) 对 这 些 几 素 的 平均 归结 为 乘 以 因 
子 (49.13), 这 个 平均 用 字母 上 加 一 短 横 表 示 . 光谱 多 重 线 中 所 有 
谱 线 (由 两 个 原子 项 nSL 和 nSL' 的 精细 结构 分 量 之 间 的 一 切 可 
能 跃迁 所 形成 ;的 总 发 射 几 率 为 


历 (0DLS->NTS) = 5S SwnLSJ wrsI),. (49.14) 
J 1 | 


(49. 13) 


油 然 ， 由 于 > (2J 十 1) = (2s 十 1) (2L 十 1), 所 得 的 总 几率 表 法 式 


与 式 (49. 12) 一致 ， 所 以 ,一 条 单线 的 相对 几率 ( 即 相 对 强 底 ) 为 
WNLSJ—>n LST) (2J 十 1)(27 十 1 区 J (49. 15) 
J LL 1 
分 析 这 个 公式 所 给 出 的 数值 , 可 以 看 出 : 多 重 谱 线 中 AJ =AL 
的 那些 谱 线 最 强 (叫做 主线 , 其余 的 被 称 为 伴 线 )，J 的 初 值 愈 大 ， 
: 则 主线 的 强度 愈 大 . 
量 (49.15) 对 J 了 和 J' 求 和 分 别 给 出 
之 (PST >a LS7") 27 1 
WNnLS—>wL'S) (25 二 1)(2S 十 1)， 
之 mLSV SI 2 +41 
WNnLS8—>nL’'S) (2L+1) 258+1) 
册 此 可 见 , 具有 同一 初 态 能 级 (或 终 态 能 级 ) 的 光谱 多 重 线 中 , 所 有 
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me 


wRLS—>nL'S) (2S 二 1) 


(49. 16) 





谱 汉 的 总 强度 与 初 态 能 级 (或 终 态 能 级 ) 的 统计 权重 成 正比 . 

我 们 还 可 以 考虑 原子 光谱 线 的 超 精 细 结 构 ， 要 知道 ， 原 了 能 
级 的 超 精 细 分 裂 是 刀子 与 原子 核 的 自 旋 ( 假 如 它 不 为 零 ) 相 互 作 用 
的 结果 (参看 第 三 卷 3122) .原子 (包括 原子 核 ) 的 总 角 动 最 下 等 于 
电子 的 总 角 恕 量 J 和 不 子 核 的 角 动 量 了 的 迭 加 ， 能 级 wy 的 每 一 
个 超 精细 结构 分 量 都 用 一 个 量子 数 表征 . 

现在 ， 角 动量 的 严格 守恒 导致 关于 总 角 动 量 了 了 的 严格 的 选择 
定 则 ， 对 于 电 偶 极 辐射 ， z 

IF'—F|<I<F+F'. (49. 17》 

但 是 , 由 于 电子 与 原子 核 自 旋 的 相互 作用 极 共 微弱 , 在 计算 原子 中 
电子 过 层 的 电 矩 (和 磁 矩 ) 的 矩阵 元 时 , 完全 可 以 忽略 ， 所 以 , 原先 
基于 电子 角 动 量 了 和 电子 宇 称 的 选择 定 则 也 仍然 成 立 ， 特 别 是 ， 
电子 宇 称 的 选择 定 则 禁止 同一 项 的 超 精 细 结 构 各 分 量 间 的 电 侦 极 
跃迁 :这 些 能 级 全 都 具有 相同 的 宇 称 , 而 这 样 的 跃迁 只 可 能 发 生 在 
不 辐 字 称 的 状态 之 间 ， 

由 于 俩 极 阜 算 符 与 原子 核 的 自 旋 对 易 ， 所 以 矩阵 元 对 量子 数 
I 和 的 依赖 关系 可 以 写成 明显 的 形式 ; 这 些 计算 与 上 面 对 志 8: 
耦合 所 进行 的 计算 的 区 别 ， 仅 仅 是 符号 上 的 明显 改变 而 已 ， 通 过 : 
对 总 角 动量 下 的 终 术 分 量 值 求 和 , 便 得 到 发 射 几 率 


4 1 
3R03 2 有 十 1 


ww NJ ->1 OP) 一 | <n TIF' anTIF |’, 


(49. 18F 
=o(nf >n7"), 
而 约 化 矩阵 元 的 平方 为 
Im J IP AJITF | = (2F+1) (2F' -+1) 
TF I ,,, ， 
Xp pF 上 <n’T' aln7) |’. (49.19»% 
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习 题 

碱 金属 光谱 中 的 大 部 分 谱 线 可 以 描述 成 一 个 外 层 电子 (光电子 ) 在 原子 
:的 共 余 部 分 (形成 闲 合 组 态 ) 的 自治 场 中 跃迁 的 结果 , 原子 的 状态 按 LS 看 合 
决定， 在 这 些 条 件 下 , 试 确 定 光 谤 线 精 细 结 构 分 量 的 相对 强度 . 

解 ”原子 的 总 角 动 量 民 和 人 =1/2 等 于 光电 子 的 轨道 角 动量 和 自 旋 . 
所 以 , 状态 的 字 称 等 于 (一 Dz (原子 其 余部 分 闭合 组 态 的 字 称 为 正 )， 所 以 ， 
字 称 选择 定 则 禁止 ZL' = 的 偶 极 跃迁 ， 因而 只 可 能 发 生 L' 一 = 土 1 的 路 
迁 。 由 于 vy 的 选择 定 则 ， 双 线 能 级 见 工 和 如 ， 三 一 1 分 量 之 间 的 跃迁 共 给 出 
三 条 谱 线 (图 D)， 它 们 的 相对 强度 ( 记 








作 9, 5,c) 可 根据 (49. 16) 确定 [而 不 直 2 -J =L+ 效 

接 采 用 公式 (49. 15) ], 按 初 态 (或 终 态 ) v=/- 软 

划分 谱 线 , 不 同 初 态 (或 终 态 ) 谱 线 的 总 7 中 

一 给 ; 个 s 

强度 之 比 给 出 两 个 方程 J=/- 太 
bte_ 2L .oatb_ 2L 2 1 7 
a ”27 二 2， “27 二 2， 2 

:由 此 得 出 “图 1 


a:b:o=[(L+1) (QL—D)]:1:[(L-1) (2L+ D1. 
如 果 工 =1, 较 低 能 级 不 分 裂 , 谱 线 。 不 会 出 现 , 因而 , c/2 一 2. 


3$ 30， 原子 辐射 : 磁 型 


原子 磁 矩 的 数量 级 等 于 玻 尔 磁 子 : 4 二 eh/mc， 它 和 电 偶 极 答 
(bd~ea~ 可 /me) 的 数量 级 相差 一 个 因子 ga( 因 为 2/c~a， 所 以 
~dv/c, 这 正 是 所 期 待 的 )， 由 此 得 出 , 原子 的 磁 侦 极 CM1) 辐射 
的 几率 大 约 是 同 频率 的 电 偶 极 辐射 几率 的 1/oz. 所 以 ,实际 上 只 对 
那些 电 辐 射 选择 定 则 所 禁止 的 跃迁 , 磁 辐 射 才 是 重要 的 . 

至 于 电 四 级 (82) 辐射 ， 它 的 几率 和 MI 辐射 几率 之 比 的 数 最 
:级 为 


E2 (ea2)2021c2 04111202 /AB\N? | 


‘a218. 





(四 极 矩 ~ea?, ~ 六 /ma? 为 原子 能 量 , AB 为 跃迁 时 能 量 的 改变 ). 
我 们 看 到 , 对 于 平均 原子 频率 ( 即 AE~ 时), B82 和 M1 辐射 的 几 
率 具 有 同一 数量 级 (当然 ， 假 定 两 者 都 是 选择 定 则 所 容许 的 )、 如 
采 AE<E (例如 ， 对 于 同一 原子 项 的 精细 结构 分 量 之 间 的 跃迁 )、 
那么 型 1 辐射 的 几率 比 2 辐射 的 大 . 


磁 偶 极 跃迁 服从 严格 的 选择 定 则 
JT JAISIFT, (50. 2》 
PP’=1. (50. 3)， 


在 LS 而 合 情 形 下 ， 有 比 电 情形 中 更 具 约 束 性 的 附加 选择 定 
则 .这 种 情况 与 系统 中 因 所 有 粒子 (电子 ) 的 全 同性 而 产生 的 原子 
磁 矩 的 特殊 性 质 有 关 , 也 就 是 说 , 原子 磁 矩 算 符 可 以 通过 它 的 总 雪 ， 
道 角 动量 和 自 旋 角 动 量 算 符 琢 示 ; 

让 = 一 (万 2S) = -nd +8), (50. 4} 
式 中 po= |e18/2mnc 为 玻 尔 磁 子 〈 参 看 第 三 着 $ 113)。 由 于 总 角 
动 景 守恒 , 算 符 7 一 般 只 具有 能 量 的 对 角 和 矩阵 元 , 因而 在 辐射 理论 
中 仅 写 出 及 = 一 joS 就 行 了 @. 

当 忽略 自 旋 -轨道 相互 作用 时 ， 角 动量 志和 $ 分 别 都 是 守 伍 
的 . 因而 , 自 旋 算 符 对 表征 非 分 裂 项 的 所 有 量子 数 wSZ 都 是 对 角 化 
”的 为 了 使 跃迁 确 能 发 生 , 必须 改变 量子 数 J， 因 此 ,我们 有 选择 

定 划 。 | 
R=R, SS=S, DL=L 7 一 = 十 1， 《50. 5 让 
就 是 说 ,跃迁 只 可 能 发 生 在 同一 原子 项 的 精细 结构 分 量 之 间 . 
在 这 种 情形 下 ， 发 射 几率 可 以 精确 地 进行 计算 ， 适 当 改 变 公 


@ 例外 情形 发 生 在 原子 的 电子 角 动量 了 不 守恒 的 情形 中 ， 即 : 当 考 虑 超 精细 结 - 
构 时 , 当 有 外 场 时 , 等 等 (参看 习题 )， 
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: 式 (49.10) 中 的 符号 , 我们 有 


和 


wnLSJ->nLSJ') -人 (27'+1) 1 S 1 bicsIS Hs) 
-这 里 所 包含 的 自 旋 对 其 本 征 函 数 的 约 化 矩阵 元 为 
CSISIS)=V/S TD QS+I) (50. 6) 
[参看 第 三 卷 (29. 13) 二 我 们 所 需要 的 6 符号 等 于 
; J—l Ly | 
J 5 1) 


LHS+THITD(LHS- TTD - “ 心 十 JJ) (8 一 元 十 7) 
S(28+ 1) (28 +2)(27—1)27 (27 + 1) 


(50.7) 
:( 参 看 第 三 卷 8 108 的 表 )， 结 采 得 到 
(SI 一 92， 7—D) z 


ee 1 -wnLS, J --1 >nLS7) 





0D8 uo 二 人 下 
一 巴 2( 芍 村 LHStI+D (LA J+1) 


x(J+S—D)(JI+L-S). (50. 8) 

同一 能 级 的 超 精 细 结 构 分 晤 之 间 的 跃迁 (其 频率 在 无 线 电 波 

:范围 内 ) 一 般 不 会 是 电 偶 极 跃迁 ， 因 为 这 些 分 量 都 具有 同样 的 字 

称 ，22 和 MT 跃迁 毋须 改变 字 和 你 然而 由 于 超 精细 结构 间隔 非常 

小 ,和 M1 相 比 ,B82 辐射 的 几率 很 小 [比较 式 (50. 1)]， 因 而 上 述 跃 
迁都 是 作为 磁 偶 极 跃迁 实现 的 . : 


习 题 
1， 求 同一 能 级 的 超 精细 结构 分 量 之 间 的 型 ! 跃迁 的 几率 . 
. 解 “跃迁 几率 由 公式 (489.18) 和 (49. 19) 给 出 ， 在 这 两 个 公式 中 现在 将 
.出 各 磁 矩 的 对 角 ， 业 约 化 矩阵 元 CaJjlullay7>, 其 值 可 以 直接 写 出 来 ， 因 为 总 的 
-ea220。， 


《 非 约 化 的 ) 和 矩阵 元 CaJ An 正好 决定 了 该 能 级 在 塞 曼 效应 中 的 分 玫 
(参看 第 三 卷 $ 113) 且 等 于 一 9gM (9 为 兰 德 因 子 )。 约 化 矩阵 元 为 [参看 第 
三 着 (29. 7)] 
Ca lallnJ y= VITOITD (27 FI nM nT M> 
—— M9V J 41) (CTD . 
结果 , 我们 得 到 所 求 的 几 这 了?， 


wnJIF— ynJl, FP-1)= 3 (JI F—1— >nJIF) 





Og 四 
ort Ft ttDITITFTD RHITD EITD. 


此 式 与 式 (50.8) 的 区 别 仅仅 是 符号 的 改变 , 并 多 了 一 个 因子 9*. 

2， 求 同一 原子 能 级 的 塞 曼 分 量 之 同和 的 及 1 跃迁 几率 . 

解 这 是 指 2，vy 值 都 不 变 时 的 于 -一 > 一 1 跃迁 。 跃迁 频率 为 [参看 
下 面 的 (51. 3)]: N= jo98H (9 为 兰 德 因子 )。 矢 量 上 的 球 分 量 Ki 的 矩阵 元 . 
为 


[ay 到 一 Ia7a7 = 天 学 十 DO ln lng = 


ze 二 TD (2 十 DT) 
= 一 pg/ 二 (7 一 MTD (T+M) 
0 2 


[参看 第 三 卷 (27. 12) 和 上 题 ]， 跃 迁 几 率 为 
[1 1 3 
u 一 3 [Cay, M—1lp nT MY = (CT 一 到 上 TD (I+M). 





$ 91， 原 子 辐 射 : 塞 受 效应 和 斯 塔 克 效 应 


在 外 磁场 鼠 (假定 它 很 如 ) 中 , 每 一 个 总 角 动 量 为 y 的 原子 能 : 
级 分 裂 成 2J 十 1 个 能 


QD 氧 原子 的 基态 能 级 (1s1:) 的 超 精细 结构 分 量 之 间 的 跃迁 是 一 个 有 趣 的 例子 . 
在 这 里 , 刀 1 跃迁 和 2 跃迁 是 严格 禁止 的 (后 者 是 由 于 禁止 J 十 7’ 二 1 的 四 极 跃迁 的 选 ， 
择 定 则 )。 这 个 跃迁 的 频率 是 =2xX1.42X10° 秒 -1 (波长 和 4=21 砷 米 )， 设 g=2,. 
1=1/2, J 二 1/2, 了 二 1, 一 0, 我 们 得 到 


_ cs5H _ ~ 二 对 hb -1 
w ajo 2.85X10 秒 …1. 
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Ey=EY+uo9MH, (51. 1) 
式 中 五 人为 非 徽 扰 能 级 , uo 为 玻 尔 磁 子 ,9 为 兰 德 因子 ， 型 为 角 动 
量 7 了 7 在 磁场 方向 上 的 分 量 ( 参 看 第 三 卷 $ 113)， 因 此 , 角 动 量 方向 
上 的 简 并 被 完全 消除 . 
因 两 个 分 裂 能 级 之 则 的 跃迁 而 产生 的 谱 线 也 相应 地 发 生 分 
裂 ， 谱 线 的 分 量 数 由 量子 数 以 的 选择 定 则 决定 。 按 照 这 个 定 则 ， 
侦 极 辐射 时 应 该 有 
m=M—M'=0, 士 1， (51. 2) 
此 外 ,如 果 J ==J, 则 江 = 二 HM'=0 的 跃迁 也 是 禁止 的 .这 一 点 可 以 
从 第 三 卷 中 任意 矢量 的 矩阵 元 的 一 般 表 达 式 (29. 7) 直接 看 出 来 . 
由 m= 二 0 和 m= 二 土 1 的 跃迁 所 产生 的 分 量 分 别 叫做 z 分 量 和 o 
分 量 , 它们 的 频率 是 
#@ 一直 oo0 十 wo 五 (9 一 9 7， 
ko, =ho + UL9MN 一 9 (M+1)]. 
在 9=9 的 特殊 情形 下 , 我 们 有 
i =NOV, ,=hw0) FogH, (51. 4) 
与 导 之 值 无 关 ， 所 以 在 这 种 情形 下 , 谱 线 分 裂 成 三 重 线 : zx 分量 在 
原来 位 置 ， 而 两 个 o 分 量 对 称 地 分 布 在 它 的 两 边 (所 谓 正常 塞 曼 
效应 ). z 
在 所 有 方向 上 辐射 的 总 几率 正比 于 模 的 平方 | 《wn'J'M'|ad.,| 
24JM> 上， 所以， 利用 7 二 1 的 公式 (46-19) 可 知 ,光谱 线 的 每 个 塞 
曼 分 量 的 相对 辐射 几率 等 于 


打 1 J 51. 5) 
M’ m _) (人 


最 都 是 在 普 给 定 的 条 件 下 由 对 的 一 切 初 值 跃 迁 产生 的 ， 由 于 
”222。 


(51. 3) 


和 





> ! ) -3 (51. 6) 
MM' ‘mm —M 3 


工 参 看 第 三 卷 式 (106. 12) ], 所 以 ,在 这 种 情形 下 ， 三 个 分 量 的 辐射 


都 是 等 几率 的 ， 

然而 ， 当 在 特定 方向 (相对 于 辐射 源 所 在 处 的 外 磁场 方向 ) 上 
进行 观察 时， 我 们 的 最 大 兴趣 在 干 塞 曼 分 量 的 相对 强度 ， 按 照 公 
式 (45.5), 在 已 知 方向 n 上 的 辐射 几率 ( 也 是 相应 的 谱 线 强度 ) 与 
ie*.dys|* 成 正比 ， 在 这 里 , 求 和 是 对 已 知 n 的 两 个 独立 的 极 化 


“8 进行 ， 
证 着 场 (z 轴 ) 观 祭 时 ， 这 个 和 是 
| (de) ssl t+ | (dy) sl’, 
.或 并 写成 球 分 量 


| (dD sl + l(a Dsl 


这 意 昧 着 在 维 的 ( 沿 着 场 ) 方 向 上 只 能 观察 到 两 个 c 分 量 ( 色 = 士 1)， 
人 旋 们 的 强度 正比 于 


(0 ] J ) 
. (51. 7) 
Ml 士 1 —M 
这 两 条 谱 线 具有 确定 的 m 值 ( 角 动 量 在 传播 方向 上 的 投影 值 )， 一 
为 右 旋 (om 三 1 圆 极 化 ,一 为 左旋 (m 一 一 1) 贺 极 化 (参看 $ 8). 
在 垂直 于 场 的 方向 (例如 沿 > 轴 ) 观察 时 ， 谱 线 强 度 正比 于 和 


OAPI ICORI COPI CA CD 


因此 , 在 横 的 方向 上 观察 到 两 个 分 量 和 一 个 分 量 , 它们 的 强度 


分 别 正比 于 


] /7 1 J\* /J 1 了 7、 
-人 和 ( (51. 8) 
2\M 干 1 十 1 —M M 0 —M 


《5 分 量 的 唱 度 是 纵 同 观 岗 罕 时 的 1/2). 分 量 褒 z 轴线 极 化 , 而 在 
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这 个 方向 上 观察 到 的 o 分 旺 是 尘 /轴线 极 化 的 . 

我 们 看 到 ， 塞 曼 分 量 的 相对 强度 完全 取决 于 了 和 开 的 初 值 和 
终 值 , 而 与 能 级 的 其 它 性 质 无 关 . 

选择 定 则 禁止 同一 能 级 的 塞 曼 分 量 之 间 的 电 偶 极 跃迁 ， 因 为 
它们 都 具有 相同 的 宇 称 ， 这 些 跃迁 是 作为 磁 偶 跃迁 实现 的 ， 其 原 
因 和 上 节 末 对 能 级 超 精细 结构 分 量 之 间 的 跃迁 所 述 相 同 。 由 于 数 
MM 的 选择 定 则 , 跃迁 只 发 生 在 相 邻 的 分 量 之 间 (M' 一 人 = 土 1D)@.。 

原子 能 级 在 弱电 场 中 的 分 裂 (斯 塔 克 效 应 ) 不 同 于 在 磋 场 中 的 
分 烈 ， 它 不 能 完全 消除 角 动 量 方向 上 的 简 并 . 除了 如 =0 以 外 的 
所 有 能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 ; 每 一 个 能 级 都 有 角 动 量 分 量 为 用 和 
一 到 的 两 个 状态 . 

光谱 线 斯 塔 克 分 量 的 相对 强度 的 计算 与 上 面 对 塞 曼 效应 所 讲 
的 完全 类 似 @. 这 时 必须 注意 , x 分 量 的 强度 中 包含 着 ( 必 承 0 时》 
M>M 和 一 以 -> 一 MM 跃迁 的 贡献 ，o 分 量 的 强度 中 包含 着 了 -> 允 
士 1 和 一 2 一 一 (M 士 J) 跃 迁 的 贡献 . 因此 , 当 对 效应 进行 横向 观察 
时 , 分 量 的 强度 正比 于 

a 1 4) 
M 0 一 M/ 
而 0 分 量 的 强度 正比 于 
] /J 1 J /7 1 J\ 
3 干 1 _ + 让 十 1 7 
J 1 J 
=-( 十 1 i 

(请 记 住 , 第 二 行 的 所 有 量子 数 改变 符号 时 , 3j 符 号 只 可 能 变 号 , 寿 

@ 这 些 跃迁 的 频率 一 般 在 厘米 波段 ， 可 以 在 吸收 和 受 激 辐射 (电子 顺 磁 共振 ) 中 
观察 到 ; 吸收 原子 处 于 恒定 强 磁场 (产生 塞 曼 辟 裂 的 磁场 ) 和 共振 频率 的 弱 射 频 场 中 , 


包 这 里 所 指 的 是 一 切 原子 ( 氢 除 外 ) 所 国有 的 二 次 斯 塔 克 效 应 (参看 第 三 卷 $76)- 
笑 定 场 很 娘 , 它 所 引起 的 能 级 分 裂 甚 至 比 精细 结构 间隔 还 小 . z 
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而 它们 的 平方 不 变 ). 

在 外 场 中 (哪怕 是 很 弱 的 外 场 ), 总 集 动 量 了 不 再 严格 守恒 ;在 
的 匀 场 中 ,只 有 角 动 量 分 景 履 是 严格 守恒 的 。 所 以 ,在 弦 场 中 发 生 
辐射 跃迁 时 , 角 动 量 守 便 不 是 被 严格 遵守 的 , 在 原子 光谱 中 可 能 出 
现 通常 的 选择 定 则 所 禁止 的 一 些 谱 线 . 

这 些 谱 线 强 度 的 计算 , 等 价 于 计算 偶 极 矩 矩阵 中 的 修正 , 这 又 
亚 求 确定 对 定 态 波 函 数 的 修正 . 在 微 扰 论 的 第 一 级 近似 中 (对 弱 外 
: 场 而 言 ), 波 函 数 中 出 现 了 由 非 零 微 扰 和 矩阵 元 (在 电场 中 为 一 九 .d) 
与 初 态 相 联系 的 一 些 态 的 “混合 ": 在 一 个 态 ,中温 入 了 另 一 个 态 
2: 

下 
结果 , 在“ 禁 戒 ?跃迁 的 矩阵 元 中 出 现 了 -项 
一 (也 ， da) dae 
EI—E, 
如 果 由 “中间 态 ”2 跃迁 到 初 态 1 和 终 态 3 是 容许 的 ， 这 一 项 便 不 
等 于 零 . 


$5 32， 原 子 辐射 : 氧 原子 

氮 原 子 是 唯一 能 够 完全 用 解析 方法 计算 跃迁 矩阵 元 的 例子 
(W. Gordon, 1929). 

氨 原 子 状态 的 字 称 等 于 〈 一 D 5 可 以 由 电子 的 争 道 角 动 最 只 
-- 地 决定 (决定 状态 宇 称 的 量子 数 ! 在 精确 的 相对 论 性 波 函 数 中 ， 
即 考虑 自 旋 -轨道 相互 作用 时 , 仍然 有 意义 )， 所 以 , 字 称 选择 定 则 
严格 禁止 没有 ! 变化 的 电 偶 极 跃迁 ， 只 有 1->! 土 1 的 跃迁 才 是 可 
-能 的 . 主 量子 数 的 改变 不 受 限制 . 
氨 原 子 的 偶 极 矩 等 价 于 电子 的 矢 径 : @=er. 由 于 分 原子 中 
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电子 的 波 函 数 是 角度 部 分 和 径 向 函数 Rs 之 积 , 所 以 ,和 关 径 前 约 化 
矩阵 元 也 可 以 写成 积 的 形式 : 
n'y Lo—1lrlat) 一 (一 1 六 | Rs-irRurzdr， 


式 中 < 一 11v1D 是 7 方向 上 的 单位 和 拓 量 v 的 约 化 矩阵 元 ， 它 等 于 
ly1= CD*=iv 7 
[参看 第 三 卷 (29. 14)]， 所 以 ， z 
no—1lirlnt =— nilrin’, Lo—1) =iVT| RuiRnirdr. 
0 


(52. 1) 
气 原 子 分 立 谱 的 非 相 对 论 性 径 向 函数 由 第 三 卷 的 公式 
《36 13) 给 出 @; 
2 (TD 
ln = ra 1 VT 
x (2r)'e-"/"F( -2 二 7 十 127 十 2， 也 ) (52. 2) 


含有 两 个 合流 超 几何 函数 之 积 的 积分 (52. 1), 可 以 利用 第 二 卷 $f 
中 所 导出 的 公式 计算 @, 结果 是 
‘<n', LO—1lrln2> 
/DT /十 六 1 二 一 DT 
iV UG DN GD 
x (4nn’)’+! (RnR— Nn’) +n'-21~2 


(Rn tn’ 


x 7 (—ntiltl, 一 1 十 1 2 -yr) 
z (nC—n") 


DD 本 节 采 用 原子 单位 ， 在 通常 的 单位 中 ， 下 面 所 写 出 的 坐标 矩阵 元 的 表达 式 应 
该 乘 以 如 /mez( 如 果 是 原子 序数 为 和 的 类 氢 离 子 , 则 应 乘 以 各 /ma Zez)， 

多 在 那里 所 用 的 符号 中 ,需要 计算 积分 J 了 4 一 8 十 1 十 1， 一 %' 十 1!) 这 个 积分 
移 完成 用 了 公式 (fF, 12) 一 (f,16).。 
。226。 








一 (于 艺 ) "tm +1,21, ~ ry ar 


(52. 3) 
式 中 Fa, py7，2) 为 超 几何 藤 数 , 由 于 参数 <c， 有 0 此 时 为 负 整 数 或 
- 零 , 所 以 这 些 函 数 化 为 多 项 式 D， 
在 某 些 特殊 情形 中 , 根据 公式 (52. 3) 可 以 得 到 如 下 表达 式 (人 
值 用 光谱 符号 s, 2p, 4,…… 表 示 ): 


2 28717( 人 -一 车 ) 2 一 5 
| 《ls 了 jp>| (7 十 1)2nmt5 》 


| 《2sjrjap> | = 2m (ne Dn—2)me 


(RR 二 2)2*+5 
， 2 (n? 一 1)(2 一 2)2- 一 了 
1 (2272 下 一 一 直人 有 一 一 ， (52. 4) 
， 21 5728( 7 一 2)2n- v 
| <2p1r lns> | nt 


公式 (52. 3) 不 适用 于 主 量子 数 % 不 变 的 跃迁 (能 级 的 精细 结 
构 分 量 之 闻 的 跃迁 ). 为 了 在 这 种 情形 下 (n=) 进行 积分 ， 我 们 把 


径 向 涌 数 表示 成 广义 拉 盖 尔 多 项 式 : 
_ 2 1 一 (一 则 1 -yn 27 ”24044127 
VEGTD 人 二 (3% 5) 
在 积分 z 


(Ros Bardroy | e -20 了 (CO) Lii_1i(p)dp 
中 ， 我 们 把 其 中 的 一 个 多 项 式 用 母 函 数 表达 (参看 第 三 卷 8 4): 


1) ! _ 3 一 一 | 
万 251+1 二 (Rn 十 ep 21— (让 —p 38+ 
“+1(P) 一 一 0 一 7 一 1 dp ~ ? 

QD 氢 的 跃迁 第 阵 元 和 跃迁 几率 的 数 表 可 以 在 下 列 书 中 找到 : Bere TT.,Coxmmnmrep 
9.“ 单 电子 和 双 电 子 原子 的 量子 力学 ”一 一 M. HH36-Bo HEOCTDP. XHI.,，1960. 或 日. A， 
Bethe and E.E. Sailpeter, “Handbuch der Physik”35,88-436, Springer, Berlin 
1957. 
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(2 一 7 一 1) 次 分 部 积分 后 , 我 们 得 到 如 下 积分 : 
| epm ( 共 ) pLari-iCp)dp, 
在 这 个 积分 中 可 以 利用 公式 把 拉 盖 尔 多 项 式 写 成 显 函 数 形式 : 


mr oN 1m " C02). 
L*(p)=(—1)™n! ST 
£=0 \Mm 二 EE 


求 和 号 下 进行 微分 后 ， 只 剩 下 三 项 初 竺 积分。 计算 给 出 简单 的 结 
朱 : 
Cn, 1— 1lrln) =iVT. Fa/m i. (52. 6) 
积分 
| Bw -Rssd7 = [x nt-1(TXn1) dT 
〈 式 中 才 nl 二 ?了 Rn) 是 明 数 TX 安 照 正 交 图 数 系 Xu - (2 一 1， 2， ) 
展开 的 系数 . 这 些 系数 的 模 的 平方 和 等 于 被 展 图 数 平 方 的 积分 出 ， 
所 以 四 
之 | 人， :一 llrlat2 = | ?2X 2id7。 《52. 7) 
利用 状态 az 中 于 的 均 方 表 达 式 [参看 第 三 卷 式 (36. 16)], 我 们 得 到 
如 下 的 求 和 法 则 : 
之 .| 1—1] rial | 一 7 人 [5n? 十 1 一 —31(1+1)]. (52.8) 
在 2， i 已 知 且 w 值 较 大 的 条 件 下 , nl 一 2'7 的 跃迁 从 了 元 按 如 
下 规律 衰减 : 


n't rlaly lc (52. 9) 





这 可 以 特殊 表 天 式 (52. 4)， 也 可 从 一 般 公 式 (52. 3) 看 出 来 . 这 个 结 


Q@ 求 和 了 既 可 以 对 分 立 谱 的 状态 进行 ,也 可 以 对 连续 谱 的 状态 进行 。 
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Im， 


果 是 理所当然 的 : 当 a' 较 大 时 , 库仑 能 级 = 一 1/2%' 的 分 布 几 乎 
是 连续 的 ， 跃 迁 到 间隔 48' 内 的 能 级 上 的 跃迁 几率 跟 这 些 能 级 
的 分 布 密度 成 正比 , 而 能 级 的 分 布 密度 又 正比 于 2 . 

气 中 的 斯 典 克 效应 有 其 独特 性 (第 三 卷 8 77) : 能 级 分 烈 与 电 
场 的 一 次 智成 正比 ， 这 时 认为 , 一 方面 场 很 弱 ( 弱 到 可 以 应 用 微 扰 
论 ), 另 一 方面 又 能 使 能 级 的 分 裂 比 精细 结构 大 . 在 这 些 条 件 下 , 角 
动量 的 大 小 一 般 是 不 守恒 的 ， 能 级 将 按照 抛物 线 量子 数 ay wz， 
来 分 类 ， 磁 量子 数 mn 仍 然 用 来 决定 轨道 角 动 量 在 z 轴 ( 场 方向 ) 上 
的 分 量 , 当 忽 赂 自 旋 - 轨 道 相互 作用 时 , 这 个 分 量 是 守恒 的 。 因 此 ， 
对 磁 量子 数 j 仍 有 通常 的 选择 定 则 

Mi 一 m 二 0, 十 1， (52. 10) 

2 和 2 的 变化 是 不 受 限制 的 . 

侦 极 矩 的 矩阵 元 在 共 焦 抛物 面 坐标 中 也 可 以 用 解析 法 计算 ， 
但 所 得 到 的 公式 太 繁 , 这 里 我 们 就 不 再 进行 推导 了 人 ， 


习 题 


1， 求 氢 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 , 假设 分 裂 比 精细 结构 间隔 小 (但 又 比 兰 姆 移 
动 大 )， 
解 ” 在 所 给 条 件 下 , 只 剩 下 21=; 士 1/2 非 微 扰 能 级 的 二 重 简 并 。 所以， 
斯 塔 克 分 裂 在 场 中 又 是 线性 和 的。 分裂 的 大 小 A 可 以 根据 和 久 期 方程 决定 : 
一 人 —E(d.) 12 
_E(d), 一 A 
(指标 1,2 对 应 着 /二 7 土 1/2 和 给 定 磁 量子 数 和 的 状态 , 租 扰 六 = 一 B84, 对 于 
是 对 角 化 的 ,对 于 则 没有 对 角 元 素 ) .轨道 量 4, 的 矩阵 元 可 以 利用 第 三 
客 的 2 公式 (29.7) 和 (109. 3) 计算 : 


《j,i—1,mla 


一 0， A 一 土 万 | (4d,) ,| 


一 一 一 一 一 一 一 1llall je 
:| jlm> = JIGTD TD 7—1llallyi>, 





QD 这 些 公式 和 相应 的 数 表 , 请 参看 前 面 所 指出 的 工 . Bere 和 9.Coznarep 的 书 ， 
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{ 一 
GliD=— CD ] “ae 


并 且 必 须 假设 /=j 十 1/2. 人 结果 为 


A= 寺 Vm iis a -万 . 
土 TV (7 十 172)2 了 


2， 试 决定 所 原子 在 跃迁 2styz 一 ->1suys 中 发 射 光子 的 几率 (〈(G. Breit， 
E. Teller 1940). 

解 ” 对 1 跃迁, 这 个 过 程 是 字 称 选择 定 则 严格 禁止 的 ; 对 B2 跃 迁 , 这 个 
过 程 是 选择 定 则 (46. 15) 严格 禁止 的 . 因此 , 应 该 考虑 到 1 跃迁 , 共 跃 迁 几 率 由 
式 (47. 5) 所 示 。 但 是 ,在 现 情形 下 (4==0)， 磁 算是 纯粹 的 自 旋 量 ， 当 名 有 略 自 
旋 - 罗 道 相 互 作用 时 , 其 矩阵 元 为 零 ,因为 不 同 主 量子 数 的 轨道 波 函 数 互相 正 
区 ， 这 意味 着 为 了 得 到 非 零 的 答案 ， 泡 利 方程 的 近似 法 已 显 不 够 , 还 必须 由 
完全 的 狭 立 克 方 程 出 发 讨论 . 

在 波 肖 数 的 标准 表象 中 ， 跃迁 流 为 ? 

Jri 一 07QY 一 OoMX 十 Xpi 
根据 式 (35.1), (24.2), (24.8) ,状态 1 一 0, 7 一 1/2 的 波 函 数 为 
pp、 1 f(r)w (lm) 
$7) 和 (_ jy) (oe :1) 2 (mm) 
式 中 二?/7, 而 纪 (m) 为 三 维 实 单 位 旋 量 ,与 自 旋 分 量 值 mr 相 对 应 ， 所 以 
ji= Ts{f gtse (oN) wi grfiws lo -Nn)ow,}. 


将 渤 式 代入 (47. 人 并 对 方向 ma 积分 ,我 们 得 到 


63? 
(根据 泡 利和 矩阵 的 对 易 规则 :xz 一 2ic); 在 这 里 
7 一 | (sgt figD) rsdr. (1) 
光子 的 发 射 几率 (47. 5) 对 my 求 和 后 得 


_ 4220D3 > 12 4e203 y? 
7 w; ow 7? 一 5 一 -一 了 了 2。 (2) 


根据 式 (35. 4 我 们 有 ( 当 k = 一 1 时 ) 


g— ff ~ 
etm+tal/r “2 而 一 


pi 一 一 二 or 人 Xo) wl = -wo wl 





RR’ 


ed ?4 十 2) s 


@ 本 题 中 我 们 采用 相对 论 单位 
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全 项 中 精确 国 数 了 由 非 相对 论 性 径 向 图 数 号 代理， 如 果 取 近似 9 一 
/2m, 由 于 六 数 Rj 和 Ri 正 交 , 积分 


1= | (RR)'r rdr 一 一 二 RiRir’dr =0, (3) 
在 后 面 的 近似 中 , 考虑 到 (3)， 
T= rf)’r 人 BARi(et 一 6 SRR) drdr. (4) 
由 精确 国 数 办 和 jy 的 正 交 性 , 我们 有 ( 设 wii 一 kf) 
人 (天 广 十 9ig7)72dr 一 0， 
进行 分 部 积分 后 ,人 中 的 第 一 项 可 以 改写 成 


-am frrrdr a | orgrr 








sa RIR! rdr. 
六 为 沙 数 
R=—2 (ma)se-ner, 及 一 人 CA (一 je 
~ 之 
(参看 第 三 卷 $ 36), 能量 差 
ao 一 5 一 5 一 2 (一元 )= 二 mc: » 
和 分 计算 给 出 7 一 22?c2/9m， 由 比 得 出 跃迁 几率 (通常 的 单位 ) 
__ 25502 meia!!l 
和 
2s1ys 态 的 寿命 很 长 ， 事 实 -上 ， 同 时 发 射 两 个 光子 的 发 光 儿 率 要 大 得 多 [参看 
8 59 的 (269 页 ) 注 @]. 





§ 53， 双 原 子 分 子 的 区 虽 射 : 电子 光谱 


分 子 光谱 的 特征 ， 首 先是 由 于 分 子 能 量 由 大 到 小 分 为 电子 能 
量 、 振 动能 量 和 转动 能 量 三 部 分 . 双 原 子 分 子 的 能 级 结构 在 第 三 
卷 第 十 一 章 中 已 经 详细 研究 过 了 ， 现 在 我 们 来 曾 还 这 种 能 级 结构 
产生 的 光谱 图 , 并 计算 谱 线 强度 0. 

.@ 下 面 的 阐述 基于 第 三 着 4 78，$ 82 一 $ 88 各 节 . 为 简洁 起 见 ， 我 们 将 不 再 频 
营地 引证 这 些 章节 . 
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我 们 首先 讨论 一 般 情况 :分 子 的 电子 态 在 跃迁 时 改变 ,一般 说 - 
来 ， 同 时 还 伴 有 振动 态 和 转动 态 的 改变 ， 这 种 跃迁 的 频率 处 在 光 
谱 的 可 见 区 和 紫外 区 。 它们 的 总 体 叫 做 分 子 的 电子 光谱 我 们 将 
总 是 考虑 电 偶 极 跃迁 ， 其 它 类 型 的 跃迁 在 分 子 光 谱 学 中 一 般 是 不 
重要 的 ，. 
和 任何 系统 中 的 偶 极 跃迁 一 样 ， 分 子 的 总 角 动 量 了 也 遵守 如 
下 的 选择 定 则 : 
[一 J 委 1 和 了 十 了 (53. 17 
在 现在 的 情形 下 ， 系 统 字 称 的 严格 的 选择 定 则 相当 于 能 级 符 
号 的 选择 定 则 ， 用 分 子 光谱 学 中 常用 的 术语 来 说 , 在 反 演 时 ( 即 电 
子 或 原子 核 的 坐标 改变 符号 时 ) 波 函 数 不 改变 符号 的 状态 叫 正 状 
态 , 改变 符号 的 叫 负 状 态 。 因 此 , 我 们 有 严格 的 定 则 : 
十 -> 一 ,一 一 十 ， (53. 2)° 
如 果 分 子 由 相同 原子 (其 核 为 同一 同位 素 ) 组 成 ， 按 交换 原子 - 
核 坐 标 时 波 函 数 的 对 称 性 质 ,能 级 可 分 为 对 称 能 级 (s) 和 反对 称 能 
级 (a)， 前 者 的 波 函 数 对 这 种 变换 不 改变 符号 ,后 者 的 波 函 数 改变 
符号 ， 由 于 电 侦 极 矩 算 符 不 受 这 种 变换 的 影响 ， 所 以 只 对 不 改变 - 
这 种 对 称 性 的 跃迁 
S-—>8, a—>a, (53. 3) 
它 的 矩阵 元 才 不 为 零 @， 但 是 ， 由 于 能 级 的 对 称 性 取决 于 分 子 中 
核 的 总 自 旋 了 的 取 值 ， 这 个 法 则 并 不 是 绝对 严格 的 。 由 于 原子 核 
的 自 旋 与 电子 的 相互 作用 十 分 微弱 , 自 旋 了 的 守恒 性 很 好 ,但 仍然 
不 是 严格 的 ， 当 考虑 这 种 相互 作用 时 , 了 将 不 具有 确定 值 ,对 称 性 
(s 或 a ) 不 再 保持 , 选择 定 则 (53. 3) 也 就 不 再 适用 ， 
由 相同 原子 组 成 的 分 子 的 电子 项 也 可 以 用 它们 的 字 称 〈9 或 


@ 显然 , 这 个 法 则 也 适用 于 任 一 名 极 跃 迁 . 
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2 ) 描 述 , 即 用 核 坐 标 保持 不 变 而 电子 坐标 (由 分 子 中 心算 起 ) 改 变 
符号 时 波 函 数 的 行为 描述 ， 电 子 项 的 这 种 性 质 一 方面 与 原子 核 的 
对 称 性 密切 相关 ， 另 一 方面 又 与 属于 这 个 电子 项 的 转动 能 级 的 符 
号 存在 紧密 的 联系 ， 属 于 偶 (9) 电 子 项 的 能 级 可 以 是 s 十 或 s 一 ,而 
属于 奇 ( 四 电子 项 的 能 级 可 以 是 s 一 或 4 十， 因而 由 定 则 (53. 2) 或 
(53. 3) 还 可 以 得 到 定 则 
g 一 > 人 4 一 > 9。 (53. 4) 
对 于 由 同 种 元 素 的 不 同 同位 素 组 成 的 分 子 ， 定 则 (53. 人 仍然 
近似 成 立 ， 由 于 核电 荷 相等 , 当 研 究 不 动 核 的 电子 项 时 , 这 是 一 个 
处 在 具有 对 称 中 心 (位 于 原子 核 连 线 中 点 上 ) 的 电场 中 的 电子 系 
: 统 ， 电 子 波 函 数 在 对 称 中 心 反 演 时 的 对 称 性 决定 电子 项 的 宇 称 . 
册 于 电 侦 极 矩 矢量 在 这 种 变换 下 改变 符号 ， 所 以 我 们 得 到 定 则 
53. 4 和。 用 这 种 方法 所 得 到 的 定 则 仅仅 是 近似 的 ， 因 为 必须 把 原 
子 核 看 成 是 不 动 的 . 因此 ， 当 考虑 电子 态 和 分 子 转动 之 间 的 相互 
作用 时 , 定 则 将 不 再 适用 . 
进 一 一 步 的 选择 定 则 有 项 于 对 分 子 中 各 种 相互 作用 的 相对 大 小 
〈 即 分 子 的 而 合 类 型 ) 做 某 种 具体 的 假设 ， 因 而 这 些 定 则 只 能 是 近 
似 的 ， 双 原子 分 子 的 大 多 数 电子 项 属于 a 型 耦合 或 8 型 耦合 ， 这 
丙种 耦合 类 型 的 特点 是 : 轨道 角 动 量 与 轴 的 耦合 (分 子 中 两 个 原子 
葛 电 相互 作用 ) 比 所 有 其 它 相互 作用 大 ,所 以 存在 着 量子 数 4 和 4 
(电子 的 轨道 角 动 量 在 分 子 轴 线 上 的 分 量 和 电子 的 总 自 旋 ). 名 道 
基 ( 电 子 的 轨道 角 动量 ) 算 符 与 自 旋 算 符 对 易 ,因而 
S' 一 S-==-0( 情 形 a,5). (53. 5) 


量子 数 4 的 改变 服从 选择 定 则 
4 一 -一 0， 十 1( 情 形 a,25)， (53. 6) 
对 于 A4=0 的 状态 (了 项) 之 间 的 跃迁 ,还 有 附加 定 则 
之 + 一 > 之 “) 之 --> 马 -( 情 形 a,0) (53.7) 
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(对 于 过 分 子 轴线 的 平面 内 的 反射 , 态 3 和 -的 变换 性 质 不 同 ). 
定 则 (53. 6)、(53.7) 是 在 固定 于 核 上 的 坐标 系 中 研究 分 子 时 得 到 
的 (参看 第 三 卷 $87); 定 则 (53. 6) 类 似 于 原子 中 磁 量 子 数 的 选择 定 . 
则 . 

a 型 而 合 和 5 型 看 合 的 区 别 在 于 “ 自 旋 - 轴 相互 作用 能 和 转 
动能 (转动 能 级 之 差 ) 之 间 的 关系 .前 者 在 情形 4 中 比较 大 ， 而 在 . 
情形 5 中 则 小 得 多 .下 面 我 们 来 分 别 研究 这 两 种 情形 . 

情形 wa， 这 时 存在 量子 数 一 一 总 自 旋 沿 分 子 轴 的 分 量 (以 
及 量子 数 旬 = 十 A 一 一 总 角 动 量 的 分 量 )。 如 果 彻 态 和 终 态 二 者 
都 属于 情形 a ,就 有 定 则 

5' 一 全 二 0 (情形 4)， (53.8) 
它 是 根据 偶 极 矩 与 自 旋 的 对 易 性 得 出 的 ， 这 种 对 易 性 已 在 前 面 讲 : 
过 . 由 式 (53. 6) 和 (53. 8) 得 出 作 : 
2 一 吕 =0, 十 1， (53. 9) 
和 如 果品 - 4 一 0, 那么 除了 一 般 定 则 (53. 1) 外 ，y =v 的 跃迁 也 是 
禁止 的 @: 
JJ 一 JJ= 士 1 当 D=2'=0 有 时 (情形 e)， (53. 10) 

我 们 来 研究 属于 不 同 电子 项 (4 型 ) 的 任意 两 个 确定 的 振动 能 . 
级 之 间 的 跃迁 ， 当 考虑 电子 项 的 精细 结构 时 ， 这 两 个 能 级 都 分 裂 
成 几 个 分 量 ， 根 据 (53. 5)， 两 者 的 分 裂 数 (25 十 1) 必定 相同 、 按 
照 定 则 (53. 8) ， 一 个 能 级 的 每 一 个 分 量 只 蹊 三 值 相同 的 另 一 能 级 
的 一 个 分 量 结合 . 


@ 在 情形 c( 中 轨道 角 动量 与 轴 的 契合 比 “ 自 旋 - 轨 道 " 艳 合 要 小 ), 量子 数 4 和 卫 
不 能 单独 存在 ,这 时 这 个 定 则 仍然 成 立 . 

国 这 个 定 则 类 似 于 原子 情形 下 当 以 一 和 =0 时 禁止 了 二 J 的 跃迁 ($51)， 不 
过 那里 只 有 存在 外 场 时 才 有 意义 ， 而 这 里 此 定 则 直接 来 源 于 后 式 (53.12). 因 涛 


J 二 J 十 1 为 奇数 , 当 J 二 J 时 ,37 符 号 ( ”为 
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其 次 , 我 们 取 具 有 相同 卫 的 一 对 能 级 ， 它 们 的 2 和 2' 值 (与 4 
和 .1 一 样 ) 相差 0 或 士 1， 当 考虑 转动 时 , 其 中 的 每 一 个 都 分 裂 成 
一 系列 能 级 , 每 个 能 级 有 不 同 的 J 了 值 和 J' 值 ，J 和 J 的 取 值 范围 
是 J 宇 181|，J' 宇 19'|， 跃 迁 儿 率 对 这 些 量子 数 的 依赖 关系 可 以 
按照 一 般 的 形式 导出 (HHa6nlF. London, 1925)， 

跃迁 x4QJM ,一 >2'A'Q'J'My(n 代 表 除 和 A 以 外 的 电 
子 项 特征 ) 的 矩阵 元 等 于 

| A OTM a RADIM) =v THD QT TD 
J 1 JV 1 J 
x(- or 作 - wy ) Ga A' la dnd) 1, 
《53. 11) 

式 中 由 和 zi 分别 为 偶 极 矩 矢量 在 静坐 标 系 zyz 和 动 坐标 系 5&7 
(< 轴 沿 分 子 轴线 ) 中 的 球 分 量 ， 这 今 公式 是 利用 第 三 卷 (110. 6) 
得 到 的 .矩阵 元 《rw'A'|ao'1nA) 与 转动 量子 数 J,J' 无 美 ， 而 仅仅 
依赖 于 电子 项 的 特征 (并 且 在 此 情况 下 也 不 依赖 于 量子 数 3O)， 
所 以 在 矩阵 元 的 写法 上 了 略 去 了 指标 如 '= 少 十 卫 和 只 = 4 十 3. 

nAQJ 一 >n’'A'Q2'J' 的 跃迁 几率 正比 于 和 矩阵 元 (53. 11) 对 2y 
求 和 以 后 的 平方 利用 第 三 着 的 公式 (106. 12), 我 们 有 


性 1 JY 1 
之 一 My gq M,/ 2J 二 1 
My 
因而 
vA > A QT) = 27'+1) 


1 J 


B{n’,n;/A', A 53. 12 
一 全 人 一 中 2) Rn )， ( ) 


QD 这 一 点 的 证 明 类 似 于 第 三 着 8$ 29 开头 对 标量 了 所 做 的 证 明 . 在 现在 的 情形 
下 , 舌 量 d 的 算 符 与 (在 零 级 近似 中 ) 守恒 的 矢量 S 的 算 符 对 易 ， 而 之 是 3 在 转动 党 
标 系 中 上 轴 上 的 分 量 , 在 这 个 转动 坐标 系 中 , 必须 研究 @ 和 S 的 对 易 条 件 . 
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式 中 的 系数 B 不 依赖 于 JJ 7 (当然 , 我 们 忽略 了 具有 不 同 J、y 的 
跃迁 频率 的 差别 , 这 些 差别 相对 说 来 是 非常 小 的 )D， 

如 果 将 公式 (53. 12) 对 7' 求 和 ， 则 由 于 37 符 号 的 正 交 性 [第 
三 卷 式 (106. 13)], 我 们 只 得 到 B(z' 3 A 4A) 所 以 , 由 态 吕 的 转 
动能 级 J 跃 迁 到 态 2 的 所 有 能 级 了 ' 的 总 几率 与 无关. 

情形 5b:; 在 这 种 情形 下 ， 除了 总 角 动 量 ”以 还 存在 着 一 个 量 
子 类 不 海 虑 自 旋 时 分 子 的 角 动量 ， 这 个 量子 数 的 选择 定 
与 任何 轨道 笑 量 ( 例 如 电 偶 极 矩 ) 的 一 般 选 择 定 则 一 样 : 

jEK' 一 Ki 之 1<K+K'( 情 形 5) (53. 13 
并 且 当 4=A'=0 时 还 禁止 玉 =K' 的 跃迁 [类 似 (53. 10)]: 
K'—K=+tl /A=/A =0tFt. (53. 147 

“对 属于 5 型 的 两 个 电子 坊 的 确定 的 振动 能 级 ， 我 们 来 考虑 它 
们 的 转动 分 量 之 间 的 跃迁 ， 这 种 跃迁 的 几率 由 公式 (53. 12) 决定 ， 
只 是 其 中 的 了 .2 由 天 、L4 代 趟 . 当 考 虑 精 经 续 均 时 (对 和 工 8 尖 0) ,每 一 
个 转动 能 级 KK 分 裂 成 2S 十 1 个 分 量 : J 二 1K 一 Si,…, 太 十 S, 结 时 ， 
J 一 一 ,1 不 再 是 一 条 谱 线 , 而 是 多 重 谱 线 . 由 于 在 这 种 情形 下 我 们 
将 KK 和 S 这 两 个 自由 的 (未 与 分 子 轴线 焰 合 的 ) 角 动量 相 加 , 多 重 线 
4 不 同 请 线 的 相对 路 还 几 吾 公式 与 原子 光谱 中 精细 结构 分 量 爸 对 
应 公式 (49. 15) 相同 , 在 那里 ， 相应 的 角 动 量 (在 8 而 合 中 ) 是 
和 入. 





这 样 ， 我 们 对 双 原 子 分 子 中 可 能 出 现 的 各 种 基本 情形 考察 了 
择 定 则 ， 这 些 定 则 支配 着 在 各 种 情形 中 会 出 现 怎 样 的 光谱 线 . 
两 个 给 定 的 电子 -振动 能 级 转动 分 量 之 间 的 跃迁 产生 的 谱 线 


Q@ 当 考 虚 人 加倍 时 ， 所 研究 的 每 一 个 转动 能 级 还 要 分 裂 成 两 个 能 级 ， 其 中 一 - 
个 是 正 的 , 另 一 个 是 负 的 .这 样 , 利用 选择 定 则 (53.2)， 我 们 将 有 两 个 跃迁 (而 不 再 是 
J ->J' 一 个 跃迁 ): 由 能 级 了 的 正 分 量 跃迁 到 能 级 7 的 负 分 量 ,以 及 由 能 级 7 的 负 分 - 
其 跃迁 到 能 级 J 的 正 分 量 。 这 两 个 跃迁 的 几率 相等 . 
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群 ,在 光谱 学 中 叫 光 谱 带 ， 由 于 转动 能 级 的 间隔 很 小 , 揪 中 的 谱 线 
分 布 很 密 ， 这 些 谱 线 的 频率 由 下 式 给 出 : 

fr =const-- BICITHI—BJICT +1), (53. 15) 
式 中 B, B' 为 两 个 电子 态 中 的 转动 常数 (为 简单 起 见 ， 我 们 假设 电 
子 项 是 单 谱 线 的 )， 当 J' = 二 J,J 土 1 时 , 公式 (53.15) 由 三 条 抛物 线 
分 支 表 示 ( 图 2)， 曲 线 上 与 整数 了 对 应 的 点 决定 频率 值 (图 2 中 三 
条 曲线 的 分 布 对 应 着 B= 的 情形 ， 当 8'>>B 时 , 曲线 的 开放 端 
指向 中 值 小 的 方向 , 而 且 最 上 面 的 曲线 是 了 二 J 一 ]@, 由 图 可 见 ， 
过 有 分 支 的 存在 使 得 指向 一 定 极限 位 置 ( 谱 带 头 ) 的 方向 上 谱 线 愈 
来 愈 密 . 





滩 到 谱 线 强度 ， 还 应 该 提 及 同 核 双 原子 分 子 的 电子 光谱 中 奇 
纶 的 强度 交 变 效应 (W。Heisenberg,F， Hund, 1927) . 由 核 自 族 
固有 的 对 称 性 条 件 可 知 , 在 电子 的 之 项 中 , 六 值 为 偶数 和 奇数 的 转 
动 分 量 相 对 于 核 的 对 称 性 相反 ， 因 而 核 的 统计 权重 49, 和 yg6。 不同 
《参看 第 三 卷 § 86)， 按 照 定 则 (53. 14)， 两 个 不 同 的 项 之 间 的 
凑 了 迁 ， 只 有 J 二 J 土 1 是 允许 的 ， 并且 由 于 (53. 久 一 个 之 项 
应 该 是 偶 的 ， 而 另 一 个 是 奇 的 结果， 对 给 定 的 一 J 值 ， 在 两 
个 对 称 能 级 各 两 个 反对 称 能 级 之 间 交 殖 地 发 生 了 相继 取 值 的 跃迁 

@ 与 跃迁 J 二 J 了 十 1,J,J 一 1 所 对 应 的 一 族 曲 线 分 别 叫 了 ,9 和 下 分 支 。 
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(图 3 给 出 了 之 ; 态 和 之 i 态 的 例子 )， 另 一 方面 ,所 观察 到 的 谱 线 
强度 正比 于 该 初 态 中 的 分 子 数 ,因而 正比 于 它 的 统计 权重 ， 这 样 ， 
相继 谱 线 (J 二 0,1，2,…) 的 强度 将 交替 地 大 一 些 和 小 一 些 ， 交 替 
地 正比 于 9 和 9o[ 由 公式 (53. 12) 所 给 的 单调 变化 除外 J@. 





图 3 


当 两 个 不 同 的 电子 项 之 间 发 生 跃迁 时 ， 振 动量 于 数 的 改变 没 
任何 严格 的 选择 定 则 .但 有 一 个 定 则 (弗兰克 - 康 登 原理 ) 可 以 
用 来 预言 振动 态 最 可 能 的 改变 ， 它 的 根据 是 ， 因 为 原子 核 的 质 其 
比较 大 ， 其 运动 是 准 经 典 的 (比较 第 三 卷 $ 90 中 对 预 离 解 所 做 的 : 
讨论 ) 包 . 

对 电子 项 Cr) 和 UV'(7) 的 振动 态 召 和 之 间 的 跃迁 , 成 7 二 ?Tw 
的 邻 域 在 决定 跃迁 矩阵 元 的 积分 中 最 为 重要 .在 这 个 领域 中 ， 

U(ro)—U' (ro)=BE—E’ (53. 16) 
( 即 原 子 核 在 两 个 状态 中 相对 运动 的 动量 相等 :7 二 7')， 对 于 给 定 
的 一 个 石 值 , 差 一 VU 和 一 V' 越 小 ,跃迁 几率 (作为 终 态 能 量 五 
的 融 数 ) 就 越 大 ,在 
E—U(ro)=E'~—U’(ro)=0 (53. 17¥ 
CD 这 里 假定 总 核 自 旋 值 不 同 的 所 有 状态 是 均匀 占据 的 . 
约 严格 来 说 ,还 需要 振动 量子 数 足 够 大 . 
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硅 , 即 当 “转变 点 ?ro [方程 (53. 16) 
的 根 ] 与 核 的 经 典 转折 点 重合 时 ， 
了 跃迁 几率 最 大 (图 4 中 男 出 了 E 
和 最 可 能 的 8' 之 间 的 关系 )， 更 
直观 地 说 , 在 核 的 转折 点 附近 , 跃 
迁 是 最 可 几 的 ， 核 在 那里 的 时 间 
相对 来 说 比较 长 . 图 4 





§ 34.。 双 原子 分 子 的 辐射 : 振动 光谱 和 转动 光谱 

”对 于 分 子 的 电子 坊 不 改变 的 跃迁 ， 上 一 节 所 给 出 的 选择 定 则 
和 跃迁 几率 公式 仍然 成 立 O， 这 里 我 们 仅仅 讨论 这 些 跃 迁 的 若干 
特点 . 

首先 , 在 由 同类 原子 组 成 的 分 子 中 , 选择 定 则 (53. 4) 禁止 电子 
态 不 变 的 偶 极 跃迁 , 因为 在 这 种 跃迁 中 ， 电 子 项 的 字 称 保持 不 变 . 
出 8$ 53 中 的 讨论 可 知 , 只 有 当 考 虑 核 自 旋 与 电子 的 相互 作用 时 ,或 
者 分 子 是 由 同一 元 素 的 不 同 同位 素 组 成 时 ， 由 于 转动 对 电子 态 的 
影响 , 这 样 的 跃迁 才 是 允许 的 . 

偶 极 矩 矩阵 元 的 计算 可 以 化 成 随 分 子 一 起 转动 的 坐标 系 中 的 
计算 (按照 第 三 卷 $ 87 的 公式 )， 在 这 个 坐标 系 中 ,分 子 的 波 函 数 
为 两 部 分 之 积 :一 部 分 是 核 间距 离 > 给 定时 电子 的 波 函 数 , 另 一 部 
分 是 在 电子 和 核 的 有 效 场 U(r) 中 核 的 振动 波 函 数 ， 当 完全 忽略 
原子 核 运动 对 电子 态 的 影响 时 , 所 研究 的 跃迁 中 , 初 态 和 终 态 的 电 
子 波 函数 是 相同 的 . 因而, 对 电子 坐标 的 积分 在 您 阵 元 中 只 给 出 分 
子 的 平均 偶 极 矩 2( 显 然 , 沿 着 它 的 轴线 指向 ), 它 是 距离 7 的 函数 . 

QD 振动 态 ( 以 及 转动 态 ) 改变 前 跃迁 构成 所 谓 分 子 的 振动 光谱 , 它 处 于 近 红 外 区 


(波长 二 20hm)， 而 仅 有 转动 态 改 变 的 跃迁 形成 转动 光谱 , 它 处 于 远 红 外 区 (波长 >>20 
mm), 


° 239。 


由 于 振动 很 小 , 函数 z(>) 可 以 展开 成 振动 坐标 ?一 > 一 ro 的 震级 数 。 
当 跃迁 包括 振动 态 的 变化 时 , 由 于 同一 个 场 UV(q) 中 的 振动 波 函 数 
正 交 ,矩阵 元 中 不 会 出 现 级 数 的 零 次 项 , 因而 只 剩 下 与 4 成 正比 的 
项 ， 如 果 把 振动 看 成 谐振 动 , 那么 按照 线性 振子 的 已 知性 质 ( 第 三 
卷 § 23)， 只 有 相 邻 振动 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 才 不 为 零 . 所 以 ,对 


于 振动 是 子 数 9 将 有 选择 定 则 

?2 一 2 一 十 1 (54. 1) 
但 是 ， 当 考虑 振动 的 非 谐振 性 和 函数 2(4) 的 高 次 项 时 ,这 个 定 则 
将 不 再 成 立 . 


对 于 纯粹 的 转动 跃迁 (振动 态 也 不 发 生 改 变 ) 可 以 认为 , 偶 极 
竹 向 动 坐标 孝 。 的 分 量 的 息 阵 元 ， 就 等 于 分 子 的 平均 偶 极 所 
a 一 &(0)D，。 结果, 对 J 一 >J 一 1 跃迁 的 几率 ,我 们 得 到 公式 


3 . 
WN >n, J — 1)= 9 (54. 2) 


这 个 公式 不 仅 可 以 用 来 计算 相对 几率 [如 (53. 12)], 而 且 可 以 用 来 
计算 绝对 几率 . [公式 (54, 2) 是 对 情形 a 写 出 的 ;在 情形 5 中 ,J， 
人 2 必须 由 KK, A 代 埠 ] 
纯 转 动 跃迁 的 频率 由 转动 能 量 BJ (J 十 1) 的 差 给 出 , 即 
joy -1 一 2 (54. 3) 
相 邻 两 条 谱 线 的 间隔 均 为 2B. 


$§ 55， 核 辐射 


对 于 核 的 7” 辐射 ， 通 向 要 求 系 统 的 线 度 ( 核 的 半径 鼠 ) 比 光子 
波长 小 .但 是 核 的 能 级 闻 的 距离 (因而 也 是 ?量子 的 能 量 ) 通 常 要 
比 核 中 每 个 核子 的 能 量 小 . 所 以 , 量 ER/4 与 核子 在 核 中 的 速度 v/c 
没有 直接 联系 ， 一 般 说 来 ， 它 显著 地 小 于 v/c. 因此 , 以 1 辐射 的 几 


Q@ 在 同 原 子 分 子 中 ,4 一 0。 根 据 对 称 性 ,这 是 显而易见 的 . 
240。 





率 通常 比 ,7 十 1 辐射 的 几率 大 (比较 § 50 开头 )， z 

对 于 核 辐 射 ， 总 角 动 量 (“ 自 旋 ”) 和 字 称 所 遵从 的 一 般 选择 定 
型 , 和 任何 系统 的 辐射 是 一 样 的 . 核 辐 射 的 特点 在 于 高 多 极 跃迁 的 
普遍 性 ， 原 子 辐射 一 般 是 电 侦 极 型 ; 和 原子 辐射 不 同 ， 在 核 辐 射 
中 , 由 于 选择 定购 的 存在 , 低能 量 的 电 侦 极 跃迁 比较 少 . 

如 果 抬 核 的 辐射 跃迁 看 成 单 粒 子 跃 迁 一 一 核 中 一 个 核子 的 状 
坊 改 变 时 , 其 余部 分 的 状态 不 变 , 则 对 这 个 核子 的 角 动 量 有 附 贞 的 
污 择 定 则 ， 不 过 , 这 样 的 “ 单 粒子 ?选择 定 则 事实 上 并 不 是 严格 的 ， 

基于 疗 位 旋 的 选择 定 则 是 核 所 特有 的 ， 同 位 旋 分 量 ?Ts 由 原 
二 量 和 核电 荷 数 决定 : 


[= 了 (ZN)=Z 一 艰 


- 
当 了。 值 给 定 后 , 同位 旋 的 绝对 量 可 以 取 7 宇 17Ts| 的 任何 值 ， 在 辐 
射 跃迁 中 将 出 现 关 于 量子 数 了 的 选择 定 则 , 这 是 因为 , 核 的 电 挎 和 
厂 矩 算 符 当 用 核子 的 同位 旋 算 符 表示 时 ， 是 一 个 标量 与 一 个 矢量 
”在 同位 旋 空 间 中 的 zs 分 量 之 和 (参看 第 三 卷 8 116), 因而 它们 的 称 
” 阵 元 只 在 
T'—7=0, 土 1 (55. 1) 
时 才 不 为 零 ， 但 是 这 个 定 则 本 身 并 没有 对 轻 核 中 的 跃迁 施加 任何 
特别 的 限制 (只 有 对 于 轻 核 才能 以 合 理 的 精确 度 讲 同 位 旋 守 
恒 ); 问题 在 于 这 些 核 的 低能 级 中 实际 上 就 没有 了 >>1 的 能 级 . 
但 是 , 对 于 1- 跃迁, 还 有 进一步 的 选择 定 则 ， 这 是 因为 电 侦 
极 符 中 没有 同位 旋 标 量 部 分 , 它 的 算 符 仅仅 是 同位 旋 矢 量 的 zs 分 
量 (参看 第 三 着 8$ 116)， 所 以 , 如 果 Zas=0， 则 AT=0 的 跃迁 也 是 
禁止 的 . 换 句 话说 ,在 中 子 数 和 质子 数 相等 的 楼 中 (N=Z,4=22)， 
ey 关 
7T'—7T=+1(7,=0) (55. 2) 
e 241 ” 


时 ，21 -跃迁 才 是 可 能 的 ， 当 然 , 遵守 这 个 定 则 的 准确 度 取决 于 核 
间 位 旋 守 恒 的 精确 度 . 

核 中 .好 1- 跃 迁 的 几率 大 小 ， 还 要 受到 一 个 特定 核子 运动 时 核 
的 其 余部 分 反 冲 效应 的 影响 ， 从 对 偶 极 矩 的 贡献 来 看 ， 这 种 反 冲 
效应 使 质子 的 有 效 电荷 为 e(1 一 Z/4) 而 不 是 e, 中 子 的 有 效 电荷 为 
一 eZ/4 而 不 是 0( 参 看 第 三 着 8$ 118)， 质 子 有 效 电荷 的 减 小 将 使 
五 1- 跃 迁 的 几率 有 所 下 降 . 

非 球形 核 的 能 级 具有 转动 结构 ， 因 而 这 种 核 的 ”辐射 谱 显 示 
出 一 种 特有 的 转动 结构 . 

核子 在 “固定 的 ? 非 球形 ( 轴 向 ) 核 中 运动 时 场 的 对 称 性 ， 与 电 
子 在 “固定 的 ” 同 核 双 原子 分 子 中 运动 时 场 的 对 称 性 一 样 (点 群 
C.)， 因 而 ,， 非 球形 核能 级 的 对 称 性 (以 及 与 之 相关 的 矩阵 元 的 
选择 定 则 ) 和 双 原 子 分 子 能 级 的 对 称 性 相似 (参看 第 三 卷 $119). 特 
别 是 ,和 同 核 双 原子 分 子 一 样 ,同一 转动 谱 带 内 的 电 侦 极 跃迁 ( 即 核 
的 内 豪 状态 不 改变 的 跃迁 ) 是 禁止 的 (比较 §54)， 所 以 ,这样 的 跃 
迁 是 作为 2- 或 人 M1- 跃迁 出 现 的 ， 在 第 一 种 情形 下 ,原子 核 的 总 
角 动 量 了 可 以 改变 2 或 1 ,而 在 第 二 种 情形 下 改变 1 . 

按照 式 (46. 9), 四 极 跃迁 几率 对 终 态 核 总 角 动 量 的 分 量 值 1 
求 和 为 

机 ma= (TOM IO. lI OM 

(v 为 核 的 总 角 动 量 , 2 为 总 角 动 量 在 核 轴线 上 的 分 量 ，m= 二 MM 一 
M')， 利 用 第 三 卷 (110. 8)， 这 个 和 可 以 表示 成 已 知 量 的 平方 , 这 
个 已 知 量 为 对 核 的 内 襄 态 对 角 化 的 跃迁 四 极 和 矩 32，, 8324 是 对 固定 
在 核 上 的 坐标 轴 &nE 定义 的 .在 这 里 ，4= 0 一 Q'， 所 以 ,在 所 考 
虚 的 情形 下 (98'= 8) 只 出 现 分 量 62， 按照 定义 , 量 


eQo=e| ps (222— E22) dEdnde = —20 (0) 4 
es 242。 


叫 仪 饼 的 四 极 符 .所 以 


QJ—>07') = rtD( ”2 
wg2( 一 > ) 一 8 十 1) (0 0 D | 。 
(55. 3) 
显然, 我 们 有 
QJ — 12°) 


0 1 0 jp (TONEIT—D)— 1] 
2 i 


不 过 ， 对 这 些 公式 需要 作 如 下 说 明 ， 这 些 公式 中 的 矩阵 元 是 
用 形 如 / 
pion= Const. ro Ds (n) 
的 波 范 数 计 算出 来 的 (zo 为 核 的 内 豪 态 的 波 汞 数 )， 这 些 函 数 与 
骨 动 量 在 6 轴 上 的 分 量 的 确定 值 (大 小 和 方向 都 确定 ) 相 对 应 .但 
息 , 在 核 中 ， 只 有 状态 的 宇 称 和 角 动 量 的 分 量 值 是 确定 的 (后 者 通 
前 到 为 )， 所 以 当 昌隆 0 时 , 初 态 和 终 态 的 波 国 数 应 该 是 如 下 形 
式 的 组 合 


1 1 
/3 (brout Wy, Dr Flom tb , -0 ar ) 


第 一 项 的 乘积 和 第 二 项 的 乘积 与 前 面 对 四 极 矩 矩阵 元 所 得 值 相 
同 ; 如果 20 三 2,“ 交 又 " 积 将 给 出 非 零 的 积分 吕 ， 因 而 , 当 = 1/2 
或 1 时 ,公式 (55. 3) 并 不 是 精确 成 立 的 ， 在 这 种 情形 下 ,跃迁 几率 
中 将 出 现 不 能 用 四 极 矩 平均 值 表示 的 附加 项 ®@. 
由 类 似 于 公式 (55. 3) 的 推导 , 我 们 得 到 1 跃迁 几率 为 
@ 对 于 2! 极 矩 的 矩阵 元 ,被 积 函 数 中 将 包含 乘积 
Dept, DNDOD. 

当 gg’ 二 一 2Q 时 ， 角 度 积 分 将 不 为 堆 ， 而 且 %' 只 能 取 一 1 到 十 ! 的 值 . 所 以 必定 有 
24 近 1/， 


@ 事实 上 ,只 在 2 一 172 时 , 核 的 转动 和 内 豪 态 之 间 的 耦合 特别 大 ， 这 一 项 才 洽 
出 较为 重要 的 修正 (参看 第 三 卷 3 119). 


。 2 了 3 。 


WO7-> 人 了 一 1 一 


_O 0 ») =- ry 


(55. 4) 


= 3 





式 中 为 楼 磁 矩 ( 当 人 =1/2 时 ,这 个 公式 不 运用 ). 


$ 56， 光 电 效 应 : 非 相 对 论 情形 


在 $ 49 一 § 52 中 我 们 研究 了 分 立 谱 原 子 能 级 间 的 辐射 跃迁 
(发 射 或 吸收 光子 )， 光电 效 应 与 这 种 光子 吸收 过 程 的 区 别 仅仅 在 
于 终 态 属于 连续 谐 ， 

光电 效应 的 截面 可 以 用 解析 方法 对 氨 原 子 和 类 和 氢 离 子 〈 核 电 
荷 数 Z<137) 作 精确 的 计算 ， 

设 初 态 中 的 电子 在 分 立 能 级 ** 三 一 !( 了 为 原子 的 电离 劳 ) 上 
光子 具有 确定 的 动量 R; 在 终 态 ， 电 子 具 有 动量 Pp( 和 能 量 ey= 
由 于 取 一 系列 连续 值 ， 0 


do 一 2rjl7ril26( 一 7 十 @ 一 e) 一 ”4 (56. 1) 


Er Cs 
[比较 式 (44. 3)]， 这 里 电子 终 态 波 函 数 归 一 化 为 在 单位 体积 中 有 
一 个 粒子 . 光子 波 国 数 仍然 按 和 以 前 一 样 的 方式 归 一 化 .为 了 得 到 
截面 do,， 几率 dw 应 该 除 以 光子 的 通 量 密度 (等 于 c/ 了 = c), 但 是 
当 用 相对 论 单 位 时 , 将 不 影响 公式 (56. 1) 的 形式 . 

和 式 (45. 2) 中 一 样 , 我 们 取 光 子 的 三 维 横向 规范 。 这 时 


。 一 -一 1 
Vy;= 一 2 入 .7 一 一 eV/ 4 FM 
式 中 z 
Ma= |y'* Ca-e)er "ydy (56. 2 


(三 ;和 三 Vy 是 电子 的 初 态 和 终 态 波 函 数 ). 在 式 (56. 1) 中 令 
。 244。 


cp->p"d1pldo 一 elpldedo， 并 作 积分 消去 e 的 6 函数 ， 这 个 公 
式 可 以 改写 成 
do=e* SPL| NM,, |2do。 (56. 3) 


我 们 将 对 以 下 两 种 情形 进行 计算 ， 这 两 种 情形 的 区 别 在 于 光 
子 的 能 量 大 小 不 同 , 即 o 六 7 和 wm， 由 于 7 一 me422 和 mo 所 以 ， 
这 两 个 区 域 部 分 重 亚 ( 当 Teo<m 时 ), 因而, 研究 了 这 两 种 情形 ， 
实质 上 就 给 出 了 光电 效应 的 完全 摘 述 . 

首先 我 们 来 研究 

Em (56. 4) 

的 情形 ， 这 时 无 论 在 初 态 还 是 在 终 态 , 电子 速度 都 很 小 , 因而 对 于 
所 子 来 说 ,完全 属于 非 相 对 论 性 问题 ， 所 以 , 我们 可 以 用 速度 的 非 
相对 论 算 符 避 = 一 iV/m 人 代替 式 (56. 2) 中 的 co( 比 较 § 45)。， 此外， 
可 以 取 偶 极 近 似 ， 令 e*" 之 1， 即 与 电子 动量 相 比 时 忽 赂 光子 动 
量 . 这 时 ， 

da 一 es P| |e.wl?do, v=—— [$v de (56. 5) 


我 们 将 从 氢 原 子 ( 或 类 氢 离 子 ) 的 基态 能 级 研究 光电 效应 ， 这 
时 
《2e 0 mm) 
Vr 
(在 通常 的 单位 中 , me?->1/ao, 这 里 ao 一 如 /me 为 玻 尔 半径 ). 

波 国 数 儿 应 该 这 样 取 ， 它 的 渐 近 形式 必须 包含 一 个 平面 波 
en 和 一 个 人 射 的 球面 波 ( 参 看 第 三 卷 $ 136, 在 那里 , 这 个 国 数 丧 
示 为 多 3)， 由 于 ! 的 选择 定 则 ， 来 自 s 态 的 跃迁 只 可 能 以 2 态 
为 终 态 ( 偶 极 情形 )。 所 以 , 在 展开 式 出 


— 上 e277 (56. 6) 


中 在 这 一 节 的 余下 部 分 ,Pp 代表 |p|. 
。 245 。 





$F =i De WRp(r) Pnn) 《56.7) 


中 (n= 二 p/P, nt 二 rT/7) 只 保留 1 二 1 的 项 就 够 了 ， 略 去 无 关 紧 要 
的 相 因 子 , 我 们 有 

， 3 

» =25n n) Rp (7). 《56. 8)， 


由 式 (56. 6) 和 {56. 8) 给 出 的 函数 和 ,我 们 有 
ev = | nn) (ne)e sm Ra(r)dor.r dr= 
_V25 (Ze” Mm) (Cn. ey) | ， 26- -Zemr Rr) dr. 
pm 
”按照 第 三 卷 (36. 18) 和 (36. 24)， 径 向 函数 (在 这 里 所 采用 的 单位 : 
中 ) 为 
Rn = 











/BN em mm lt pre I?"F(2+iy, 4, 2ipr), 


VN v(1—e ?"™) 
式 中 


2 
= (= 和 (56. 9)， 


我 门 所 需要 的 积分 可 以 利用 下 式 计 算 : 
| 222 ip 0; yz)dz 一 大 (2) A Ak) 
[参看 第 三 卷 (f,3)」， 再 注意 到 
(六 5) 一 如 ?rarcctgy， 


2 一? 





我 们 得 到 
ee e) er 


电子 (或 类 所 离子 ) 基态 能 级 的 电离 能 为 1=2Z*e'm/2。， 因 ; 


:Ty; 一 


此 
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w= 2 t=22(1+). (56. 10 小 
2m 


应 用 这 个 关系 式 , 我 们 得 到 在 立体 角 元 do 内 发 射 一 个 电子 的 光电 
效应 截面 的 最 后 表达 式 
esrarcctgy» 


2 
do—21xaa'( 7 one) do, (56. 11) 


式 中 4 地 /mze? 一 ao/Z( 今后 都 用 通常 单位 )， 我 们 看 到 , 光电 子 
的 角 分 布 由 因子 (n.e)? 决 定 ， 这 个 因子 在 与 入 射 光子 的 极 化 方向 
相 平 行 的 方向 最 大 , 而 在 和 e 垂直 的 方向 上 (包括 入 射 方向 ) 为 零 ， 
对 于 非 极 化 光子 ， 公 式 (56. 11) 应 该 对 方向 e 求 平均 , 这 等 价 于 - 
代 换 

(m0)’—> 3 (nox n)’, 


式 中 To0 王 尼 /K[ 参看 式 (45. 4D) 
公式 (56. 11) 对 所 有 角度 积分 , 便 得 光电 效应 的 总 截面 


22 . 4 一 4yarcctgv 
= 全 全 -ad “(#5 i (56. 12) 


(M. Stobbe, 1930). 
当 ->1( 即 ?下 00) 时 ,0 的 极限 值 为 


287zr2 22? wa0 ag 
一 生 一 wa: 一 一 0.23 56. 13y 
0 一 00 一 -2 一 0. pe (56. 13) 


(分 母 中 的 ee 是 2.71…!)， 如 一 个 形成 带电 粒子 的 反应 中 应 有 的 
那样 (参看 第 三 卷 $ 147)， 光电 效应 在 其 阔 值 附近 趋 于 一 个 乌 定 让 的 
极限 . 

wl ( 且 依 然 有 oo 攻 mc?*) 的 情形 允 应 于 玻 因 近似 = 
Ze /rw 攻 1)， 公 式 (56. 12) 变 为 





8 772 
or 一 一 cg 站) (56. 14) 
* 人 


(To=e4111 2 六 得 原子 的 电离 能 )， 
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与 光电 效应 相反 的 过 程 是 电子 与 静止 离子 的 辐射 复合 .这 个 
过 程 的 截面 (oxs) 可 以 科 用 细致 平衡 原理 (第 三 卷 8144) 由 光电 效 
应 截面 (ocx) 求 出 ， 按 照 细致 平 衡 原 理 ， 过 程 ;>f 和 过 程 f->' 
(在 和 了 状态 都 有 两 个 粒子 ) 的 截面 以 关系 式 

giPi O14 — 94P Ori 

相 联系 ， 式 中 的 p; 和 ps 为 粒子 相对 运动 的 动量 ，9% 和 gs 为 4 和 
了 状态 的 自 旋 统计 权重 ， 考虑 到 光子 的 9=2 (有 两 个 极 化 方向 )， 
而 自由 电子 和 离子 的 统计 权重 等 于 和 气 原 子 基态 的 统计 权重 ， 对 于 
这 个 状态 , 我 们 得 到 


2 
Vin = ne (56, 15) 


(一 mm 为 入射 电子 的 动量 , 为 所 发 射 的 光子 的 动量 ). 


习 题 
1、 试 直接 利用 非 相对 论 情 形 中 的 玻 恩 近似 导出 公式 (56. 14) . 
解 ”在 玻 因 近似 中 ， 公 式 (56.5) 中 的 幼 就 是 平面 波 办 一 6 7 而 幼 仍 
为 国 数 (56.6) .这 时 
p (Ze2m) /2 
m Mr 


A 
v=v, = 二 | py' dr = (eZemr) ,. 


傅 里 叶 分 量 由 公式 (57. 60) 给 出 , 因而 
人 一 8 rp mY De?) Sn. 
代入 式 (56.5) 并 对 do 积分 ， 便 得 到 (56. 14) (这 时 ， /2mzw 非常 准确 地 
成 立 )、 
2， 试 决定 一 快速 但 仍 为 韭 相 对 论 性 的 电子 (I 之 mw 区 mc?) 与 2 安 137 的 
原子 核 的 辐射 复合 的 总 截面 . 
解 ”将 (56.14) 代入 (56， 15) 就 可 以 得 出 俘获 到 天亮 层 ( 主 量子 数 4 二 1) 
上 的 截面 : 
OO- 折合 = 


《e 一 mv2/2 为 人 射电 子 的 能量; jio=e， 形 成 原子 的 其 它 状 态 中 只 有 8 态 
es。 248 。 





比较 重要 : 当 计算 玻 因 近似 中 的 怎 阵 元 时 , 小 7 的 束缚 态 波 函数 的 值 比较 重 : 
要 (在 § 57 中 将 要 看 到 )， 这 个 函数 值 在 ! 二 0 时 比 Z =0 时 小 .将 乡 按 7 的 ; 
矫 展开 , 只 取 前 两 项 就 够 了 )， 对 于 1=0 且 7 为 任意 值 的 状态 ， 这 两 项 为 


1 他 
» = 一 过 )， 
芭 半 仅仅 以 公 因 子 2 22 的 形式 册 现 [此 式 是 通过 展开 第 三 着 的 函数 (36, 13) 
得 到 的 ]， 所 以 , 总 复合 截面 为 


oo oo 
复合 二 = > ， 复合 一 Cy 复合 > 1 一 复合 
入 二 1 入 二 1 


[ = 国 数值 为 : 5(3) 一 1, 202]. 


§ 27 光电 效应 : 相对 论 情形 
霓 在 我 们 来 猎 究 

wi (57. 1) 
的 情形 .这 时 我 们 也 有 := 二。 一 1 污 1, 因此， 原子 楼 的 库仑 场 对 光 
电子 波 函 数 (V') 的 影响 可 以 用 微 扰 论 计 算 . 我们 把 少 写成 如 下 
形式 : 


b= H(t ). (57. 2) 





光电 子 可 以 是 相对 论 性 的 ， 因 而 把 式 (57. 2) 中 的 非 微 扰 函数 写成 
相对 论 性 的 平面 波形 式 (23. 1). 
虽然 在 初 态 中 电子 是 非 相 对 论 性 的 ， 但 是 由 于 下 面 要 解释 的 
原因 , 它 的 波 畏 数 分 必 须 包 括 相 对 论 修正 (全 Ze )， 这 样 的 国 数 由 
下 式 给 出 (参看 § 38 的 习题 ): 
$= (1 be (57. 3) 
式 中 的 %4a 为 非 相 对 论 性 束缚 态 国 数 (56. 6)，2 为 静止 电子 的 双 


放量 振幅 , 归 一 化 条 件 z4= 2m. 
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把 函数 (57. 2) 和 (57. 3) 代 入 矩阵 元 (56, 2) 中 中 : 
My; = 去 元 本 | 过 (ye) [Gm y:V J ee 
+$ YY.e) er uypn) dz. (57. 4) 
为 了 得 到 这 个 量 按 Ze* 的 器 展开 的 第 一 项 ， 可 用 负数 
《Ze?m)”/ Vzw 代 换 大 括号 中 第 二 项 的 pam. 由 于 这 个 代 换 , 当 户 
一 k 关 0 时 , 第 一 项 为 零 ( 正 是 由 于 这 个 原因 ,在 中 还 必须 考研 正 
比 于 Ze? 的 第 一 级 相对 论 修正 ， 当 ~1 时 , 这 个 修正 对 截面 的 页 
商 和 Ws 按 Ze 展开 的 第 二 项 的 贡献 具有 相同 的 数量 级 ). 
在 式 (57. 4 的 第 一 项 中 进行 分 部 积分 ,使 算 符 8 由 作用 在 ym 


上 转移 到 指数 因子 上 ， 结 果 我 们 得 到 
(Ze me)3 1 


1 | — Ze2mr 
Mp; = 本 二 (Ye 区 om? 7 PP 一 人 | )p-& 
+$ (Ye dW}, (57. 5) 
式 中 的 天 二 下 标 代 表 空 间 傅 里 叶 分 量 . 精确 到 Ze 项， 我 们 
有 儿 ， 
_ a2 8 ? 
Ce J) (57. 6) 


中 项 数 !57, 3) 是 对 距离 7 一 1/mmaGe: 导 出 的 ,在 这 个 距离 上 , 修正 项 的 相对 数量 级 
为 Ze*, 但 是 对 于 基态 (以 及 所 有 的 s 态 )， 由 于 纯 指 数 函 数 (56.6) 的 导数 【因而 (57. 3) 
中 的 修正 项 ] 总 与 Ze: 成 正比 ,公式 (57.3) 对 任何 7 都 适用 . 这 就 使 我 们 能 够 把 (57.3) 
应 用 广 现 在 所 研究 的 问题 (这 时 ， 很 小 的 > 都 不 能 忽视 当 * 一 1 时 ，r~1/m 就 不 能 
忽略 ). 





@@ 取 等 式 
(A 一 12)S 一 一 一 4z00) 
两 边 的 伟 里 时分 量 , 我 们 得 到 
CAr _ dx | 
( 7 ), gq 十 42" (57. 69) 
- 吐 式 对 参数 4 微分 给 出 
他 -Sr4 
Ce Da (57.65) 
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为 了 计算 傅 里 时 分 量 多 和 我 们 写 出 项 数 多 2 所 满足 的 方 珠 
(yretiy:v—m) y=e(y’A,)u'err=— 
它 是 将 (57. 2) 代 入 (32. 1) 得 到 的 ]。 对 这 个 方程 式 两 边 应 用 算 符 
(ye 十 iy: 术 十 m), 我 们 得 到 
(ASTPIYVV=— Ze (yetiy: y+ m) (yu’) er 于 
给 这 个 方程 匀 以 e 并 对 dsz 积分 ， 同 时 在 含 A 和 六 的 项 中 用 
普通 方法 :进行 分 部 积分 , 可 以 得 到 
(Ph) Y= eye yk m) (ou 人 二 


2 
Ze J iP°T 
全 





kp 


一 一 Ge (2ey'—Y.:(kO— PN (vw) pyr 


在 和 仍 后 一 行 中 , 考虑 到 振幅 w 满 是 方程 
(e 一 六 .7 一 1)2 一 0 或 (ey’+P:Y—m) yu =0, 
由 此 我 们 求 出 | 


PR =p p= ArZe "RE 下 Be (57. 7 


将 (57.6) 和 (57.7) 代 入 矩阵 元 (37.5), 可 以 把 它 写 


dx ?Berm)s/e 
Cem) (一 pj A 





M ;= 


式 中 
A=a(yY:e) + (ye)r (yb) + (Yc) (ye), 


qa=_— 2 1 i b= k—p 


(天 -一刀 )2 mk- pi 2m(k—p)’’ 


二 一 一 


一 2 一 力 
截面 为 





_8e’(Zerm)’] pi /, > z 
do = RD 《元 4 (iAu )do. 


这 里 4=? 4 (参看 8$65)， 此 式 还 必须 对 电子 自 诈 的 终 态 方向 
求 和 并 对 初始 方向 求 平均; 求 和 与 求 平 均 时 ， 应 用 下 面 $ 65 中 的 
规则 和 初 . 终 态 的 极 化 密度 矩阵 

一 本 (?" 十 1)，, p'=5 (Ye—Y:p+m) 
(在 初 态 中 PP 二 0,e 二 m)。. 结果 得 到 表达 式 


_ 1l6e’(Ze*m)s|p| /4 


迹 的 计算 (利用 公式 (22. 22)) 是 纯 代 数 运 算 , 其 结果 为 


Sp(p'ApA) = mp (b—c) (e+m)]’ 





+4m(b.e)f[ (ei+m) (ce)+a(p:e)] 

(假定 矢量 e 为 实数 , 即 光子 被 认为 是 线性 极 化 的 ). 

为 了 得 到 光电 效应 截面 公式 的 最 终 形 式 ， 我 们 引入 极 角 0 和 
户 的 方位 角 ,这 时 方向 就 是 z 轴 , 平面 g，e 就 是 平面 *z( 因 而 
p:e=|picosgpsin0)， 当 w>1 时 ， 能 量 守恒 可 以 写成 e 一 m= 二 
的 形式 (而 不 是 2 一 m=w% 一 1)， 容 易 证 明 , 这 时 

k’—p=—2m(e— m), (k—p):=2e(e—m) (1— vceos0). 
起 中 心 二 p/e 为 光电 子 的 速度 .经 过 简单 的 计算 , 最 后 得 到 

03(1 一 022)3sin20 
(1 一 人 /1 一 2022 )5(1 一 0cosb)4 


1 一 WV1 一 和 好) 
~ (ve0s0) 十 


do — Zatr? 


[2— lM 00s0) | coszp| do， (57. 8) 
i -| 


式 中 的 re=e’/m. 
在 极端 相对 论 情形 下 〈e 福 mm)， 光 电 效 应 截面 在 小 角度 (0~ 
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\“1 一品) 有 一 尖峰 ， 印 电 子 主要 在 光子 的 入 射 方向 上 发 射 ， 在 峰 
值 附 和 近 ， 
1 一 2cos0~ 了 [(1 一 29) 十 9]， 


式 (57. 8) 的 首 项 给 出 


3 3/7203 
do x 4Zsatr "dy : (57. 9) 


式 (57. 8) 对 角度 的 积分 是 初等 积分 , 但 很 宛 长 ;积分 给 出 如 下 的 总 
截面 公式 (F. Sauter, 1931). 


5 4 2 (yy — 1)3? 3 ?7 一 2) ( 1 

ore gD lst pyri (i 2yV Yi 
y+ yl 

In p=)}, (57. 10) 


为 简单 起 见 ， 党 伦 效 因子 ” 


1 2 Mm 天 \ 
= >7,11 
y </1 v2 7 7 (5 


在 极端 相对 论 情形 下 , 这 个 公式 简化 为 
CI 一 27Z5a47 2 六 (57. 12) 


在 1。o&m 的 情形 下 , 式 (57. 10) 的 ?一 工 很 小 ， 其 极限 值 给 出 
我 们 已 知 的 结果 (56. 14) 


§ 98， 和 气 核 的 光 致 娆 变 

气 核 的 一 个 特点 是 它 的 结合 能 小 (与 势 阱 深度 相 比 )， 这 种 情 
况 使 我 们 在 描述 有 气 核 参加 的 反应 时 不 必 仔 细 了 解 核 力 的 行为 ， 
仅仅 利用 结合 能 就 够 了 (参看 第 三 卷 § 133)， 这 时 假定 碰撞 粒子 
的 波长 大 于 核 力 的 作用 半径 a. 

这 也 适用 于 fa<1 的 > 量子 引起 的 气 核 的 光 致 娆 变 ， 同 时 还 
假定 ?a 区 1,，p 为 所 释放 的 中 子 和 质子 相对 运动 的 动量 (这 个 条 件 
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比 ja 冬 1 更 强 中 )， 
将 光电 效应 截面 的 非 相 对 论 公 式 (56.5) 对 所 有 方向 积分 ， 
得 





M dn 
2 3 
这 里 Pp 为 质子 和 中 子 相 运动 的 动量 多 ， 而 式 (56. 5) 中 的 mw 由 它们 
的 折合 质量 M/2 (MM 为 核子 的 质量 ) 代替 .矩阵 元 为 质子 速度 w， 
的 矩阵 元 ， 因 为 只 有 质子 与 光子 有 相互 作用 ,将 vb 用 动量 六 表 
未 (wp 二 呈 /2 二 P/M), 我 们 有 


( 电 ) ep Dp... 12. 8., 


C 一 | (wp) pi 


2 


指标 ( 电 ) 表 示 这 个 公式 对 应 于 电 偶 极 跃 迁 :ep/ 及 =ews 二 d, 因而 
‘epbri/M=iwd,. 
和 氛 核 初 态 (基态 ) 的 归 一 化 波 函 数 为 
p= 2， k= MD, (58. 2) 


这 里 的 7=2.23 MeV 为 结合 能 (参看 第 三 卷 § 133)@. 终 态 波 国 
数 可 以 取 为 自由 运 动 的 波 函 数 , 即 平面 波 

Pr (58. 3) 
理由 是 在 我 们 所 考虑 的 理论 中 ，“ 和 挟 棱 的 线 度 ”1/x 与 相互 作用 的 
有 效 半径 a 相 比 锌 认为 是 很 大 的 因而， 质子 和 中 子 之 闻 的 相互 


Te em 


DD ra 二 1(9= 二 1.5X10-13cn1} 肝 光子 的 能 最 为 15 MeyVy. 
@ 在 本 节 中 ,jp 代表 |PI.。 
入 一 个 与 a 的 有 限 性 相关 的 修正 , 可 以 使 这 个 函数 更 准确 些 . 为 此 ,用 


x 
V 二 于 于 
代 兴 (58.2) 中 的 归 一 化 系数 底 行 了 [参考 第 三 着 133,13)]。 相应 地 , 在 截面 公 \ 起 中 岂 
要 出 现 因 子 1/ (1 一 qx)、 应 恋 说 , 这 个 修正 实际 上 是 很 大 的 : 对 于 饥 核 基态 , Ga 8.1， 
抠 核 基态 是 3S: 态 与 少量 :D， 态 的 ‘混合 "， 这 是 由 于 张 鞭 核 力 作用 的 结果 ( 僚 
滨 三 从 $ 117) ， 我 们 将 不 考 虚 这 种 混合 ; 因 和 而 将 名 栈 张 量力 。 


有 








作用 只 在 S 态 中 才 必 须 考 虑 ， 而 在 ! 关 0 的 态 中 被 略 去 . “天 0 的 
态 的 波 尔 数 在 小 距离 上 很 小 ， 然 而 按照 选择 定 则 ， 两 个 S 态 ( 基 
态 和 连续 谱 的 5S 态 ) 之 间 的 电 候 极 跃迁 是 禁止 的 ， 所 以 在 此 种 情 
形 下 就 有 可 能 忽略 终 态 中 核子 的 相互 作用 . 

利用 分 部 积分 潜 可 以 求 出 乱 隆 元 


| | eiPp'r 3 -— 
bs lV 5 过 | A — dw V# p(s 7 二 ), / 


KR 4xnp 

rr pir 

《参看 第 250 页 的 第 二 个 注解 ). 
注意 到 表达 能 量 守恒 的 等 式 





十 有 天) = =1+ 0. 


最 后 我 们 得 到 光 致 晓 变 的 截面 (通常 的 单位 ) 


Bx hh? hw@—il} 
0 ( 电 ) 一 oY Theos 二 (58. 4) 


{H. A.Bethe, R. Peierls, 1935)，、 妆 二 oO 一 27 时 ， 它 有 极 大 值 ; 而 
当 克 O->7 或 方 O->co 时 , 它 趋 于 零 . 

然而 ， 公 式 (58. 4) 所 描述 的 光子 的 电 偶 极 吸收 对 光电 国 附近 
(hw 接近 于 了 工 ) 的 截面 没有 多 大 贡献 这 是 因为 : 在 这 个 区 域 内 ， 
主 效应 来 自 向 S' 态 的 跃迁 , 而 在 电 偶 极 吸收 中 不 产生 这 种 跃迁 . 在 
电 四 极 吸 收 中 也 不 出 现 这 种 跃迁 ; 虽然 在 这 种 情形 下 向 8' 坊 的 路 
迁 并 不 违反 有 关 字 称 的 选择 定 则 ， 但 却 为 轨道 角 动 量 的 选择 定 则 
所 不 容 ( 因 为 我 们 忽略 了 张 量 力 ， 所 以 二 和 号 分 别 守恒 )， 因 而 ， 
为 了 计算 阀 值 附 近 的 光 致 赔 变 截面 , 我们 必须 考虑 磁 偶 极 吸 收 , 磁 
偶 极 吸收 所 遵守 的 选择 定 则 容许 5S 态 之 间 的 跃迁 (E. Fermi, 
1935) 


在 公式 (58, D) 中 用 磁 矩 代替 电 乍 ， 我 们 有 
,255 。 





o® soMplnsl’. (58. 5) 


由 于 轨道 角 动 量 工 对 5 态 之 间 的 跃迁 没有 甜 阵 元 , 轨道 运动 的 磁 
矩 对 Ar 没有 贡献 ， 自 旋 磁 托 
用 一 20pSp 十 214Sa 一 2(1p 一 HSp 十 209。 
式 中 S= sp 十 sw ws 和 是 质子 和 中 子 的 磁 矩 ， 当 忽略 张 量 核 力 
时 , 总 自 旋 守恒 , 因而 它 的 算 符 不 产生 跃迁 ， 所 以 
Wri =2(8p) ri (Ho— Ln). 
在 同一 近似 中 (忽略 张 量力 )， 自 旋 和 坐标 变量 是 分 开 的 ， 和 波 函 
数 一 样 , 矩阵 元 是 自 旋 部 分 和 坐标 部 分 的 乘积 : 
prs=2Ckp—Ln) (sp8 M'|spl soS MY» |'* Cr) y(n) dz. 


但 是 , 自 旋 - 自 旋 核 力 的 存在 使 坐标 函数 %(>) 的 波动 方程 包含 月 
旋 值 S 作为 参数 ， 若 8' 二 8S, 则 y'(7) 和 (7) 是 同一 个 算 符 的 本 
征 函 数 , 因而 是 正 交 的 ， 那 么 ， 初 态 ;5 只 能 光 效 赔 变 到 连续 谱 的 
18 态 . 
当然 , (58. 5) 中 的 平方 |1si1* 应 该 对 初 态 中 自 旋 S 的 分 量 对 求 
平均 ， 所 以 问题 归结 为 计算 量 
1 1 A ! 2 
EEE |sp| spSM 7 ， 
这 里 的 sy?= ss=1/2，S= 1 8'=0， 按 照 角 动量 相 加 时 矩阵 元 的 


1 , 
GITD GS TD Se 0) 


p S’ nm 2 

=) > | ICsplsplsp> | = Css) sol sp 
S ss» 1 

[此 处 利用 了 第 三 卷 的 公式 (107. 11)，(109.3) 约 化 矩阵 元 为 
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Csol sol sp) = /sn TD Cs TDD = 
”结果 , 公式 (58.5) 变 成 


CC 一 末 OMa(up 一 po 人 ”was 


初 态 波 函数 由 公式 (58. 2) 给 出 , 而 终 态 波 函 数 为 


p" =D R70 (7). 


这 就 是 函数 展开 式 (56.7) 的 第 一 项 (1 二 0)， 该 函数 的 渐 近 形式 中 
包含 一 平面 波 和 一 入 射 球面 波 ， 略 去 了 不 重要 的 相 因 子 。 因 为 积 
分 是 对 核 力作 用 半径 以 外 的 区 域 进行 的 , 所 以 径 向 函数 为 
sin Cr 十 9 

他 


, (58. 6) 





Rpo (7) =2 


相 角 6 与 “质子 十 中 子 ” 系 统 在 S=0 时 的 虚 能 级 值 (7, 一 0.067 
Mev) 有 关 : 


ctg6= yy ki = ME 


《参看 第 三 卷 $ 133)。， 这 样 一 来 ， 
|w*wasz 一 《2r) 3 VK Im |* “T+ipreisdr 
2 区 


eis 

K 一 ip 
经 过 简单 的 代数 变换 ， 我 们 得 到 光 致 晓 变 截面 的 如 下 表达 式 
( 通 稍 的 单位 ): 


87 
( 磺 )》 。 本 2 





= (2x)"? VK Im 
px 


V Io—I) (AT 十 AT 
fiw (下 oO 一 了 十 了) 


(58.7) 
当 5o->7 时 ,这 个 截面 因 ~V fo 一 7 而 趋 于 零 ， 这 与 反应 阔 能 附近 
截面 行为 的 一 般 性 质 一 致 ( 第 三 卷 $ 147). 

。257 。 





光 致 旷 变 的 逆 过 程 是 质子 被 中 子 纯 射 俘获 . 俘 效 截面 ae 可 
以 供 助 细致 平衡 原理 由 光电 效应 截面 ox 得 到 [比较 (56. 15) 的 推 
时 过 程 ]， 中 子 和 质子 的 自 旋 统计 权重 等 于 2x2=4， 和 气 核 (在 人 
= 工 的 态 中 ) 和 光子 的 统计 权重 等 于 3x2=6。 所 以 


_3 G0 3Gio)- op 
Cr 一 了 op Or™ aNoho Ts (98.8) 
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第 六 章 光 的 散射 





8 09， 散射 张 量 


电子 系统 (为 确切 起 见 ， 下 面 我 们 认为 就 是 原子 ) 对 光子 的 散 
射 包括 吸收 一 个 初 态 光子 忆 同时 发 射 另 一 个 光子 R' 散射 后 , 原 
子 的 状态 有 两 种 可 能 ; 或 仍 处 在 初 态 能 级 , 或 处 在 某 个 别 的 分 立 能 
级 . 在 第 一 种 情形 下 光子 频率 不 变 ( 瑞 利 散射 , 或 非 混合 散射 ) , 而 
在 第 二 种 情形 下 , 光子 频率 发 生变 化 : 

oo 一 加 一 太一 五 ， (59. 1) 
式 中 ,，s 为 原子 的 初 态 能 量 和 终 态 能 量 (组 合 散 射 , 或 混合 散 
射 ) 山 ， 如 果 原 子 的 初 态 是 基态 , 在 组 合 和 散射 时 , 妃 :> 五 ,因而 oo 天 
wo 一 一 若 射 使 频率 降低 (所谓 斯 托 克 斯 情形 )， 在 受 激 原子 上 的 
散射 既 可 能 是 斯 托 克 斯 情形 , 又 可 能 是 反 斯 托 克 斯 情形 (o'> @ ). 

由 于 电磁 微 扰 算 符 对 同时 改变 两 个 光子 占有 数 的 跃迁 没有 和 矩 
阵 元 ， 因 而 散射 效应 只 出 现在 微 扰 论 的 二 级 近似 中 ， 必 须 把 散射 
| 定 的 中 间 态 发 生 的 。 中 间 态 可 能 有 两 种 类 型 

， 光 子 被 吸收 ,原子 跃迁 到 自 己 的 一 个 可 能 状态 B,, 接着 
跃迁 态 , 同时 发 射 一 个 光子 kk”; 

II， 原子 发 射 光 子 k' 且 跃 迁 到 殖 ， 态 , 接 着 跃迁 到 终 态 , 同时 





吸收 一 个 光子 有. 
在 这 个 过 程 中 , 和 撼 阵 元 表示 为 求 和 [参看 第 三 卷 式 (43. 7) ] 
7 V2».V nl | VV hi 
Fa 一 >， 【人 ye (59. 2) 


QD 在 这 一 章 里 , 属于 散射 系统 初 态 和 终 态 的 量 分 别 用 指标 1 和 2 表示 . 
”2359 。 


式 中 “原子 十 光子 ?系统 的 初 态 能 量 是 61 二 8 十 %， 而 中 间 态 能 量 
是 

B5 一 及,， @6I 一 五 ,十 口 十 O 〇 "， 
区 .. 为 吸收 光子 有 的 矩阵 元 ，V!, 为 发 射 光 子 ' 的 矩阵 元 ; 对 么 求 
和 不 包括 初 态 ( 由 求 和 号 上 的 撒 号 表示 )。 散射 截面 为 


do =2z|V2 | :5 (59. 3) 


这 里 的 do' 为 hk' 方向 上 的 立体 角 元 . 单位 时 间 内 散射 到 立体 角 
do’ 内 的 光 能 d7' 可 以 通过 入 射 光 强度 了 (能 流 密度 ) 表 示 如 下 : 
d1'=12.do. 


我 们 将 假定 初 、 终 坊 光 子 的 波长 比 散射 系统 的 线 度 4 大， 因 
此 , 所 有 跃迁 都 按 偶 极 近似 处 理 ， 如 果 用 平面 波 描述 光子 态 , 那么 
这 个 近似 相当 于 用 1 代 关 因子 e**， 这 时 , 光子 波 函 数 (在 三 维 横 
向 规范 中 ) 为 
A A 
在 上 述 条 件 下 , 电磁 相互 作用 算 符 可 以 写成 
v=—d.E, (59. 4) 


这 里 请 = 一 全 为 场 强 算 符 , 4 为 原子 的 偶 极 矩 算 符 (类 似 于 电场 
中 一 个 小 尺度 系统 能 量 的 经 典 表 达 式 一 一 参看 第 二 卷 §42). 少 
的 矩阵 元 为 

Vi=—ivV2ro(e.d,), Vis=iv 2rao' (e'* dn). 
把 这 两 个 式 子 代 入 (59. 2) 和 (59. 3), 我 们 得 到 散射 截面 (用 通常 的 
单位 写 出 ) 号 ; 


OD 这 个 公式 是 H. A. Kramers 和 W. Heisenberg 在 量子 力学 建立 之 前 首次 时 
出 的 (H. A. Kramers, W. Heisenberg, 1925). 
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- 一 (de, ‘8 *). (dn: ‘€) (dsn:e) dn “2 *) | CDCD 
‘=| Onl 一 和 一 !0 下 On 十 @ 一 ?0 | 呢 50500 
(59. 5 


kon, = Brn— Bi —= O12. 
求 和 对 所 有 可 能 的 原子 态 进行 ,包括 连续 谱 的 态 (这 时 态 1 和 态 2 
从 求 和 中 自然 消去 , 因为 对 角 怎 阵 元 di1 一 qz: 二 0) ,分 母 中 的 无 限 
小 碟 项 来 自 微 扰 论 中 通 贡 的 极点 绕 行 法 则 (参看 第 三 卷 $ 43); 在 
求 和 变量 (中 间 态 的 能 量 ) 上 附加 一 负 的 无 限 小 虑 部 ; 当 表达 式 
(59. 5) 中 变量 如 ,的 极点 落 入 连续 谱 区 时 ， 绕 行规 则 很 重要 (例如 ， 
车 1 术 是 原子 基态 , 当 hw 超过 原子 的 电离 冰 值 时 ， 就 出 现 这 种 情 
议 ) 山 
我 们 引入 符号 (通常 的 单位 ) 包 


a 2 ds 1 dr 2n(d: nl 
mo 下 全 二 人 (59. 6) 


0 一 0 一 10 Ot 
本 及 一 yy 为 二 维 矢量 指标 ). 利用 这 个 符号 , 公式 (59., 5) 可 以 
写成 


3 
dr 一 二 oa | (cef *e, ldo’. (59.7) 


符号 (59.6) 的 好 处 在 于 能 将 这 个 求 和 表示 成 某 个 张 量 的 矩阵 
元 ， 最 简单 的 证 明 方 法 是 定义 一 个 矢量 D, 其 算 符 满足 方程 
ib ob -d; 
它 的 矩阵 元 为 
b,,= di b>,— d,, 





四 一 Cn Won 
Q 对 分 子 而 青 , 电离 六 就 是 离 解 成 原 症 的 阅 能 . 
加 以 下 $59 一 -86l 中 所 引 月 的 大 部 分 结果 来 自 G，Placzek 的 工作 'G. 
Placzek, 1931—1933), 
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结 包 有 
(Cix)21= (Dri — ide)21: (59. 8) 
我 们 将 把 矩阵 元 (ci2)21 叫 做 光 的 散射 张 量 ， 

由 此 可 以 得 出 ， 散 射 的 选择 定 则 与 任意 二 秩 张 量 的 矩阵 元 的 
选择 定 则 相同 我们 立即 就 能 看 到 , 如 果 系 统 具 有 对 称 中 心 (因而 
它 的 态 可 以 按 字 称 分 类 ), 那么 跃迁 只 能 发 生 在 字 称 相同 的 态 之 间 
(其 中 包括 没有 态 变 的 跃迁 )， 这 个 定 则 与 ( 电 偶 极 ) 辐 射 的 宇 称 碗 
择 定 则 相反 , 因而 产生 交错 禁 戒 :在 辐射 中 所 容许 的 跃迁 在 散射 中 
是 禁止 的 , 而 沿 射 中 所 容许 的 在 辐射 中 却 是 禁止 的 . 

张 量 ca 可 以 分 解 成 几 个 不 可 约 的 部 分 : 


Ci 一 CO 十 Ci 十 CT (59. 9) 
式 中 
cf 一 本 (ce 十 cu) 一 CO (59, 10) 


4 1 
Ci k= Cig Cki) 


分 别 为 标量 、 对 称 张 量 ( 迹 等 十 0) 和 反对 称 张 量 ， 它 们 的 矩阵 


Darl One 


os __ 1 
(c )2 一 百 之 ， [oO 二 oj (G, E00) (di)2n (di)n: (59.11) 








4 1 nl One 
Ci 一 一 - 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
(2 之 (ou 一 oO) (ou 二) 


x [Ldi) aati (de)zn di)al— (ead (59. 12) 


a 2 十 ols<cT (Gi)on(de) ni (Ur) en(di) ni 569 13 
Cam no oto) 


(为 简单 起 见 , 略 去 了 极点 丝 行 符 忆 洲 ， 
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让 我 们 来 研究 在 低频 光子 和 高 频 光子 的 极限 情形 中 散射 张 量 
药 一 些 性 质 @. 四 

对 于 非 混合 散射 (os= 0), 当 wo->0 时 张 量 的 反对 称 部 分 趋 于 
零 [ 由 于 式 (59. 13) 中 求 和 号 前 o 的 存在 ]， 但 是 ， 当 @o->0 时 散射 
张 量 的 标量 部 分 和 对 称 部 分 趋 于 有 限 值 。 因 而 , 当 o 很 小 时 , 截面 
与 w* 成 正比 , 

在 相反 的 情形 下 ， 当 频率 o 比 式 (59. 6) 中 的 所 有 重要 的 频率 
as ov 都 大 时 (当然 仍 应 保证 波长 泡 o)， 应 该 回 到 经 典 理论 的 公 
式 ， 散 射 张 量 若 按 1/@ 的 第 次 展开 , 展开 式 的 第 一 项 等 于 


BL 2n (i)n1— (Gi) 2n (Up) ni =— (dd 一 不 人) ai 


日 为 零 ,因为 ,di 对 易 ， 展 开 式 的 第 二 项 为 
(cip) 21= 3 区 2 人 2 (di) n1— (1) anOni (Gr)ns | 


1 ,; ， 
一 -一 (dd did) 
2 人 


根据 定义 4 二 er( 求 和 是 对 原子 中 的 所 有 电子 ) 和 动量 与 坐标 之 
间 的 对 易 法 则 , 我 们 得 到 


_ Ze’ 
(Cip) 11 = — oi (Cip)21= 0, (59. 14) 


式 中 为 系统 中 的 总 电子 数 ,m 为 一 个 电子 的 质量 .这 样 一 来 ,在 
高 频 极 限 下 , 散射 张 量 中 只 剩 下 标量 部 分 ,而 且 散射 时 系统 状态 不 
变 ( 即 散射 是 完全 相干 的 ,参看 下 面 )， 在 这 种 情形 下 ,散射 截面 为 
do=72?|e'*.e|’do’, (59. 15) 

式 中 ,re=e2/om。 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 后 , 我 们 得 到 公式 
do=riZ°{1—(e.n’)’}do'=72’sin0.do', (59. 16) 





-四 共 所 情形 (6 接近 ww 式 oo 将 在 8 63 中 研究 . 





+ 
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这 实际 上 就 是 第 二 卷 中 的 经 典 汤姆 逊 公 式 (80.7) (8 为 散射 方 隆 
和 人 射 光 子 极 化 矢量 之 间 的 夹 角 ). 

我 们 来 研究 六 个 全 同 原子 的 集合 ?| 起 的 光 的 散射 . 这 些 原 
子 处 在 线 度 小 于 波长 的 区 域内 。 相 应 的 散射 张 量 将 等 于 每 个 原子 
的 散射 张 量 之 和 .然而 必须 注意 ， 同 时 考 虚 的 若干 个 相同 原子 的 
波 函数 (常用 来 计算 偶 极 矩 的 矩阵 元 ) 不 能 认为 是 同一 函数 . 波 函 
数 就 其 本 质 而 言 ， 只 能 确定 到 任意 相 因 子 的 程度 ， 妈 每 个 原子 都 
有 各 自 不 同 的 相 因 子 。 散射 截面 应 该 分 别 对 每 个 原子 的 相 因 子 求 

每 个 原子 的 散射 张 量 (cit)a 都 含 因 子 er 992 和。 是 初 
态 和 终 态 波 函 数 的 相位 ， 对 混合 散射 来 说 , 态 1 和 态 2 是 不 同 的 ， 
这 个 因子 不 等 于 1 在 模 的 平方 

|ei”ek 王 (Cir)al| 

中 ( 求 和 对 全 部 VY 个 原子 )， 属 于 不 同 原子 的 各 项 之 积 将 包含 这 样 
一 些 相 因子 ， 当 对 各 原子 的 相位 独立 地 求 平均 时 ， 这 些 相 因子 为 
零 , 因而 只 剩 下 每 一 项 的 平方 模 . 这 意味 着 , V 个 原子 的 散射 总 截 
面 是 一 个 原子 的 散射 截面 的 Y 倍 (散射 是 不 相干 的 ). 

如 果 原 子 的 初 , 终 态 相间 ， 那 么 因子 em *? = 二 1. 在 这 种 情形 
下 ， 一 签 原 子 的 散射 振 四 将 是 一 个 原子 的 散射 振幅 的 Y 倍 ， 从 而 
散射 截面 将 差 一 个 因子 六 (散射 是 相 王 的) 中， 如 果 原子 能 级 是 
韭 科 并 的 ,那么 非 混合 散射 将 是 完全 相干 的 .如 果 能 级 是 简 并 的 ， 
那么 由 于 原子 在 各 种 相互 简 并 的 态 之 间 跃 迁 ， 将 会 产生 不 相干 非 
混合 散射 。 这 是 一 种 纯 量 子 效应 ， 在 经 典 理论 中 ， 频 率 不 变 的 散 
壬 总 是 相生 散射 ， 

相干 散射 张 量 由 对 角 化 矩阵 元 (ein)n 给 出 ， 记 做 air( 为 简单 


@ 我 们 看 到 ,公式 (59. 15) 和 (59.16) 中 的 因子 2Z: 的 来 源 相同 : 一 个 原子 中 台 个 
电子 相干 散射 的 裁 面 为 一 个 电子 散射 截面 的 Z: 倍 ， 
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起 见 , 略 去 了 表示 原子 状态 的 指标 ss 按照 公式 (59 6), 
Qi (o) =(c, ,= S71 区 (di )in Ce) si 全 4 (59. 17) 


dt A i0 Onl 十 〇 一 
这 个 表达 式 也 可 以 写成 
we) 


__ 2 一 一 G6, 十 二 | + |) 
me 





0 一 妃 一 10 人 ,1 十 和 一 10 


(59. 18) 
极限 表达 式 (59. 14) 是 由 此 式 分 离 出 去 的 ， 在 这 里 ,p 为 一 个 原子 
中 电子 的 总 动量 .注意 到 动量 矩阵 元 和 偶 极 和 矩 矩 阵 元 之 间 的 

epin/m= ioind,, 

并 利用 推导 (59. 14) 时 用 过 的 关系 式 ， 就 不 难看 出 上 述 两 个 公式 的 
等 价 性 . 

如 果 豆 士 @ 与 任何 一 个 原子 能 级 到 (其 中 包括 连续 谱 区 域内 
的 能 级 ) 都 不 相等 ， 则 分 母 中 的 10 项 就 可 以 略 去 ， 既 然 pin 二 pol， 
就 可 以 将 张 量 ce 看 成 是 厄 密 的 出 : 
Qi 一 Qt。 (59. 19) 
这 意味 着 它 的 标量 部 分 和 对 称 部 分 是 实 的 , 而 反对 称 部 分 是 虚 的 . 
如 果 原 子 处 于 非 简 并 态 ， 反 对 称 部 分 显然 等 于 零 . 这 种 状态 的 波 
明 数 是 实 的 ,从 而 对 角 算 阵 元 也 是 实 的 . 

张 量 xiz 与 原子 在 外 电场 中 的 极 化 度 有 关系 。 为 了 确定 这 种 
关系 ,对 处 在 外 电场 


3 (Be +Ere!) (59. 20) 


@ 这 个 结果 是 由 于 忽略 了 光谱 线 的 自然 宽度 ， 即 忽略 了 入 射 光 被 吸 收 的 可 能 
- 手 一 一 僚 看 $ 62. 
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中 的 系统 ， 我 们 来 计算 其 偶 极 矩 平 均值 的 修正 值 ， 为 此 ， 可 以 利 
用 已 知 的 微 扰 论 公式 (参看 第 三 卷 $ 40)， 如 果 作用 在 系统 上 的 微 
扰 为 : 

= Pe-iott Proie, 
那么 ,对 某 个 量 了 的 对 角 惩 隆 元 的 一 级 修正 等 于 


(0) FOR | 
f(t)= _ > fn Pn 十 fniF 1 [er 


oO 一 和 一 10 oa; 十 @ 十 10 





et tr 
( 微 扰 广 应 该 看 成 是 从 i= 一 时 无 限 缓慢 地 加 上 的 ,因而 在 第 一 
项 中 应 该 理解 成 w 上 i0, 而 在 第 二 项 中 理解 成 w-i0; 分 母 中 的 
碰 数 项 束 古 据 此 加 入 的 ). 
在 现在 的 情形 下 ，f= 一 9 .五 /2， 偶 极 矩 对 角 怎 阵 元 的 修 : 
正 为 


d= (de d*eiet), (59. 21): 
式 中 的 d 是 一 个 矢量 , 它 的 分 量 为 
Ci 一 CC) 人 (59. 22) 


张 量 a 当 (w) 的 表达 式 不 同 于 ois 的 表达 式 (59. 17)， 区 别 是 第 二 
项 分 母 中 的 虚数 项 符号 相反 ， 按 照 定义 ,a 党 (w) 是 原子 在 频率 为 
0 的 场 中 的 极 化 张 量 ， 若 频率 值 可 使 分 母 中 的 虚数 项 略 去 ， 使 张 
量 Qik 成 为 厄 密 的 ， 则 张 量 ws 和 ai 彼此 相合 . 特别 是 当 w=0 
时 , 公式 (59. 22) 就 变 成 第 三 卷 中 的 公式 (76. 外, 而 由 (59. 17) 得 到 
”的 in(0) 就 与 第 三 卷 中 静态 极 化 张 量 的 表达 式 (76. 5) 相 同 ， 我 们 
还 会 看 到 , 如 果 1 态 是 基态 @, 则 所 有 的 on 之 0, (59. 17) 中 第 一 项 


中 因为 激发 态 寿命 有 限 ， 所 以 只 有 这 种 情形 (以 后 我 们 将 遇 到 ) 才 能 进行 精确 处 . 
理 ， 参 看 下 面 $ 62. 
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的 经 行规 则 只 有 当 o>0 迪 才 是 重要 的 ,而 第 二 项 的 绕 行 规则 只 在 
m0 时 才 重 要 ， 在 这 种 悄 形 下 ， : 
Cis (1) = a (lw |). (59. 23) 
这 射 理 化 的 公式 无 疑 有 w% 二 0, 因此 , 张 量 is 就 是 极 化 张 量 . 
除了 和 鹤 面 ， 后 面 我 们 还 需要 知道 光子 的 散射 振幅 f. 像 通 第 
在 敏 扰 论 中 那样 , 它 和 取 相 反 符 号 的 矩阵 元 (59. 2) 只 项 一 个 归 一 
化 因子 。 归 一 化 因子 的 选取 应 该 使 截面 (59.7) 能 够 成 写 do = 
| 让 d0 的 形式 ， 对 于 弹性 散射 振幅 , 我 们 有 
f= oare! *ey. ‘5'). 24) 
按照 光学 定理 [参看 下 面 的 公式 (71. 10)j， 向 前 散射 振幅 ( 即 
动量 和 极 化 都 不 变 ) 的 虚 部 决定 一 切 可 能 的 弹性 和 非 弹性 过 程 的 
总 截面 c,( 对 给 定 的 光子 初 态 ): 


4 ir — RY 
0:=— lm(o oer en) = 470 bk 


D3 Be 《59. 25) 

市 此 可 见 ,总 截面 由 散射 张 量 的 反 厄 密 部 分 决定 . 
公式 (29. 15) 具有 简单 的 经 典 意义 ， 电场 巨 在 单位 时 间 内 对 
电荷 系 所 做 的 功 等 于 Sev. 互 =EE.d. 把 场 写成 (59. 20) 的 形式 , 而 


把 偶 极 矩 写成 (59. 2 和 (89. 22) 的 形式 ,将 这 个 功 对 时 间 求 平均 ， 
我 们 得 到 





1 ; 
本 四 | 加 | eter 


《EE 一 eB)， 另 一 方面 , 如 果 五 是 入 射 光 的 场 ， 则 平均 能 流 密度 符 
于 | 如 | /8z, 而 原子 所 吸收 的 能 量 等 于 

{Bl?o. 

x 


令 上 面 所 得 到 的 两 式 彼此 相等 , 我 们 便 得 到 公式 (59. 25)， 
如 果 原 子 基 态 的 角 动量 等 于 零 ， 由 于 球 对 称 性 ， Qip—= Osry 
执 而 


Qip — Ot 
2 
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,一 4roIma， (59. 26) | 

对 于 角 动 量 不 为 零 的 系统 ， 在 角 动 量 的 空间 方向 上 取 平 均 的 那些 
量 也 有 具有 同样 的 关系 式 ( 参 看 $ 60). 

当 光 子 能 量 超过 原子 的 电离 立时 , 对 总 截面 c, 的 主要 贡献 来 
自 电离 过 程 〈 在 光电 效应 中 吸收 光子 )， 散 射 截面 是 。? 的 高 阶 县 
[比较 (56. 13) 和 (59. 16)]. 

如 果 光 子 的 能 量 低 于 电离 国 ( 但 又 离 共 振 较 远 , 就 是 说 离 原子 . 
的 任何 一 个 分 立 的 激发 频率 较 远 )， 那 么 截面 (此 时 可 化 为 散射 截 
面 ) 和 振幅 的 虚 部 , 与 振幅 的 实 部 相 比 ， 是 更 高 阶 小 量 . 如 果 略 去 
说 部 ， 我 们 重新 得 到 (59. 19)。 在 共振 附近 就 不 同 了 ;在 那里 截面 、 
增 大 , 这 种 情形 将 在 $ 63 中 讨论 . 

和 散射 一 样 ， 二 级 微 拓 论 中 出 现 的 双 光 了 于 过 程 也 包括 二 量 发 
射 , 即 一 个 原子 同时 发 射 两 个 光子 . 

这 个 过 程 的 几率 表述 式 与 公式 (59. 5) 的 区 别 仅仅 是 作 了 { 
之 一 ,2e->e*( 发 射 光 子 @ 而 不 是 吸收 ) 和 一 个 多 余 因 子 

dk ww’:dwdo 
(2z)2 (2a) 
这 是 在 频率 和 方向 kk 的 已 知 间隔 内 所 发 射 的 光子 的 量子 态 数 . 
第 二 个 光子 的 频率 wm 由 等 式 @ 十 o 一 ola 决定 . 因此 , 在 单位 时 间 
内 的 发 射 几 率 为 @ 
dz 一 | (Big)21e'* et)? . 7 2 ja dodo'de, (59. 27° 

式 中 


Oa FO—i0 .ot —i0 


Ga SL ge | 


与 公式 (59. 6) 中 (esz)si 的 区 别 只 是 @ 前 的 符号 改变 ， 此 式 对 光子 - 
(D 在 这 里 和 本 节 的 后 半 部 分 都 是 用 通常 的 单位 . 
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的 极 化 求 和 并 对 它们 的 发 射 方向 积分 中 , 我们 得 到 


4..13 
dw— 5 | (bs) 2 | ?do. (59. 28) 


与 发 射频 率 为 o 十 %' 的 单一 光子 的 几率 比较 ， 发 射频 率 分 别 
为 a 和 ow' 的 两 个 光子 的 几率 通常 是 十 分 小 的 选择 定 则 禁止 单 
光子 发 射 过 程 而 又 允许 发 射 双 光 子 时 , 出 现 例外 情形 ， 例 如 ,J =0 
的 两 个 状态 之 间 的 跃迁 就 是 这 样 的 ， 在 这 个 例子 中 ， 发 射 一 个 光 
子 的 任何 过 程 都 被 严格 禁止 。 另 一 个 例子 是 从 氨 原 子 的 第 一 激发 
态 (2s,/2) 到 基态 (1s1y2) 的 跃迁 不 论 是 对 81- 辐射 ， 还 是 对 MI 
辐射 ,这 个 过 程 都 被 禁 止 (参看 $52 的 习题 2)@. 

如 果 原 子 处 于 入 射 光子 (@,h) 流 的 场 中 ， 那 么 除了 自发 二 重 
发 射 外 [ 它 的 几率 为 (59. 27)], 还 存在 受 激 二 重 发 射 ， 在场 的 影响 
下 除了 发 射 一 个 oo 及 光子 外 , 还 发 射 一 个 和 外 场 一 样 的 光子 . 这 
个 过 程 的 几率 与 自发 发 射 的 几率 相差 一 个 因子 Ns.e， 它 是 ke 
己 知 的 入 射 光 的 光子 数 密度 ， 入 射 光子 流 密度 为 

d7= or 一 NO dodo. 


8rrsc? 
用 d7 表示 Wi.。 并 用 dz 去 除 过 程 的 几率 , 我 们 得 到 它 的 截面 
do 一 or (5，) ef *e* | 2d0/。 (59. 29) 


类 似 地 ， 如 果 原 子 处 在 o',kk' 光子 的 场 中 ， 那 么 当 @%,R 光子 入 射 
在 它 上 面 时 , 就 会 产生 受 激 组 合 散 射 ,其 截面 与 2', RR' 的 光子 数 密 
度 成 正比 . 

对 有 具体 原子 计算 张 量 (cip) 12 或 (011) 12 时 , 要求 计 算 如 下 形式 
移 求 和 ;: 
@ 这 个 运算 就 是 通过 25; 达 一 寺 0u 完 成 对 方向 e 的 总 平均 ,再 连 乘 以 22.4xe4n. 
@ 对 于 二 重 发 射 ,能 级 2811: 的 寿命 约 为 0.15 秘 ， 
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(Me ，， > EA 人 人 3 (59. 30) 


的 取 值 为 B, 土 i 或 ea 为 了 简化 书写 ， 假定 我 们 讨论 的 
是 氨 原 子 ， 我 们 把 式 (59. 30) 的 求 和 写成 积分 形式 : 

(MR)z1 = GE LG, Tr’ B) dp Cr’) dzdss', (59. 31) 
式 中 


G(r,r’; -Dp ， 《59. 32> 


令 算 符 瑟 一 作用 在 函数 G 上 , 及 为 原子 的 哈密 顿 算 符 . 由 
于 六 y= 二 了 ,ys, 我 们 得 到 


(RH—E)G= 之 ,加 人) P(r). 


由 于 函数 系 p; 的 完备 性 ,这 里 的 求 和 为 6 函数 G(T 一 7T")， 所 以 、 
区 数 G@ 满 足 方程 
(BR—E)G(r,r’; E)=6(r—7’), (59. 33) 
ee 薛 定 刘 方 程 的 格林 国 数 [ 式 (59. 32) 的 绕 行 规则 决定 
个 方程 的 解 应 该 如 何 选取 )， 这 样 , 式 (59. 30) 的 求 和 问题 就 好 
避 入 来 原 了 的 格林 本 数 然而 ， 只 有 当 章 次 醇 定 证 方程 的 精确 解 
已 知 时 ， 才 可 能 有 方程 (59. 33) 的 精确 解 ， 所 以 ,实际 上 只 能 对 得 . 
原子 写 出 方程 (59. 33) 的 精确 解 马 . 


习 题 


计算 电子 ( 非 相对 论 性 的 ) 对 近似 单 色 光 驻 波 的 弹性 散射 的 几率 (II. 小 
Kanuna, P. A. M. Dirac, 1933) 


QD 参看 Hostler L. // J. Math. Phys.1964,Vol. 5, p591。 应 用 这 个 格林 函 效 广 
算 氨 原子 的 散射 振幅 ， 请 参看 Tpagopcgnit 肛 .H. // kT%. 1969, TT. 56,，C. 605、 
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解 ”时 让 可 以 看 成 是 动 基 为 玉 和 一 志春 具有 相同 极 化 的 光 乞 的 组 合 . 
电子 的 散射 可 以 看 成 吸收 一 个 动量 为 有 的 光子 和 受 激发 射 一 个 动量 为 一 到 
的 光子 ， 结 果 , 电子 的 动量 9 增加 28R 并 转 过 一 个 角度 9 (大 小 不 变 ), 6 消 
足 关系 1[p|sin 包 = 多， 这 个 过 程 的 几率 可 由 汤 刀 加 散 射 稚 面 (59. 15) 

do =ri le'’*—el|2do'=rido!’ 
乘 以 动量 为 的 光子 流 密 度 和 动量 为 一 k 的 光子 数 得 到 . 
频率 在 do 内 的 光子 流 密度 等 于 


cU do) 
2 “ 


这 里 Uwdo 为 驻 波 在 谱 间 隔 do 内 的 能 量 密度 (因子 1/2 是 考虑 到 波 的 能 量 
被 在 相反 方向 上 运动 的 光子 平分 )。 形成 驻 波 的 所 有 光子 的 动量 尽 都 平行 
于 一 定 的 方向 n ( 驻 波 的 “方向 7， 换 句 话说， 能 量 密度 是 频率 和 光子 方向 
1 的 函数 ;: on 一 5702 (人 一 nn)， 因 此 , 动 最 为 一 k 的 光子 数 等 于 


r 8mr3c3 U 
Nndo' =ST 0 Co 
| Mo Ro 


[比较 (44,8)]。 因而 我 们 得 到 单位 时 间 内 电子 的 散射 几率 为 


27304 
102 让 209 :|U2deo " 


由 于 已 假定 非 单 色 性 Aw 很 小 , 故 将 因子 。- 提 到 积分 号 外 .积分 的 大 小 与 
Ao 成 反比 (对 给 定 的 总 强度 而 言 ) . 








§ 60.， 自 由 取向 系统 的 散射 


如 有 果 原 子 的 能 级 不 是 简 并 的 ， 则 相干 获 射 的 极 化 度 和 强度 四 
同一 张 量 gix 三 (ci) 11 决定 。 但 如 果 能 级 是 简 并 的 ， 则 这 两 个 量 
的 观察 值 由 求 该 能 级 所 有 状态 的 平均 而 得 到 ， 极 化 度 应 定义 为 平 
均值 

Qig= (Cig) 11, 
所 观察 到 的 散射 强度 由 乘积 的 平均 值 决定 : 
(cir) 11 (C1m) 11. 
由 此 可 见 , 极 化 度 和 散射 之 间 的 关系 变 得 更 间接 
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我 们 看 到 ， 虽 然 每 个 (cir)11 可 能 是 复数 ， 它 们 的 平均 值 却 是 
实数 假定 没有 吸收 , xis 为 厄 密 张 量 )， 实际 上 , 求 平均 时 可 以 任 
意 选 择 ( 和 已 知 简 并 能 级 相对 应 的 ) 一 组 独立 的 波 函 数 ， 这 时 总 可 
以 使 所 有 的 函数 为 实数 . / 

对 于 未 处 在 外 场 中 的 自由 原子 或 自由 分 子 面 言 ， 能 级 的 简 并 
通常 是 由 于 角 动 量 在 空间 自由 取向 而 引起 的 ， 设 散射 时 初 态 的 角 
动量 为 Ji， 而 终 态 的 为 va。。 和 通常 一 样 , 散射 截面 应 该 对 所 有 的 
MM 分 量 值 求 平均 ,并 对 Mi 值 求 和 ， 求 平均 后 ， 截 面 不 再 依赖 于 
2 因而, 索 接 着 的 求 和 等 价 于 乘 以 (2J: 十 DJ， 所 以 , 平均 散射 截 
而 十 

d= owe ne! *ere! esdo’, 《60. 1) 


式 中 
1 -1 
nT TFI (ct (Cim) 21—= (27 1) (cir) aCrm) i ’ 


《60. 2) 
带 指标 1 的 拱 线 表示 对 好 , 求 平均 . 

对 于 非 混合 散射 , 杰 1 和 态 2 属于 同一 能 级 (ou= 0). 如 果 只 
考虑 相干 散射 ， 态 1 和 态 2 必定 完全 相同 ， 所 以 型 ,= Hz:， 在 这 
种 情形 下 ， 对 NY, 的 求 和 以 及 式 (60. 2) 中 的 因子 2J: 十 1 不 再 出 
现 : 

c= (Cm) (om) (60. 3) 

性 须 进一步 计算 就 可 以 写 出 平均 的 结果 ， 因 为 对 Wi 平均 等 价 于 

对 系统 的 所 有 取向 平均 ,平均 值 只 能 通过 单位 张 量 6i4 表 示 出 来 . 

这 时 , 只 有 散射 张 量 的 标量 部 分 , 对称 部 分 和 反对 称 部 分 的 分 量 之 

积 的 平均 值 可 以 分 别 不 为 零 ， 显然 ， 利 用 单位 张 量 不 能 组 成 具有 
交叉 乘积 对 称 性 的 表达 式 , 故 有 

Cn CO2GikGin + CI 十 CI (60. 4) 
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式 中 
Gi = (2J ;+ 1)| (ce) ， 
cabs = (272+ 1) (om) a Com) (60. 5) 
0 全 mw 一 (2.7 2 十 了 (cg ) si Com) 1 。 
换 句 话说 , 自 由 取向 系统 的 散射 截面 (以 及 散射 强度 ) 可 以 分 解 为 
三 个 独立 部 分 之 和 ， 我 们 将 称 之 为 标量 散射 ， 对 称 散射 和 反对 称 
散射 . 
式 (60. 4) 中 的 每 一 项 都 可 用 一 个 独立 量 表 示 : 标量 散射 用 
0G; 而 对 于 对 称 散 射 和 反对 称 散 射 , 我 们 有 
co 一 而 G8( 6 St mb nt) 
t= ({ 2 te/ 21 t 下 7 21i '; 
G: 2 十 1)》 (cet)2r ) (crt (C$ )ar (60. 6) 
G4 = F081 (uden— mds), 
G9 = (2J2+ 1) (Cn) oa)! 
(单位 张 量 的 组 合 根 据 对 称 性 导出 , 公 因 子 由 成 对 指标 i! 和 ,mn 
的 缩 并 求 出 ). 
将 公式 (60. 4) 一 (60. 6) 代 入 (60. 1), 就 得 到 散射 截面 的 表达 式 ; 
do= wow’ cle“ el+ 十 Gu(1+le’el*—$ le'*.el’) 


+ E08(1—le'.el’)}do. (60. 7) 


从 这 个 公式 可 以 明显 地 看 出 散射 的 角度 相关 性 和 极 化 性 质 . 
通过 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 并 对 初 态 光子 的 极 化 与 人 射 方向 
求 平均 , 不 难 从 式 (60. 1) 直接 得 出 在 各 个 方向 上 散射 的 总 截面 . 为 
此 我 们 注意 到 , 如 果 不 仅 对 光子 的 极 化 平均 ,而 且 对 光子 的 传播 方 
向 平均 , 则 有 
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(而 对 这 些 量 的 米 和 将 增加 一 个 因子 2.4x)， 结 果 , 我 们 得 到 


CT 一 woe = E030, 二 Gi 二 G2). (60. 8) 


我 们 已 经 说 过 ， 散 射 的 选择 定 则 和 任意 二 秩 张 量 和 矩阵 元 的 选 
择 定 则 是 一 样 的 ， 因 为 散射 强度 可 以 分 解 成 三 个 独立 部 分 ， 所 以 
应 该 对 每 个 部 分 的 选择 定 则 分 别 叙 述 . 

对 称 散射 的 选择 定 则 和 电 四 极 辐 射 的 选择 定 则 一 样 ， 因 为 后 
者 也 由 不 可 约 对 称 张 量 (四 极 矩 张 量 ) 决 定 ， 反 对 称 散 射 的 选择 定 
旭 和 磁 偶 极 辐 射 的 磷 择 定 则 一 样 , 因为 两 者 都 由 轴 矢 量 决定 [反对 
称 张 量 等 价 于 (或 对 偶 于 ) 轴 矢量 ]C。 但 是 这 里 有 一 个 差别 : 在 罚 
射 情形 中 给 出 电 算 或 磁 矩 平均 值 ( 不 与 辐射 跃迁 对 应 ) 的 那些 对 角 
和 矩阵 元 ， 在 散射 情形 中 是 非常 重要 的 ， 这 是 因为 它们 与 相干 散射 
相关 . 

标量 散射 的 选择 定 则 和 标量 皇 阵 无 的 选择 定 则 一 样 ， 这 音 球 
者 只 有 对 称 性 相同 的 状态 之 间 才 能 发 生 跃 迁 ， 特 别 是 ， 总 角 动 景 
J 及 其 分 量 姓 的 值 必 须 相 同 [并 且 MY 的 对 角 和 矩阵 元 不 依赖 于 
于 ,一 一 参 着 第 三 卷 (29. 3)J， 因 而 ,对 非 混合 散射 , 态 1 和 态 2 应 
坊 完 全 相同 (不 仅 能 量 相 同 , 而 且 玖 相同 ), 而 且 非 混合 标量 散射 是 
完全 相干 的 相反， 由 于 标量 散射 中 的 所 有 状态 在 任何 情况 下 部 
是 目 行 组 合 的 ,因而 在 相干 散射 中 总 存在 着 标量 部 分 . 

与 上 面 对 散 射 截面 的 求 平均 相似 ， 对 于 在 空间 自由 取向 的 系 
统 , 极 化 张 量 也 必须 对 角 动 量 J 的 方向 求 平均 ， 这 个 平均 非常 简 
单 ， 显然 , 我们 有 

ai 三 (ci ii 一 (c5 Hsin. 
@ 当然 ,这 里 蕴 的 是 与 对 称 性 相 联系 的 选择 定 则 , 而 不 是 辐射 情形 中 与 轴 撩 量 的 
具体 形式 相 联 系 的 选择 定 则 ; 磁 邱 矢量 包含 自 尖 部分， 而 在 散射 情形 中 所 说 的 是 纯 委 
道 ( 坐 标 ) 量 的 年 阵 元 ， 
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由 于 0 是 唯一 的 二 秩 各 向 同性 张 量 ， 散射 张 量 的 对 称 部 分 和 反对 
称 部 分 在 平均 时 相 消 . 

土 面 说 过 ， 标量 的 对 角 秆 阵 元 不 依 问 于 Mi, 因而 (c") 1 上 的 
求 平均 号 可 以 略 去 (这 个 量 对 任何 MM， 值 都 能 计算 )， 因而 极 化 
应 为 和 
cv 一 (c ) Oir. (60. 9) 
由 于 同样 的 原因 ， 决定 相干 散射 标量 部 分 的 量 GY, 中 的 求 平均 号 
也 可 以 略 去 ; 

G9 = TD 一 (ceo (60. 10) 

[根据 式 (60. 3)， 略 去 了 因子 2J: 十 菇 .这样 一 来 ， 平 均 极 化 度 
和 相干 散射 的 标量 部 分 之 间 有 一 简单 关系 : 二 者 都 由 下 面 的 量 
决定 : 





(0) n= 本 忆 训 On Go。 (60. 11) 


习 本 


1。 求 线 偏振 光 散 射 时 的 角 分 布 和 消 偏振 度 . 

解 ” 设 9 为 散射 方向 mn 和 入 射 光 的 偏振 方向 e 之 间 的 夹 角 ， 散 射 光 
包含 两 个 独立 分 量 : 一 个 是 在 平面 mn'，e 内 的 偏振 分 量 ( 强 度 为 11), 另 一 个 
是 与 此 平面 垂直 的 分 量 ( 强 度 为 1) ; 消 偏振 度 为 1,/T1， 强 度 工 和 17, 由 ee 

到 适当 方向 时 的 公式 (60. 7) 决定 . 
在 标量 散射 中 , 光 在 同一 平面 内 完全 偏振 (11 一 0), 强度 的 角 分 布 为 


7 一 六 sin 20. 


此 后 , 1= 了 ,十 1 表达 式 的 归 一 化 是 使 按 方向 平均 时 为 1。 在 对 称 散射 中 
1, 3 


I 3+sin:0 


30 
1= 宙 (6 十 sin20) ， 

在 反对 称 散射 中 ， 
. : ' 1 

7 一 dteos0 天 -ae 
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2. 同上 题 ,但 是 ,是 对 自然 光 散射 : 
解 对 入 射 的 ( 非 偏振 ) 自然 光 应 用 公式 (60.7) 时 ,要 作 代 换 


ee 一 > (6 一 2 ， 


这 相当 于 在 人 射 方向 n 为 已 知 的 条 件 下 在 偏振 方向 e 上 求 平均 散射 光 将 
是 部 分 偏振 的 ; 从 对 称 性 考虑 , 显然, 它 的 两 个 独立 分 量 将 是 散射 平面 t,t 
内 和 与 此 平面 垂直 的 方向 上 的 线 偏振 光 (强度 分 别 为 ,和 TL) .散射 角 ( 
和 1' 间 的 夹 角 ) 用 8 表示 ， 


对 于 标量 散射 ， 
I=1L+1, = (+ e050), -=e090. 
对 于 对 称 散 射 ， 
一 3 6 十 oos20 
《一 20(13Teos20)， 7 = 7 。 
对 于 反对 称 散 射 ， 
/= (2-sin2b)， fr lsio’g. 
8 六 


3。 试 确定 圆 偏振 光 散 射 中 的 反 转 系数 〈“ 反 转 ?方向 上 国 偏 振 分 量 的 强 
度 与 “正常 方向 上 偏振 分 量 的 强度 之 比 ). 
解 ” 回 偏振 入 射 光 的 角 分 布 和 消 偏振 度 (1,/1,) 与 自然 光 散 射 中 一 样 
设 入 射 光 的 矢量 e 具有 分 量 (1,i,0) /V2 (坐标 系 取 法 如 下 zz 平面 
为 散射 平面 , z 轴 为 1 方向), 这 时 ， 散射 光 的 “ 反 转 ” 和 “正常 "图 偏振 分 量 的 
极 化 矢量 分 别 为 





， 了 工 , ， 1 ， / 
e-- 亡 (oosb， i, 一 Sin6) 和 0'=J3(c0s0, i, gin 4). 


利用 (60.7) 计 算 强 度 , 便 求 得 三 种 散射 的 反 转 系数 PP: 
0 


__ 4 
T 一 %os 了 


0. 


0 
1 一 Sn 


bp? -tg'5， 站 


pe—13 七 Cos *0+10co0s0 
13 二 cos:0—10cos0’ 


《9 为 散射 角 ). 

4， 计 算 基 态 气 原子 对 低频 光子 的 散射 截面 . 

解 ”低频 光子 的 散射 只 能 是 弹性 的 . 由 于 所 原子 基态 的 轨道 角 动 芋 
LL=0, 忽略 自 旋 -轨道 焕 合 的 选择 定 则 ,只 允许 标量 散射 原子 的 静态 极 化 
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《通常 的 单位 ) 为 : 





(参看 第 三 卷 $ 76 的 习题 4)， 代 入 式 (60. 8)， 便 得 到 所 求 的 截面 : 
| ‘1/ Nh: 各 
0,=:54Tr (2) (有 ) . / / 
5。 计算 气 核对 » 辐射 弹性 散射 的 截面 (H. A. Bethe, R. Peierls, 1935). 
解 ”和 饼 核 基态 及 其 连续 谱 态 (游离 氛 核 ) 的 波 国 数 为 


po 一 2 一 » n=ei?* “ 上 一 ~V MI. 





[参看 (58.2) 和 (58.3)]。 侦 极 矩 害 阵 元 do 一 一 iepyo/ Mopo 在 $58 中 计算 
过 了 : 
_ 4xie i pb 

Se Nopo V ar rit pr? 
且 频 率 bo。 一 (p? 十 Kx”) /M， 极 化 张 量 为 
_ 21 po 2 dp © 
co 人 ld (2r)s -hl 
第 一 项 与 氛 核 内 部 自由 度 的 虚 激 发 有 关 , 可 以 写成 (60，11) 的 形式 ， 第 二 项 
与 波动 场 对 气 核 整体 平移 运动 的 作用 有 关 ， 由 于 这 个 运动 是 淮 经 典 的 , 因而 
散射 张 量 的 相应 部 分 由 (59. 14) 给 出 (mm 为 氛 核 质量 2 和 M). 





Gig 的 中 训 呈 为 于 分 . 
zdz _p Mo 2 
“一 到 (2 十 1)3[(22 十 1 一 和 x” 了 HE 7 . 
我 们 有 
J—14d /Ld Tl 二 ea ia 
8dAi\AdA/ -vb ” 2J-(z 十 42)[ (2 十 1 一 ?3 





当 ?<1 时 , 被 积 函 数 在 复 变 量 z 的 上 半 平 面 内 有 极点 i4，iVIi+ty， 
iV1i 一 y ;由 这 些 极 点 的 留 数 可 以 算出 积分 J。， 结 果 为 


_ xT) 十 人 3 一 十 二 
7= 到 | 27 (syr +7)} 
用 ais 表示 站 已 和 (6o 10)， 让 党 下 恒通 时 人 
oo- (Br) | -ts t+ | 





Mc: 


当 7= 闻 
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?>1 ( 即 在 气 核 的 电离 阅 以 上 ) 时 的 散射 振幅 可 借助 解析 鞍 拓 由 过 1 时 的 
振幅 得 到 ， ,这 个 祝 可 有 一 正 的 邦枝 要 (69 17) 本 并 和 法则 





当 p>1 时 
当 ?六 1 时 ,我 们 得 到 o 一 -人 a) 理 所 应 该, 它 与 一 个 自由 质子 的 非 机 
对 论 散射 一 致 . 
辐射 的 角 分 布 为 


do = =0 了 Geos:0) to, 
式 中 的 0 为 散射 角 . 根据 (59， 24) 确定 散射 振幅 后 , 我 们 有 

2es (一 Ds 
按照 光学 定理 (59. 26)， 这 个 量 应 该 等 于 oc,/4r，ca 为 光 致 晓 变 的 总 截 丁 
(58. 4). 由 于 弹性 散射 截面 (~e9 比 离 解 截面 [一 e?， 参看 (58, 4) ] 级 数 商 ， 
因而 0, 等 于 离 解 截 面 . 由 于 同样 的 原因 ， 在 这 个 近似 中 , 当 当 ?<I( 芭 下 电离 
阅 以 下 ) 时 ,散射 振幅 为 实数 . 


§ 61， 分 子 散 射 


分 子 散 射 的 特殊 性 与 分 子 的 这 样 一 些 性 质 有 关 (这 些 性 质 也 
尽 建 并 分子 光谱 理论 的 基础 ); 根据 分 子 的 这 些 性 质 ， 可 以 分 别 
处 理 原 于 核 不 动 时 的 电子 态 和 原子 核 在 给 定 的 电子 有 效 场 中 的 

运动 . 

设 入 射 光 的 频率 小 于 第 一 电子 激发 能 量 we。， 因 而 在 散射 过 
程 中 电子 项 不 能 被 激发 . 识别 将 是 非 混合 散射 ,或 是 存在 转动 (或 
振动 ) 能 级 激发 的 混合 散射 ， 

其 次 我 们 假设 分 子 的 电子 基 项 是 非 简 并 的 ( 且 没 有 精 细 结 
构 ), 换 句 话说， 我 们 假设 电子 的 总 自 旋 和 电子 的 总 轨道 角 动量 在 
分 子 轴线 上 的 分 量 都 等 于 零 ( 对 于 对 称 陀螺 型 分 子 )， 对 于 双 原 子 
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分 子 , 这 意味 着 电子 基 项 一 定 是 23。 我 们 知道 ， 大 多 数 分 子 的 基 : 
坊 都 能 满足 这 些 条 件 @. 

最 后 我 们 假设 频率 w 比 基 项 中 核 的 〈 转 动 和 振动 ) 结构 间隔 
大 ， 而 差 oo 一 o 与 激发 电子 项 中 核 的 结构 有 类 似 关 系 。 所以， 人 
射 光 的 频率 必定 离 共振 相当 远 ， 正 是 这 些 条 件 使 我 们 在 计算 散射 
张 量 时 从 一 开始 就 不 考虑 核 的 运动 ， 而 根据 给 定 的 核 的 组 态 来 
讨论 问题 . 

在 这 样 的 问题 中 ， 散射 张 量 就 是 极 化 张 量 oz 三 (cib)i， 并 且 . 
原则 上 能 够 按照 一 般 公 式 (59. 17) 计 算 ; 在 式 (59. 17) 中 , 求 和 是 对 
所 有 激发 电子 项 进行 的 .这 样 得 到 的 量 oi 是 原子 核 组 态 坐 标 4 
的 函数 (这 些 坐 标 是 电子 项 的 能 量 和 波 函 数 的 参数 )， 由 于 态 是非 
简 并 的 , 张 量 wix(9) 为 实数 ,因而 是 对 称 的 . 

张 量 xs(9) 是 分 子 中 已 知 原子 核 组 态 的 电子 极 化 度 ， 求 解 实 
际 的 散射 问题 时 , 还 必须 考虑 初 , 终 态 中 原子 核 的 运动 ， 设 加,(9) 
和 %s,(g) 分 别 为 初 、 终 态 中 原子 核 的 波 函 数 (因而 st(，s; 为 振动 
和 转动 量子 数组 )， 所 求 的 散射 张 量 是 wis(9) 对 这 些 函 数 的 矩 
阵 元 : : 

Galasls) = | 2 er(9) po CD dr. (61. 1) 


因为 张 量 wsx(g) 是 对 称 的 ， 所 以 张 量 (61. 1 也 是 对 称 的 (不 论 sb 
ss 相同 与 否 )， 这 样 ,我 们 得 出 结论 : 在 上 述 条 件 下 ， 不 论 是 在 非 
混合 散射 中 , 还 是 在 混合 散射 中 ， 都 没有 反对 称 部 分 ,散射 将 只 包 
含 标量 部 分 和 对 称 部 分 . 
极 化 度 的 标量 部 分 wo(9g) 与 分 子 的 取向 无 关 ， 而 只 依赖 于 分 
@ 然而 , 下面 给 出 的 结果 也 以 一 定 的 近似 性 适用 于 这 样 一 种 情况 , 即 电子 基 项 的 
简 并 是 非 堆 自 旋 引起 的 , 自 旋 -轨道 相互 作 甩 很 小 (因而 由 它们 所 引起 的 精 组 结构 可 以 


忽略 )， 在 这 个 近似 中 , 具有 不 同 自 旋 方向 的 态 不 能 合并 ， 在 这 个 意义 上 讲 , 它们 的 行 
为 好 像 是 非 简 并 的 .例如 , 具有 基 项 3 了 的 分 子 0: 就 属于 这 种 类 型 . 


279 





子 中 原子 的 内 部 组 态 。 我们 用 ”代表 分 子 的 一 组 振动 量子 数 ， 用 
7 代表 一 组 转动 量子 数 ( 磁 量子 数 Ww 除 外 )， 那 么 矩阵 元 为 
varama| Go0| vi rim1) = 《vol 0 | v1) 6,5, Om ma- (61. 2) 
对 量子 数 *，m 的 对 角 性 是 一 切 标 量 的 普遍 性 质 ，(61. 2) 的 特点 
是 : 在 这 里 矩阵 元 与 这 两 个 量子 数 完全 无 关 . 因此 ， 标 量 散 射 只 
对 纯 振动 跃迁 才 有 ,而 与 转动 态 无 关 . 
对 称 散 射 由 张 量 six 的 矩阵 元 决定 ， 它 在 固定 坐标 系 xyz 中 
草 分 量 可 以 通过 随 分 子 一 起 运动 的 坐标 系 66 中 的 分 量 oiiw 
霄 达 : 


Qi 一 DDiDes, (61. 3) 
i 


式 中 Dir 为 新 坐标 轴 对 旧 举 标 轴 的 方向 余 荡 ， 量 三 w 与 分 子 的 
取向 无 关 , 而 Dut 与 分 子 的 内 坐标 无 关 ， 因 此 


《0292702 | 0 和 | Tm 一 之 。 《22 [cg | 91> 《72782 | Ds:i Drs [Tm 。 
[和 


不 难 证 明 , 这 些 量 的 模 平 方 对 >ama i 求 和 等 于 人 @ 
之 ,之 ， | 《v272mm2 | os *| orm | “一 之 ， | 《oz| af 51 | 21> | 


Mars 


(61. 4) 

这 意味 着 ， 对 于 从 已 知 振动 -转动 能 级 wm , 到 振动 态 2% 的 所 有 转 
动能 级 的 跃迁 , 总 散射 强度 与 m 无 关 . 

对 于 对 称 陀 螺 型 分 子 来 说 ， 还 可 进一步 求 出 散射 强度 与 每 一 


@ 对 求 和 作 变 换 时 , 我 们 用 了 等 式 
>, > 《人 1711 | DuDs ol ?27> (Cr2Mm2 | 了 Du] ri1m1》 


[车 3 7 2 
一 《人 1 入 1 | 人 ,DeDieDiDay jr > = {rimil nOre’| rm17 = O00’'s 
ik 
证 式 表 示 和 矩阵 Dis 是 么 正 的 . 
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个 跃迁 v1.71->2273 的 转动 量子 数 之 间 的 关系 . 在 这 种 情形 下 ， 量 


子 数 了 7 是 角 动量 了 及 其 在 分 子 轴线 上 的 分 量 1。 我 们 将 wx 的 和 


卡 儿 分 量 用 相应 的 二 秩 球 张 量 代 夫 ,其 分 量 用 % 表示 (4=0, 土 1,. 
土 2)。 按 照 第 三 卷 (110.7), 这 个 量 的 矩阵 元 的 模 平方 为 
vadabema lo Vibm | | 
J 2 JY J 2 JY 
=-Gri+DGrtD( 1 Fa (Cr 4 ,) 
x | vil lv 2 
| qx() 是 对 固定 在 分 子 上 的 坐标 轴 的 球 极 化 张 量 , 且 4 = 上 
， 对 ms 和 4 二 ms 一 mi 求 和 (m 国定) 我 们 得 到 [比较 第 三 = 着 . 
oa 8) ]. 
> | vo ekeme | Gal D1T kimi> | 
J > 2 让) 《 > | 61 5)， 

lol CL 
这 个 量 决定 振动 -转动 跃迁 DV->v2d okz 的 散射 强度， 由 于 短 . 
阵 元 《v21 x1v) 一 般 不 依赖 于 分 子 的 转动 ,因而 , 式 (61. 5) 也 确定 
了 强度 对 J1，J， 和 上 , 的 依赖 关系 。 我 们 看 到 ， (61. 5) 的 右 问 ; 
只 含 极 化 张 量 的 一 个 球 分 量 . 

如 果 将 等 式 (61. 5) 对 J 和 % 求 和 ,我们 得 到 中 

之 ， 之 ， | vad sk2ms {Ga |v km | = 之 | Cval a lo) | 

A Jabma 

于 是 ,我 们 加 到 了 求 和 法 则 (61. 4). 

对 称 陀螺 的 一 种 特殊 情形 是 转子 一 一 一 种 线 状 分 子 〔 例 如 双 - 


 @ 在 给 定居 和 17( 因 而 已 = 六 十 1 给 定 ) 的 条 件 下 对 J; 求 和 ,我 们 有 
ds 2 FiN2 
(27 :十 1) 二 1 
2 (_% i’ 关 ) ， 
[参看 第 三 卷 (106.13)]1， 然 后 在 给 定 有 的 条 体 下 对 ks (或 4 二 ks 一 k1) 求 和 . 
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原子 分 子 )， 角 动量 在 这 种 分 子 轴线 上 的 分 量 等 于 零 (在 电子 轨道 
角 动量 为 零 的 非 简 并 电子 坊 中 )@ 因而 这 时 应 设 (81 四 中 一 
0 | 

最 后 我 们 来 研究 振动 混合 散射 中 的 选 振 定 则 问题 以 及 分 子 所 
动 光谱 (发 射 谱 或 吸收 谱 ) 中 的 同类 问题 @. 

对 于 散射 ， 问 题 只 在 于 找 出 张 量 ais(q) 对 振动 波 函 数 y(9) 
的 矩阵 元 不 为 零 的 条 件 ， 这 时 , 标量 a"( 对 于 标量 散射 ) 和 不 可 约 
对 称 张 量 cf (对 于 对 称 散射 ) 应 分 别 考虑 ， 在 发 射 ( 或 吸收 ) 中 起 
相应 作用 的 是 矢量 d (gq) 的 矩阵 元 ，d (9) 为 原子 核 位 置 给 定时 分 
子 偶 极 矩 对 电子 态 的 平均 值 (对 于 双 原 子 分 子 ， 这 一 点 在 §54 中 
已 经 讲 过 了 ). 

多 原子 分 子 的 振动 可 以 按照 对 称 类 型 分 类 ， 即 按照 相应 点 群 
的 不 可 约 表示 Da 分类, a 为 表示 的 编号 (参看 第 三 卷 §100)， 这 
些 表 示 也 可 以 用 来 确定 分 子 振动 态 波 函 数 的 对 称 性 (参看 第 三 卷 
$ 101)， 第 一 振动 态 (量子 数 we 一 1) 波 函 数 的 对 称 性 与 振动 模式 
的 对 称 性 Ds 相同 ， 较 高 态 (vo> 了 的 对 称 性 的 表示 为 LDzc], 这 是 
表示 D。 自 乘 0。 次 的 对 称 积 ， 最 后 ,不 同 振动 ec 和 5 同时 被 激发 的 
态 的 对 称 性 由 直 积 [D%*] x [D3o] 给 出 @， 各 种 量 (标量 ， 矢 量 ， 张 
量 ) 按 不 同 对 称 类 型 的 选择 定 则 已 在 第 三 卷 $ 97 中 讲述 过 了 . 

由 分 子 的 对 称 性 质 得 到 的 选择 定 则 是 很 严格 的 ， 此 外 还 有 一 
些 建立 在 如 下 假设 基础 上 的 近似 定 则 : 振动 是 谐振 动 , 函数 ai(9) 
或 4(g) 可 以 展 成 振动 坐标 4 的 寡 级 数 . 这些 近似 定 则 来 源 于 谐振 
子 的 已 知 选择 定 则 ; 按照 谐振 子 的 选择 定 则 , 只 有 对 振动 量子 数 改 

(D 这 里 我 们 未 考虑 由 于 分 子 的 振动 与 转动 之 癌 的 相互 作用 而 引起 的 效应 (参看 
@ 省 些 光 计 在 红外 区 ， 一 般 出 现在 吸收 说 中 . 


@@ 自然 ， 振 动 波 函数 的 对 称 性 质 和 振动 势能 的 具体 形式 无 关 ， 特 别 是 与 第 三 卷 
地 101 关于 振动 为 谐振 动 的 假设 无 关 . 
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变 Ao= 士 1 的 跃迁 ,谐振 子 坐标 4 的 矩阵 元 才 不 等 于 零 . 


§ 64， 谱 线 的 自然 宽度 


迄今 为 止 ， 我 们 在 研究 光 的 辐射 和 散射 时 ， 把 系统 (譬如 说 ， 
原子 ) 的 所 有 能 级 都 看 成 是 严格 分 立 的 ， 但 事实 上 激发 能 级 由 于 
发 射 而 有 一 定 的 赔 变 几率 ， 所 以 其 寿命 是 有 限 的 .按照 量子 力学 
一 般 原理 , 就 会 得 出 这 样 的 结论 ， 能 级 是 准 分 立 的 , 具有 某 种 有 
限 ( 当 然 是 很 小 ) 的 宽度 (参看 第 三 卷 §134)， 可 以 写成 一 iT/2 
的 形式 ， 栈 (= 本 /如 为 单位 时 间 内 读 状 态 所 有 可 能 的 “ 赔 变 "过 
程 的 总 几率 . | 
我 们 来 研究 这 个 情况 是 如 何 影响 辐射 过 程 的 (V. Weisskopf， 
F. Wigner, 1930). 很 显然 ,由 于 能 级 存在 一 定 的 宽度， 因而 发 出 
的 光 不 是 严格 单 色 的 ， 频 率 有 一 定 展 宽 Ao 一 斑 (= 忆 / 和 这 时 ， 
由 于 辐射 系统 初 态 的 寿命 是 有 限 的 , 所 以 , 自然 提出 寻求 发 射 给 定 
频率 的 光子 的 总 几率 而 不 是 单位 时 间 内 的 发 射 几率 的 问题 首先 ， 
我 们 对 原子 从 某 个 激发 能 级 


BS 


到 基态 能 级 如 的 跃迁 计算 这 个 总 几率. 基态 能 级 b, 的 寿命 为 天 

限 大 , 因而 是 严格 分 立 的 . 

: 设 多 为 原子 和 光子 场 的 波 函 数 ， 及 = 入 路 十 广 为 这 个 系统 的 
哈密 顿 算 符 , 而 广 为 原子 和 光子 场 的 相互 作用 算 符 ， 我 们 来 求 功 

定 衣 方程 


1 HP) (62. 1) 
0 和解 。 将 解 写 岂 系统 的 非 扩 扩 直流 天 才 的 展开 民 ， 
p= Ba) VO= Tat)etyH. (62.2) 
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对 于 系数 a,(t), 我 们 得 到 方程 系 
= Vy Doexp{i(G,. 0G) ~ (62.3) 

设 | 为 能 量 @ ,= 如 十 o 的 态 ,在 这 个 态 中 ， 原 子 处 于 基态 能 
级 B,, 且 有 一 个 确定 频率 @ 的 光量 子 ; 这 个 态 我 们 用 符号 1o2> 表 
示 . 在 初始 时 刻 , 系统 处 于 态 |1 ， 该 态 是 原子 被 激发 到 能 级 书 ， 
县 厅 存 在 光子 ， 换 句 话 说 ,在 上 =0 时 我 们 应 该 有 
a=1， or=0 对 于 |?》 关 | (62.4) 
方程 (62. 3) 在 这 个 初始 条 件 下 的 解 ( 波 函数 适当 归 一 化 ) 给 出 
+ 时 刻 原 子 产 生 跃迁 1>2 并 发 射 一 个 频率 间隔 为 dw 的 光子 的 
几率 : | 

ig,.2 (Ct ) 1 ?do. 


:我 们 感 兴趣 的 是 上 >co 时 的 极限 几 素 
do=|a。s(co) jzdo. (62. 5) 


为 了 使 问题 更 为 明确 ， 应 该 回顾 一 下 : 在 一 级 近似 中 求 跃迁 
1->2 在 单位 时 间 内 的 普通 发 射 几率 时 (不 考虑 能 级 宽度 ), 必须 把 
方程 (62. 3) 右 端的 所 有 a,'(+) 代 之 以 (62. 4) 的 值 ， 然 后 将 这 样 得 
到 的 解 对 大 的 t 值 进行 检验 (比较 第 三 卷 5 42)， 现 在 我 们 可 以 更 
为 精确 地 阐明 这 个 方法 : 它 所 涉及 的 时 间 比 激发 能 级 的 寿命 短 ; 
所 说 的 大 的 t 是 指 比 时 间 1/ (8 一) 大 ,但 仍然 比 1 六 小 . 

在 现在 的 情形 下 ， 所 考虑 的 时 间 可 以 和 1/ 厂 , 相 比 拟 ， 函 数 
.a(t ) 按 如 下 规律 随时 间 衰减 : : 

qt)=e NM. (62.6) | 

但 是 , 对 于 原子 发 射 产生 的 态 1 >, 函数 a,(t》 随 时 间 递 增 ， 如 果 
从 给 定 能 级 ,不 但 能 跃迁 到 能 级 F,， 还 可 以 跃迁 到 原子 的 各 个 
不 同 能 级 , 那么 将 有 许多 递增 函数 ct， 其 中 每 一 个 都 对 应 着 一 
”个 态 ; 在 这 个 态 中 , 原子 处 在 一 定 的 能 级 上 , 且 有 一 个 适当 能 最 的 
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光子 ， 然 而 ， 在 方程 (62. 3) 的 右 端 仍旧 只 保留 了 一 项 (1v'》=1 的 
项 )， 实 际 上 , 非 零 甜 隆 元 只 存在 于 这 样 的 跃迁 中 ， 其 中 具有 相同 
能 量 的 光子 数目 改变 1, 因此 ,车 各 个 态 包含 一 个 能 量 相 异 的 光子 ， 
矩阵 元 必定 等 于 雪 

这 样 , 对 于 ax(t), 我 们 有 方程 


1g 一 - 《<w2|V | lei(Bato- sig 





= 《wo2|V| Dexpfio 一 oat 一 当红 (62.7) 


〈 云 中 ws = BE1—E,). 在 a。2(0)= 二 0 的 条 件 下 进行 积分 ， 我 位 
求 得 
qos (021V 1 Poo (62. 8) 


因此 几率 dw(62. 5) 为 : 


do 


TV 


由 于 宽度 厂 , 安 @12, 所 以 在 因子 |4o21F11)| 中 可 以 假设 o=ouz 
这 时 , 量 2r| (wo21F11 1? 为 发 射 光子 的 普通 几率 (单位 时 间 内 ). 
所 发 射 的 光子 具有 频率 ois 以 及 除 频率 外 的 其 他 特征 量 ， 如 运动 
方向 和 极 化 ， 为 了 简化 符号 ， 迄 今 为 止 我 们 没有 提起 这 些 量 ， 我 
们 看 到 ,几率 对 这 些 特 征 量 的 依赖 关系 完全 由 因子 | (o217131 1?* 决 
定 ， 所 以 ,考虑 能 级 宽度 不 会 改变 极 化 性 质 和 辐射 的 角 分 布 . 
对 光子 的 极 化 和 运动 方向 求 和 
太一 2r 瑟 | 《ao2| 太 | (62. 9) 
得 到 通常 的 总 发 射 儿 率 ， 也 是 能 级 8, 中 由 跃迁 1->2 引起 的 宽度 
部 分 (能 级 分 宽度 ), 它 和 总 宽度 个! 不 同 。 总 宽度 个 ! 产生 于 该 准 
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稳 志 所 有 可 能 的 “ 赔 变 ”方式 的 总 贡献 中 . 
对 几率 dw 进行 同样 的 求 和 ， 我 们 得 到 发 射 光 频 率 分 布 的 最 


wii do (62.1 
gr Conor tT 人 


式 中 ww 二 厂 132/ 六! 为 跃迁 1->2 的 总 相对 几率 .这 是 一 种 色散 
型 分 布 。 公式 (62. 10) 所 描写 的 谱 线 形状 是 孤立 不 动 的 原子 所 固 
有 的 , 叫做 自然 形状 名 . 

现在 设 原 子 的 能 级 Bs 也 是 激发 能 级 , 具有 有 限 宽度 六 *。 为 
稳 单 起 见 ， 我 们 假设 这 个 宽度 是 由 于 原子 跃迁 到 基态 Bo 并 发 射 
一 个 光子 而 产生 的 [最 后 结果 (62.12) 与 这 个 假设 无 关 ]. 这 时 态 1 的 
蚁 变 过 程 可 以 看 成 在 $359 中 所 研究 过 的 两 个 光子 的 发 射 过 程 . 
这 个 过 程 的 矩阵 元 ( 暂 不 考虑 态 2 寿命 的 有 限 性 ) 由 如 下 公式 给 


出 : 
ww OV v2 Co2|V11> 
Eo— Eo' +i0 (62. 11) 


[公式 (59. 2) 中 的 态 2 变 为 态 0， 而 对 xz 的 求 和 中 只 剩 下 与 态 2 的 
原子 所 对 应 的 项 , 由 于 w' 接近 ,一 Bo 时 的 共振 ,这 一 项 很 大 ]. 现 
在 如 果 考 虑 到 态 2 的 寿命 有 限 ， 只 需 在 (62. 11) 中 进行 代 换 ,> 


Eb, ~ 1] 2/ 2， 因而 
/ C2) _ <@wOIV |o2> Cw21V|1) 
(oo 0F | 二 Eo—E,+o'tiT,/2 “ 


把 矩阵 元 的 这 个 值 代入 aus( 妇 的 方程 [该 方程 与 (62.7) 的 差别 只 


《Oo'0| |1> 一 


中 当然 ,公式 (62. 6)，(62.9) 可 以 通过 对 ai 全 求解 类 似 于 (62.7) 的 方程 得 到 . 
我 们 看 到 , 斤 迁 到 连续 谱 的 态 (产生 一 有 限 的 能 级 宽 庆 ) 不 一 定 有 光子 发 射 ， 强 激 
发 (z 射线 激发 ) 能 级 在 衰变 时 可 以 发 射 一 个 电子 且 形 成 一 个 处 于 基态 的 正 离子 ( 俄 歌 
效应 ). z 
名 它 不 同 于 -… 原 子 与 其 它 原子 相互 作用 所 引起 的 增 宽 ( 磋 捞 增 宽 )， 或 者 由 辐射 
, 扳 中 原子 的 不 同 速度 所 引起 的 增 宽 (多 菩 惑 增 宽 )， 
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怎 下 你 不 同 了 经 过 与 (62. 8) 完全 相同 的 推导 ， 我 们 得 到 ; 
Ga'0 (O00) 
wo’0V |o2) (02)V ID 
~ (@—ww0tit /2 (+o —o0tiT) 1 下 


发 射 和 光子 的 几率 等 于 
dz 一 jcyro(co)1 dodo 


Ti1s 1 0 dmd 


A 


2r 2x [O020) + T/A Co+o ow0) + /4] 
(62. 12) 
北 式 当 @' 守 20 和 ON O12 时 具有 尖锐 的 峰值 ， 这 也 是 理应 如 此 ， 
与 跃迁 1->2 对 应 的 谱 线 形状 可 以 由 式 (62. 12) 对 da 积分 
得 到 (积分 区 域 可 以 扩展 到 从 一 co 到 十 co)， 如 果 利用 复 变 量 o 
在 复 平 面 上 半 部 的 无 限 大 半圆 封闭 积分 路 径 ， 则 积分 的 计算 非常 
简单 , 其 结果 由 锌 积 图 数 在 极点 
oO 一 020 十 i7z/2 和 一 oo 一 〇 十 1 六 /2 
上 的 留 数 之 和 决定 ,最 后 我 们 得 到 


Ltr, do (6 
2r (oo 一 Oil 十 (六 十 三 /4 (62. 13) 


式 中 好 = 太太 so 为 二 重 跃 迁 1->2 一 0 的 总 几率 %. 
谱 线 (62. 13) 的 形状 与 (62. 10) 的 区 别 仅仅 在 于 代 换 站 ,~> 


dw = 2w, 








一 般 来 说 , 谱 线 宽度 不 等 于 跃迁 1>2 本 身 的 几率 夏 2, 就 是 
说 ， 并 不 与 谱 线 强度 成 正比 ( 像 在 经 典 理论 中 那样 )， 由 于 站 十 
六 > 六 we 因而 谱 线 宽度 比较 大 而 强度 比较 小 . 


Q@ 在 更 复杂 的 情形 下 ,ts 为 从 跃迁 1->2 开始 并 在 能 级 0 上 结束 的 所 有 级 联 中 
的 总 几率 . 
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§ 63， 共 振 荧 光 

在 光 的 散射 问题 中 , 当 入 射 光 的 频率 @ 接近 一 个 “中 间 “频率 

wni 或 orz 时 ,考虑 能 级 的 有 限 宽 度 是 很 重要 的 ， 这 总 是 所 请 的 关 

振 荣 光 (V. Weisskopf, 1931). 

我 们 来 研究 系统 (例如 原子 ) 处 于 基态 时 的 非 混合 散射 因而 
初 、 终 态 能 级 为 同一 能 级 且 是 严格 分 立 的 . 设 光 的 频率 接近 某 个 
频率 ou, 这 里 # 是 被 激发 的 能 级 , 所 以 是 准 分 立 的 . 

解决 这 个 问题 可 以 用 上 节 所 阐述 的 方法 ， 但 是 在 这 里 不 需要 
那样 做 , 因为 它 与 准 分 立 能 级 的 非 相 对 论 共 振 散 射 问题 完全 相似 ，- 
请 读者 参看 第 三 卷 8134， 按照 在 那里 得 到 的 结果 , 散射 振幅 必须 
包含 一 个 极 因子 


io -(&, ile ). 


另 一 方面 ， 当 16 一 on| 光 了 ,时 ， 公式 应 该 过 滤 到 非 共振 公式 
(59. 5). 由 此 可 见 , 所 求 的 散射 截面 可 由 式 (59. 5) 作 简单 代 换 ,> 
,一 iT,/2 得 到 ,而 对 4 的 求 和 仅 限 于 共振 项 : 

Zadare e*)(dni- | 
(On1 C—O) ry 
求 和 是 对 所 有 与 共振 能 级 5, 对 应 的 状态 (具有 不 同 的 角 动 量 分 量 
值 M。) 进 行 . 态 1 和 态 2 属于 同一 “基态 ”能 级 ,但 可 由 值 M, 和 M2 

相 区 别 。 | 四 
截面 (63. 1) 在 w@= on 时 有 极 大 值 ， 其 数量 级 为 onsx~- 
osdt/ 4. 由 于 自发 跃迁 4->1 的 几率 及 宽度 ~w34?, 所 以 此 值 为 
on / (63. 2) 


与 共振 区 域 以 外 的 典型 值 ~ 比较 ,此 值 与 光波 长 的 平方 同 数量 
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do = oido’ (63. 1» 





要 , 且 与 精细 结构 常数 无 关 . 

我 们 着 重 指出 , 由 于 散射 前 后 原子 都 处 在 严格 的 分 立 能 级 (其 
. 态 能 级 ) 上 , 因而 初级 光子 和 次 级 光子 的 频率 是 完全 相同 的 . 所 以 ， 
如 果 人 射 光 是 单 色 的 ， 那 么 散射 光 也 是 单 色 的 。 如果 入 射 光 具有 
谱 强 度 分 布 7(o)， 而 且 函 数 1(%) 在 宽度 7， 上 变化 很 小 ， 那么 散 
射 光 强度 将 正比 于 


7(oOa)do 
(Ow) +t TE on 


-这样 一 来 ,散射 线 的 形状 与 能 级 ,的 自 发 发 射 线 的 让 然 形状 完 
全 一 样 . 
截面 (63. DD 所 对 应 的 散射 张 量 为 
S71 (Gi) ani) 
(Ca oar 
特别 是 , 极 化 张 量 


(63. 4) 


Sd) 1ndi)n 
z i= (0 = oi 
可 以 立即 看 到 ， 中 间 激 发 态 能 级 上 增加 的 虚 部 破坏 了 极 化 张 
量 的 厄 密 性 (甚至 当 频 率 低 于 电离 阐 时 )， 而 虚 部 的 出 现 直 接 与 光 
的 吸收 相 联系 . 
原子 吸收 一 个 光子 后 ， 迟 早 要 重新 回 到 基态 并 发 射 一 个 或 数 
个 光子 ， 所 以 ,从 这 个 观点 来 看 ,吸收 截面 不 过 是 所 有 可 能 的 散射 
过 程 的 总 截面 0,D， 另 一 方面 , 按照 光学 定理 (59. 25) ， 这 个 截面 
可 由 极 化 张 量 的 反 捷 密 部 分 表示 . 
由 (63. 5) 算 出 张 量 is， 将 它 代入 (59. 25)， 我 们 求 得 吸收 一 


(63. 5) 


QD 必须 强调 , 这 里 所 说 的 是 系统 处 于 稳定 基态 中 的 吸收 .对 于 激发 态 而 言 , 这 个 
和 阐 题 的 说 法 将 是 不 同 的 ,这 是 因 实 验 时 间 指 有 限 性 所 到. 
“289 。 





个 频率 为 o( 接 近 "的 交 了 的 检 而 公 式 : 


z oh dn eao- (63. 6) 


在 rs->0 的 极限 情形 中 ， 个 公 直 站 的 最 后 “个 因子 由 于 6 
函数 6(w 一 wm)。 这 与 以 下 事实 相 一 致 ， 在 这 种 情况 下 , 只 能 吸收 
一 个 具有 特定 频率 的 光子 。 设 入 射 在 原子 上 的 光 具 有 谱 的 和 角 的 


能 流 密度 14. [比较 式 (44.7)], 这 时 光子 数 通 量 密度 为 -全 dwdo， 


而 吸收 几率 为 





dw = a hedodo. (63.7) 


如 果 函 数 Ti.e(@) 在 宽度 并 ,上 变化 很 小 ， 那么 ， 对 频率 积分 
后 我 们 得 到 


pe ldiel?li.e (Or) do. 
Mn 


”元 一 方面 ,按照 式 (485， 5)， 
do 一 0 区 习 ldv "lo 先导 ld iel’do 


是 自 发 发 射 一 个 频率 为 。 oni 的 光子 的 几率 ， 于 是 我 们 回 到 公式 
(44. 9)., : 


* 290。 





第 七 意 散射 矩阵 





8 64: 散射 振幅 

碰撞 问题 的 一 般 提 法 是 : 已 知 系统 的 初 态 (一 组 外 由 粒子 )， 求 
各 种 可 能 的 终 态 〈 另 一 组 自由 粒子 ) 的 几率 ， 如 果 用 符号 1? 表示 
急 态 , 磁 擅 结果 可 以 写成 肥 加 


,If FISIi, (64. 1) 
f . 


式 中 的 求 和 是 对 各 种 可 能 的 终 态 | 了 ) 进 行 的 。 这 个 展开 式 的 系数 
《f1S1i) (简写 为 Sr 组 成 散射 矩阵 或 S- 矩 阵 9, 它 的 平方 1Srj 
就 是 跃迁 到 某 个 确定 状态 |》 的 几率 . z 
只 要 粒子 之 闻 没 有 相互 作用 , 系统 的 态 就 不 会 改变 ， 这 种 情况 
将 相当 于 单位 8- 和 矩阵 (无 散射 情况 )。 在 任何 情况 下 ,总 可 以 方便 
地 把 单位 年 阵 分 离 出 来 , 把 散射 矩阵 写成 如 下 形式 : 
AP 一 0 十 和 (2r)0 7(P 一 PDT， (64. 2) 
式 中 的 Tyi 是 另 一 个 矩阵 .在 第 二 项 中 分 出 了 一 个 表达 四 维 动量 
守恒 定律 的 四 维 6 函数 (P, 和 Py 为 初 态 和 终 态 中 所 有 粒子 的 四 维 
动量 之 和 ), 而 其 余 因 子 是 为 了 今后 方便 引入 的 .在 非 对 角 气 阵 元 
中 , 式 (64. 2) 中 的 第 一 项 不 出 现 , 因而 对 于 跃迁 i> 访 & 和 矩阵 元 和 
7 矩阵 元 之 间 有 如 下 关系 : 
Ssi=i(28) 6 (Ps—P)TSs. (64. 3) 
分 出 6 函数 后 所 剩 下 的 矩阵 元 Ty; 叫做 散射 振幅 . 


Q@ 来 自 英文 Scattering 或 德 文 Strfeuung- 
293 了。 





当 取 模 1 Sr 1 的 平方 时 出 现 6 函数 的 平方 ， 它 应 该 这 样 来 理 
解 : 5 函数 来 自 积分 
5% (P,—Pi) = 





va] Md’z, (64. 4) 


如 果 对 Py 二 Pi 计算 另 一 个 同样 的 积分 (由 于 已 经 有 一 个 8 函数 )， 
并 且 积 分 遍及 某 个 很 大 ,然而 有 限 的 体积 VY 和 时 间 间 隔 t, 我 们 将 
得 到 Tt/(2x)49， 因 此 ,可 以 写 出 
1841?= 24) (Ps— Po) [Ty V8; 
此 式 除 以 4 就 得 到 单位 时 间 内 的 跃迁 几率 
wi = (27)400 (PP,— P,) ITys Ir. (64. 5) 
”每 个 ( 初 态 的 和 终 态 的 ) 自 由 粒子 都 用 自己 的 波 函 数 一 一 振幅 
为 4 的 平面 波 描述 (对 于 电子 , 就 是 双 旋 量 ; 对 于 光子 ， 就 是 四 维 
矢量 ; 等 等 )， 散 射 振幅 Ty; 的 结 结构 形式 为 
Ty = .OU Uy z (64. 6) 
左边 为 终 态 粒子 波 函 数 的 振幅 ， 右边 为 初 态 粒子 波 函 数 的 振幅 ， 9 
为 某 个 矩阵 (与 所 有 粒子 波 振幅 的 分 量 指标 相关 ). 
最 重要 的 情形 是 初 志 只 有 一 个 粒子 或 两 个 粒子 章 者 为 误 
变 , 后 者 为 两 个 粒子 的 碰撞 . : 
首先 我 们 研究 一 个 粒子 豪 变 成 任意 个 动量 为 ps( 在 动量 空间 
元 Hdip; 中 ) 的 其 它 粒子 的 情形 (指标 a 为 终 志 粒 子 编号 ， 因 而 
2p; =P/)、 在 这 个 空间 元 ( 且 在 归 一 化 体积 VY@) 中 的 状态 数 为 


IT-G5— Tdsp。 
(2z)8 ， 


DD 这 一 点 可 用 另 一 种 方法 证 明 : 首先 在 有 限 范 国内 计算 (64， 中 每 一 个 和 标的 
积分 ,然后 利用 第 三 卷 的 公式 (42. 4), 取 共 趋 于 无 限 太 时 的 极限 ; 
j'm es X60). 


必 为 使 计算 更 直观 起 见 ,在 本 市 中 我 们 不 息 设 归 一 化 体积 等 于 1 - 


» 292。 





表达 式 (64. 5) 乘 以 此 量 得 
dw=(27) ‘8% (P,P Trl TT 
计算 和 矩阵 元 时 所 用 的 所 有 粒子 的 波 函 数 ,都 应 该 归 一 化 为 “ 体 
积 这 中 有 一 个 粒子 ”。 对 于 电子 ， 这 就 是 平面 波 (23. 1); 对 于 县 
旋 为 1 的 粒子 ,这 就 是 式 (14. 12); 对 于 光子 为 式 (4.3)。 所 有 这 些 
归 数 都 含有 因子 1/~M2eV ,e 为 一 个 粒子 的 能 量 ， 但 是 ， 为 今后 
计算 方便 ,在 粒子 的 波 函 数 中 都 不 写 出 这 个 因子 , 而 将 它 包 含 在 几 

峙 的 表达 式 中 .这样 一 来 ,电子 平面 波 为 

p=ue -Pr, Uy=2m, (64. 8) 


(64.7) 





下 光子 波 为 
一 、/ 4ree-itz， ee*=—1, ek=0. (64. 9) 
用 这 样 的 国 数 计 算 的 散射 振幅 用 My; 表示 (以 区 别 7Ty;). 显 
7 中 
(2eiV 284 人 22 7 
对 每 一 个 初 态 或 终 态 粒子 , 分 母 中 都 有 一 个 因子 /2e7 .特别 是 ， 
我 们 可 以 把 式 (64.7) 的 衰变 几率 写成 


1 d’po 
dw=(2x)6% (ps —p) Mel's Taser (S411) 


~ Ty, = (64..10) 


式 中 * 为 误 变 粒子 的 能 量 ; 正如 我 们 所 期 待 的 ， 归 一 化 体积 从 这 
个 公式 中 消去 了 @. 

车 衰变 产生 两 个 粒子 (动量 为 Pp1，ps 而 能 量 为 e1 ,22), 可 以 
消去 6 函数 以 使 公式 (64. 11) 有 更 为 确定 的 形式 .在 衰变 粒子 的 
静止 参考 系 中 ,pi 二 一 D2 三 P',e1 十 22 三 了 ,我们 有 


Q@@ 如 果 终 态 粒 子 中 有 六 个 是 全 同 的 ,为 求 出 总 几率 ， 对 它们 的 动量 积分 果 应 该 ?1 
入 因子 1/N1, 这 个 因子 考虑 了 以 粒子 的 交换 相 区 别 的 态 的 同一 性 . 
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dw gyi | Ml a ersr oP + DE) + mdp dp 


1 
(27)? 2m de’e 
第 一 个 5 函数 在 对 d ?2 积分 时 消去 , 而 微分 d3p1 可 以 改写 成 
d'p'=p’*d|p’|ldo= LA (64. 12) 


《这 个 写法 的 正确 性 很 容易 从 ef: 一 mi 二 E22 一 m2 二 Pp” 和 看 出 ).。 对 
d(ei 十 6&2) 积分 消去 第 二 个 6 函数, 我们 得 到 


dw =sa al Mssl’ lp'ldo" (64. 13) 


现在 我 们 来 研究 动量 为 思 ! 和 po, 能 量 为 2! 和 es 的 两 个 粒子 
的 碰撞 ， 磁 撞 结 果 , 它们 变 成 动量 为 p 的 一 组 任 意 数目 的 粒子 . 
式 (64. 11) 现 在 可 以 写成 


— 4 _ 2 1 d 7。 

do 一 (2m)460 (P,P) | Mel goer [ear 

然而 ， 在 这 种 情形 下 我 们 所 感 兴趣 的 量 不 是 几率 ， 而 是 截面 

do. 对 洛 伦 兹 变换 不 变 的 截面 可 以 由 dw 除 以 量 
1 





= (64. 14) 
得 到 , 式 中 的 7 代表 四 维 标量 
7 一 人 / pp) —mimi (64.15) 
《参看 第 二 着 $ 12)0. 在 质心 坐标 系 中 (Di 二 一 了 :大 PD)， 
1=|p| (ei 22), (64. 16) 
因而 
,|p| 1 过) 一 2 
了 = -~ 放 ( 二 + 一 一 六 二， (64. 17) 
@ 闻 今 后 引用 方便 , 了 也 可 以 写成 另 一 种 形式 ; 
I: = — mimz)*][e— Gn —m), : (64. 15a) 


式 中 8= (Di 十 21) 
as 294 4 


-这 正 古 磁 蚤 粒子 流 密度 的 一 般 定义 (2 V2 为 磁 挤 粒 于 的 速度 )Z vy. 
向 此 可 见 , 截面 公式 为 


do = (2x)60 (Ps—P) | Mssl? (64. 18) 


a | 
在 终 态 也 只 有 两 个 粒子 的 情形 下 , 由 上 式 消 去 6 函数 ,可 以 把 
- 它 写成 最 后 形式 ， 让 我 们 在 质心 坐标 系 中 研究 这 个 过 程 ， 设 := 
2&1 十 62 二 8&1 十 6&2 为 总 能 量 ，P1 二 一 D2 三 P 和 Pp! 二 一 Di 三 P' 为 初 态 
动量 和 终 态 动量 ， 如 推导 式 (64. 13) 时 那样 消去 6 函数 , 于 是 我 们 
得 到 


2 lp'| 4 
sial Ms| Iple’ (64. 19) 


《在 弹性 散射 中 , 磁 接 时 粒子 的 性 质 不 改变 ，|p'| = | pj). 
这 个 公式 还 可 以 改写 成 另外 一 种 形式 ， 为 此 ， 引入 一 个 不 变 


do = 








量 
t=(p1— PD) =mi+mi—2(p171) 
二 加 1 十 mi: 一 2ee! 十 21pi||pi|cos0，, (64. 20) 
阳 为 pl 和 pi 之 间 的 夹 角 .在 质心 坐标 系 中 ,动量 |pi| 三 1p| 和 
1pi;| 三 1p'| 仅 仅 由 总 能 有 景 e 决定 , 当 s 给 定 后 ， 
dt =2|p||p’|decosb. (64. 21) 
所 以 ,在 式 (64 19) 中 代 换 ， 


7 _dpd( 一 翅 
do 一 dpdeos0= 51piTpT [pT 
9 为 Pi 对 PP! 的 方位 角 @.， 因此， 


Q 在 任意 参考 系 中 ， 
j= pV oo Xn. 
批 式 可 以 化 成 wl /pz 情形 下 的 一 般 流 密度 , 因而 ， 
j= jp 一 Di /TV. 
@ 在 这 类 情形 中 , 微分 的 符号 是 显而易见 的 . 下 面 为 简单 起 见 ， 我 们 将 把 d( 一 机 
写成 di, 等 等 。 | 
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di do 
72 2 
(我 们 根据 式 (64. 16) 再 次 引入 不 变量 1) .方位 角 以 及 形式 为 
(64. 22) 的 截面 在 不 改变 粒子 相对 运动 方向 的 洛 伦 兹 变换 下 是 不 
变 的 。 如 果 截 面 不 依赖 于 方位 角 , 公式 (64. 22) 将 取 特 别 简单 的 


-一 12 99 
do= IIMsi| (64. 227 


do=sl Mi (64. 23) 
如 果 有 一 个 磁 撞 粒子 非常 重 ( 它 的 状态 不 因 碰 接 而 改变 )， 那 
么 它 在 磁 擅 过 程 中 所 起 的 作用 就 是 一 个 不 动 的 恒定 场 源 ， 另 一 个 
粒子 就 在 这 个 场 中 被 散 射 。 由 于 在 恒定 场 中 系统 的 能 量 守 重 
(而 不 是 动量 ! ), 当 这 样 理解 碰撞 过 程 时 , 就 可 以 把 5S 矩阵 元 写成 
Sn=i2rd(B,— Ei) Ty. (64. 24) 
在 1Sy;l? 的 表述 式 中 ,一 维 6 函数 的 平方 应 当 理解 为 
[6(B/—B) D>F6(B— Ei)t. 


然后 ，[ 像 推导 式 (64. 11) 那 样 ] 将 Tj; 换 成 Mri， 就 得 到 在 恒定 
场 中 一 个 粒子 被 散射 而 在 终 态 产生 一定 数目 别 的 粒子 的 过 程 的 
L 率 : 


_ _ 2 1 dp 
dy 一 2r6(B e) | Ml? oy I sr 


在 这 里 ,e( 二 ;) 仍 是 初 态 粒子 的 能 量 ，ps 和 ex 是 终 态 粒子 的 动 

是 和 能 量 ， 散 射 截面 由 dw 除 以 流 密度 ;一 2/7 得 到 ，v=|pl/e 
为 散射 粒子 的 速度 。 最 后 , 从 结果 中 消去 妇 一 化 体积 , 我 们 得 到 

- _ :_ 1 TT dP 1 25) 

do =2x6(Bs—e) |M;:| 31 有 区 (64. 25) 

在 弹性 散射 的 特殊 情形 下 , 终 术 也 是 一 个 具有 同样 动量 (在 数 


值 上 ) 和 同样 能 量 的 粒子 ， 进 行 代 换 dp'-> pzd19'1do 一 
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1p'1e'de'do', 并 对 de' 积分 消去 5(e' 一 e), 我 们 得 到 截面 


[Mrsdo' (6426) 


最 后 , 如 果 外 场 依赖 于 时 间 ( 壁 如 说 ， 做 一 定 运动 的 粒子 系 的 
场 ), 4 矩阵 中 也 就 没有 能 量 的 0 国 数 . 这 时 ， Sy; 二 Ty;, 将 Ty, 按 
式 (64. 10) 换 成 Mr 以后， 例如 说 ， 场 产生 一 组 确定 数量 的 粒子 ， 
这 一 过 程 的 几率 为 
: _ 2 dipa 
dw= | My: | 1s (64. 27) 





do = 


§ 65， 极 化 粒子 的 反应 

在 这 一 节 中 我 们 将 用 一 个 简单 例子 说 明 ， 计 算 获 射 截面 时 怎 
样 考虑 参加 反应 的 粒子 的 极 化 态 . 

设 初 态 和 终 态 各 有 一 个 电子 。 这 时 , 散射 振幅 的 形式 为 

My:=—U Au(= ,A,r ), (65. 1) 

式 中 4 和 w 为 初 态 和 终 态 电子 的 双 旋 量 振幅 ，4 为 某 个 矩阵 (与 
”参加 反应 的 其 它 粒 子 一 一 如 果 有 的 话 一 一 的 动量 和 极 化 有 关 ). 
散射 截面 和 | My; 成 正比 . 由 于 ， 


(WU Au) uy A uA yt 。 





或 者 
- {WAu) * = Ay'. 《65. 2) 
式 中 台 
A=Yy"A'y", 
因而 


QD 由 于 构成 矩阵 4 的 需要 ， 为 了 后 面 引用 方便 ， 我 们 给 出 下 列 等 式 (其 正确 性 是 
不 难 证 明 的 ): : 
Fr ye Ep ph yh rp FI ys, Pp = yp, (65. 20》 
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| Ms)?= (aAu) (Aw) = 0 dei 二 mn (65. 3 

如 果 初 态 电子 处 于 密度 矩阵 为 p 的 混合 态 ( 部 分 极 化 的 )， 如 

果 我 们 想 要 求 出 终 态 电 子 处 于 一 定 极 化 态 p' 的 过 程 的 截面 ,就 必 
须 对 双 旋 量 浜 幅 分 量 之 积 进行 代 的 


2 一 > 0 Um >Pim: 


于 是 
Ml =SpCp'ApD). (65. 分 
密度 算 阵 p 和 p' 由 公式 (29. 13) 给 出 : 
p=1 ppt mL1—y (Va)] (65. 5) 


(Pp' 与 之 相似 ). 
和 如果 和 初 态 电 子 是 未 极 化 的 ， 那么 


p= 二 (yp+ m). z z (65. 6) 


用 此 式 进 行 了 代 换 等 价 于 对 电子 的 极 化 求 平均 . 如 果 想 要 确定 终 态 

电子 上 共有 任意 极 化 的 散射 截面 ,还 必须 假设 "= (?2 十 mm) 112， 并 

将 结果 乘 以 2; 这 个 运算 等 价 于 对 电子 的 极 化 求 和 ， 因 此 我 们 

得 到 : 
3 15 [My: |*=3Sp {Cvp'+ m)ACYp+m) A}, 


极 化 


(65.7) 
式 中 的 之, 表示 对 初 , 终 态 极 化 求 和 ， 而 因子 1/2 使 一 种 求 和 变 成 


极 化 
求 平 均 . 
式 (65. 4) 中 的 密度 矩阵 D 是 一 个 辅助 量 , 本 质 上 , 它 表 征 把 终 
态 电 子 的 两 种 极 化 分 开 的 检测 器 性 质 ， 而 不 是 这 种 散射 过 程 的 性 
质 ， 于 是 出 现 了 由 散射 过 程 本 身 产 生 的 电子 的 极 化 态 问题 。 如果 
Pp 2) 表示 这 种 态 的 密度 矩阵 , 那么 在 p' 态 中 检测 到 电子 的 几 事 三 
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以 由 p 忆 在 p' 上 的 投影 即 Sp(oo po) 得 到 这 个 量 和 相应 的 截面 
成 正比 .和 (65. 4) 比较 , 我 们 得 到 

pD~ApA: . z 65 8) 
我 们 知道 ,pG 应 该 具有 形式 (65. 5)， 其 中 含有 某 个 四 维 矢 量 w 也， 
我 们 只 需 确 定 后 者 ， 为 此 , 可 以 利用 公式 (29. 14)， 但 是 用 下 面 所 
说 的 方法 更 简单 . 

我 们 在 $29 中 看 到 ， 四 维 矢 量 4 的 分 量 可 以 用 三 维 矢 量 《“ 的 
分量 表示 ,，《 是 电子 在 其 静止 参考 系 中 的 (二 倍 ) 自 旋 平均 值 . 电 
子 的 极 化 态 完 全 由 这 些 矢 量 确定 , 用 它们 表示 散射 截面 也 很 方便 . 
显然 ， 无 论 是 对 初 态 电子 的 矢量 “， 还 是 对 终 态 电子 的 矢量 
| Ml 者 都 是 线性 的 ， 作 为 的 函数 , 它 具 有 如 下 形式 : 

[Ml’?=a+Bt, -. ~ (65. 9) 
这 里 的 < 和 8 本 身 都 是 《的 线性 函数 . 

式 (65. 9) 中 的 矢量 《是 由 检测 器 分 出 来 的 终 态 电子 的 特定 极 
化 ， 和 密度 矩阵 p 多 对 应 的 矢量 《不 难 用 下 面 的 方法 求 出 ， 根 
据 上 面 的 论证 ， 

IMsi ?~Sp(p'p'D).. 
由 于 这 个 量 的 相对 论 不 变性 ， 可 以 在 任何 参考 系 中 计算 它 ， 在 终 
态 电子 的 静止 参考 系 中 , 根据 (29. 20), 我 们 有 
pp 一 (1+a) (LI 十 人 ) 

所 以 / z 
z [Mli~1+ e666n, 
与 (65. 9) 比较 , 我 们 求 出 
1) 一 C/a. (65. 10) 
由 此 可 见 ,算出 作为 参数 《和 的 函数 的 截面 ,也 就 给 出 了 极 化 6， 

在 初 态 电子 数 或 终 态 电子 数 大 于 1 的 较 复杂 情形 下 ， 计算 力 


法 和 上 述 相 类 似 。 
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例如 ， 杞 和 态 各 有 两 个 电子 ,散射 振 蝙 将 具有 如 下 形式 : 
i 二 (B31 Am1) (322 Bus) + (2OW) (二 Du), 
式 中 ,V2 大 本子 的 到 放 是 可 2、22 为 终 态 电 子 的 双 旋 
量 振幅 ， 构 成 平方 | Mys|? 时 ,将 出 现形 如 : 
[a Mu | ?| Busl? 
和 / 
(U1 Aw1) (2 Bus) (Hs CW) (HDus) 
的 项 , 前 者 可 以 化 成 形 如 (65. 4) 的 两 个 迹 的 乘积 ， 后 者 可 以 化 成 如 
下 形式 的 迹 : 
Sp(oi4piCpiBp:D)， 
正 电子 用 “ 负 频 率 ” 的 振幅 wu( 一 ?) 描述 ， 在 有 正 电 子 参加 的 
反应 中 , 和 上 述 分 析 的 唯一 区 别 是 密度 矩阵 的 表 达 式 中 m 前 的 符 
号 与 (65. 9)、(65. 6) 中 不 同 [ 比 较 式 (29. 16) 和 (29. 177 |. 
我 们 来 研究 参加 反应 的 光子 的 极 化 态 . 
-每 一 个 初 态 光子 的 极 化 以 四 维 矢量 e 的 形式 〈 而 每 一 个 终 态 
光子 以 e* 的 形式 ) 线 性 地 出 现在 散射 振幅 中 . 在 每 一 种 情形 下 , 在 
截面 ( 即 | My;1*) 中 都 出 现 四 维 张 量 ee*、 为 了 过 渡 到 任意 的 部 
分 极 化 态 的 情形 ， 这 个 张 量 应 恋 由 四 维 密度 矩阵 (四 维 张 量 pw) 


代替 ， 
ee» > Py : (65, 11)》 


特别 是 ,对 于 非 极 化 光子 , 按照 (8. 15)， 
] 
Po 二 一 本 gov。 (65. 12) 
由 此 可 见 ， 对 光子 极 化 的 平均 等 价 于 在 | 及 ri 中 对 相应 的 两 个 


量 指标 pr 进行 纺 并 中 . 


。 @ 式 (65.12) 把 对 光子 的 两 个 实际 可 能 的 极 化 求 平均 化 成 对 四 维 矢 量 e 的 四 个 
独立 方向 求 平均 . 
2 3jJ00 。 





如 果 想 要 对 光子 的 极 化 求 和 而 不 是 求 平均 ， 就 必须 用 二 们 的 

量 代 替 ee» 

ee 一 > 一 vv。 《65. 13) 
z 极 化 光子 的 密度 矩阵 由 公式 (8 17) 给 出 ， 式 中 所 出 现 的 四 维 
矢量 e、e 人 * 的 选择 通常 由 问题 的 具体 条 件 决定 ， 在 一 些 情 形 
中 ， 这 些 矢量 与 某 个 参考 系 中 确定 的 空间 方向 相关 ; 在 另 一 些 情 
形 中 ， 把 这 些 矢量 与 问题 中 所 出 现 的 特征 四 维 矢量 一 一 粒子 的 中 
维 动量 联系 起 来 更 为 方便 . 
四 在 式 (8. 17) 中 ， 光子 的 极 化 用 组 成 “矢量 "€= (é1, 6 53) 的 斯 . 
托 克 斯 参数 岳 述 ， 与 电子 的 情形 一 样 ， 必 须 把 终 态 光子 的 极 化 
< 与 检测 器 分 出 来 的 极 化 吉 区 别 开 来 ， 如 果 已 知 散射 振幅 的 平 
方 是 参数 6 的 函数 : z 

. [Mr l=atB.€, 
那么 ,和 式 (85 10) 完 全 类 似 , 极 化 人 7 = Bja. 


3 66. 运动 学 不 变量 


我 们 来 研究 初 态 和 终 态 均 只 有 两 个 粒子 的 散射 过 程 中 几 个 远 
动 学 关系 式 ， 这 些 关系 式 是 从 一 些 普遍 的 守恒 定律 导出 的 ， 因 而 
其 正确 性 既 和 粒子 的 性 质 无 关 ， 又 和 粒子 间 的 相互 作用 规律 元 
我 们 把 四 维 动量 守恒 定律 写成 一 般 形 式 , 在 这 里 ,没有 预先 规 
定 哪 个 动量 属于 初 态 粒子 ,哪个 动量 属于 终 态 粒子 : 

:十 4 十 ds 二 04 一 0 (66.1) 

在 这 里 ， rg, 为 四 维 动量 矢量 , 其 中 两 个 属于 人 射 粒子 , 另外 两 个 

属于 散射 粒子 ， 散 射 粒子 的 动量 为 一 ge， 所 以 两 个 ge 的 时 间 分 
县 5>0, 两 个 gu 的 时 间 分 量 qs 过 0. 

除了 四 维 动量 守恒 外 ， 还 必须 遵守 荷 的 守恒 定律 ， 在 这 里 ， 
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“从 不 仅仅 理解 为 通常 的 电荷 ， 而 且 还 可 理解 为 对 粒子 和 反 粒 子 
具有 相反 符号 的 其 它 守 恒 量 , 

当 参 加 过 程 的 粒子 的 类 型 给 定 后 , 四 维 矢 量 Ye 的 平方 就 是 粒 

子 质量 的 平方 (ga 一 和 ma). 根据 时 间 分 量 ge 所 取 的 数值 和 荷 的 数 

值 ,我们 得 到 三 种 不 同和 的 反应 ， 这 三 种 过 程 可 以 写成 

J) 1 十 2->3 十 4 

11) cr (66. 2) 

III) 1+4->5+3. 


在 这 里 ,数字 代表 粒子 编号 ,数字 上 的 短 划 表 示 相 应 的 反 粒 子 ， 把 
一 种 反应 变 成 另 一 种 ， 即 把 粒子 从 公式 一 端 移 到 另 一 端 ， 相 当 于 
改变 对 应 时 间 分 量 q 的 符号 以 及 载 疹 的 符号 ( 即 把 粒子 换 成 反 粒 
子 ). 当然 , 过 程 (66. 2) 的 逆反 应 也 是 可 能 的 . 

(66, 2) 式 的 三 种 过 程 所 讨论 的 是 一 个 单一 的 (广义 的 ) 反 应 中 
的 三 种 交叉 通道 . 

我 们 来 举 几 个 例子 ， 如 果 粒 子 1 和 3 为 电子 , 2 和 4 为 光子 ， 
则 通道 I 为 光子 被 电子 散射 ; 由 于 光子 是 真 中 性 粒子 , 通道 III 与 
I 相同 .通道 II 是 电子 - 正 电子 对 变 成 两 个 光子 ， 如 果 四 个 粒子 
都 是 电子 ， 则 通道 I 为 电子 -电子 散射 ,通道 II 和 III 为 正 电 子 - 
电子 散射 。 如 果 粒 子 1 和 3 是 电子 ,， 2 和 4 是 贞 子 ， 则 通道 工 为 
e-h 散射 ,通道 III 为 e- 散射 ， 通道 II 为 电子 对 ee 变 成 子 
对 pu . 

研究 散射 过 程 时 ， 由 四 维 动量 组 成 的 不 变量 具有 特别 重要 的 
意义 ， 不 变 的 散射 振幅 就 是 这 种 四 维 动量 的 函数 (8 70). 

由 四 个 四 维 动量 可 以 组 成 两 个 独立 的 不 变量 ， 实 际 上 ， 由 于 
式 (66. 1)， 只 有 三 个 四 维 矢 量 ge 是 独立 的 . 设 这 三 个 gq 是 有 
g2 9。 它们 可 以 组 成 六 个 不 变量 : 三 个 平方 量 9:、 GE、B 和 三 个 
乘积 919;、9143、 97293: 前 三 个 是 已 知 的 质量 平方 、 后 三 个 福 足 由 竺 
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(9 .十 gs 二 73) 二 0 一 7 
得 出 前 一 个 关系 式 吕 . 
然而 , 为 了 得 到 更 大 的 对 称 性 ,考虑 三 个 (而 人 是 两 个 ) 不 变量 
较为 方便 ， 这 三 个 不 变量 可 以 取 
8 一 (4 十 9g2) 一 (ga 十 | 


t= (q+ gq) = (qt 0)’, (66. 3) 
WU= (gq! 二 +g)’ 一 (qz 十 43) 
不 难看 出 ,它们 满足 关系 式 
s+ t+u=h,. (66. 4) 
式 中 | 
有 二 mI 十 m2 -上 783 十 992. (66. 5) 


在 卡通 道 (DD) 中， 不 变 量 s 具有 简单 的 物理 意义 ， 它 是 磁 挤 粒子 
(1 和 2) 在 其 质心 坐标 系 中 的 总 能 量 的 平方 【 当 pi 十 ps 二 0 时 ， 
s 一 (el 十 ez) ]， 在 通道 (ID 中 ， 不 变量 上 具有 类 似 的 意义 ; 而 在 
通道 (11 了 ) 中 ,不 变量 4 也 具有 类 似 的 意义 ， 因 此 ， 常 常 把 通道 I 
I1III M4 做 s 通道 ,t 通道 和 通道. 

不 难 用 每 一 个 通道 中 磁 挤 粒子 的 能 量 和 动量 来 表示 每 个 不 变 
景 s，t，w。， 我 们 来 研究 s 通道 ， 在 粒子 1 和 2 的 质心 坐标 系 中 ， 
四 维和 关 量 ge 的 时 间 分 量 和 空间 分 量 是 : 

qi1=p1= (ei1, 力 。). qd: = p= (2s, — Pe). (66. 6) 

名 三 一 名 一 (一 se —Pa). 和 4 一 一 2 一 (一 2 Pps) 


了 在 有 n(n 之 4) 个 粒子 大 加 反应 的 一 般 情 形 下 , 独立 的 不 变量 数 等 于 3n 一 10. 实 
际 上 上 ， 这 时 共有 4 个 量 :na 个 四 维 动量 go 的 分 量 ， 它 们 之 间 有 % 个 函数 式 qt 一 m:， 
守恒 定律 Zg。=0 给 出 四 个 关系 式 ， 可 以 任意 取信 的 有 六 个 量 ， 这 个 数目 与 定义 一 般 
洛 伦 兹 变换 (一 般 的 四 维 转动 ) 的 参数 数目 是 一 致 的 ， 所 以 ， 独 立 的 不 变量 数 为 fn 一 n 
一 4 一 6 一 ?一 TO0。 
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(pss Pp' 中 的 下 标 s 表示 这 些 动 量 属于 s 通道 中 的 反应 )， 这 时 


S 一 cc2,e, 一 el 十 ez 一 83 十 2 (66.7) 
4sp?: =[Ls— (mt 72) 1s— Cm —m2)’], : 
z (66. 8) 
4sps’*=[s— (ms m4) JLs— (ms— m4)" 
24=h—s+ Ap (mim?) (mE —m?), 
: (66. 9) 


2u=h—s—4p,-ps 十 Fm) (m3 mh). 


在 弹性 散射 中 (m1 = mas ms = m4), 我 们 有 | pl 一 | ts 因而 £1 一 
eay £2 二 264。 这 时 我 们 得 到 比 式 (66. 9) 更 简单 的 公式 


i=— (ps— pp)’=—2p: (1 cos0,), 
u=—2p?2(l++cos0,) + (ei— ee,)’. 


起 中 9 为 ps 和 p' 之 间 的 夹 角 ， 在 这 里 ， 不 变量 一 是 磁 接 中 术 
传递 的 三 维 动量 的 平方 ， 

对 于 £、2 通道 ， 只 要 简单 地 交换 一 下 指标 就 得 到 类 似 的 公 
式 : 对 于 上 通道， 只 要 在 式 (66. 6) 一 (66. 10) 中 交换 s 和 ,2 和 
3; 对 于 4 通道 则 应 交换 s 和 ww, 2 和 4， : 


| (66. 10) 


$ 67， 物 理 区 域 


当 我 们 把 散射 振幅 看 成 独立 变量 s, t，w 的 函数 时 (它们 仅仅 


以 关系 式 s 十 i 十 4 二 hh 相 联 系 )， 必 须 区 分 物理 上 容许 它们 取 值 的 
区 域 和 不 容许 到 值 的 区 域 .与 散射 的 物理 过 程 对 应 的 值 应 该 满足 
一 些 条 件 ， 这 些 条 件 来 源 于 由 维 动量 守恒 定律 和 92 二 ms ( 即 每 一 
个 四 维 矢 量 gu 的 平方 都 是 一 个 给 定量 )， 

两 个 四 维 动量 之 积 
。304 ， 


出 二 有 冉 


pap -全 To9115， (67. 1) 
所 以 ,如 果 9s。= 二 Pa, 95 二 Ps( 或 4 二 一 Das 了 一 一 5), 便 有 
(qa q0) ?= (Ze 十 Po) SCmat mo) ; ; 
或 者 如 果 qo 二 8。o,44 二 一 Ps, 就 有 
(ge 十 9 六 一 (pa— Po) Ema mo) 
因此 ,对 于 s 通道 中 的 反应 来 说 ， 
(mi 十 ms)? 寺 s 写 (ms 十 m0)”， 
(mi 一 m3) 之 t 夫 (mam), (67. 2) 
(1 一 说 人 PH (mx 一 1m3)* 
《在 上 通道 和 % 通道 中 ,也 有 类 似 的 不 等 式 ). 
为 了 找到 其 余 的 条 件 ， 我 们 构造 一 个 和 任意 三 个 四 维 矢量 Ya 
之 积 对 偶 的 四 维 矢量 ,例如 
了 :一 einvodt 9a93. (67. 3) 
在 一 个 粒子 ( 千 如 说 , 粒子 1) 的 静止 参考 系 中 ，9: 一 (91，0). 这 时 
了 只 有 空间 分 县: 卫 =eiokstgpd8s93。 所 以 ,了 是 类 空间 矢量 ,在 任意 
参考 系 中 , "0。 将 展开 ,我 们 得 到 条 件 
gq? gg ggs| z 
lq9: gi 9ags| 三 0， (67.4) 
|gqsq: 9sqs 98 
这 个 条 件 可 以 通过 不 变量 s, t,u 对 几 个 通道 写成 同一 的 形式 : 
St2l>CS 十 8 十 C2， (67. 5) 








式 中 


gh= (mm mem?) Cm? + ms m3— m4), 





2 

4) 
bh= (mimi—mimt) (mi +mi— mi— m4), 
ch= (mimi—mimi) (mi tmi—mi— m3), 


《T. W.B.Kibble, 1960). 


为 了 图 示 变 量 s,s 的 取 什 区域， 比较 方便 的 办 法 是 利用 平 
e 305 。 





面 内 的 三 角 坐 标 (所 谓 曼 德尔 施 
塔 姆 平面 ; S. Mandelstam, 1958)， 
坐标 轴 是 三 条 直线 、 相 交 构 成 等 
边 三 角形 。 洛 着 与 这 三 条 直线 垂 
直 的 方向 计算 坐标 s, t,4( 指 向 三 
角形 内 部 的 方向 为 正 ， 如 图 5 中 
的 箭头 所 示 )。 这样 一 来 ,平面 内 
的 每 一 个 点 都 有 对 应 的 s，t， 2 ”图 5 
值 ， 其 大 小 (连同 符号 ) 由 该 点 到 三 个 轴 的 垂 线 长 度 表 示 ， 基 于 已 
知 的 几何 定理 ， 条 件 s 十 上 十 4& 一 -4 成立 (假设 等 边 三 角形 的 高 为 
h)D.- 

我 们 来 研究 主 通道 (8) 为 弹性 散射 的 重要 情形 ， 这 时 ,粒子 的 
质量 两 两 相等 : 





;二 Ns 三 轨 ， 和 2 一 1 三 1 (67.7) 
设 mk， 在 条 件 (67. 中 中 我 们 有 
1 一 22 十 12)， a=c=0, 6=(m—p’)’, 


因而 . 
St 之 (2 一 有 2 (67. 8) 
由 这 个 不 叶 式 决定 的 区 域 的 边 四 包括 直线 t=0 和 双 曲 线 
SU= (Mm:— 42), (67. 9) 


这 个 双 曲 线 的 两 支 分 别 在 扇形 wx<0, s<0 和 扇形 s>0，x>0 内 ， 
而 轴 s=0 和 4% 二 0 为 双 曲 线 的 渐 近 线 。 式 (67. 8) 现 在 可 以 写成 
i it>>0， so (2 一 12)2 或 1<0， su 过 (mm?-- 12)2. 


此 外 ， 根 据 条 件 (67.2)， 在 3 通道 中 还 必须 考虑 不 等 式 s>(m 十 _ 


@ 例如 ,把 了 点 (图 5) 与 三 角形 4BC 的 三 个 顶点 连接 起 来 ， 我 们 得 到 高 分 别 为 


st 的 三 个 三 角形 , 其 面积 之 和 等 于 三 角形 4BC 的 面积 , 于 是 我 们 得 到 所 求 的 关系 “ 


式 . 当 已 点 在 三 角形 4BC 外 时 ,也 可 以 用 同样 的 方法 证 明 . 
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沁 ), 在 % 通 道中 还 必须 考虑 4 放 (m 十 4) ;这 时 ， 其 它 不 等 式 必然 
成 立 ， 于 是 我 们 发 现 ， 通 道 1,Il, HI(s, 1, 4) 对 应 于 图 中 的 阴影 


部 分 ， 称 为 物理 区 域 . 


Lm0 71 sa=0 





WY <¢ ZY A 


hr S=(07+1) 
s=00 16 L(A) 


图 6 z 7 
如 果 4 二 0,( 粒 子 2,4 为 光子 ;)， 双 曲线 的 下 支 和 轴 1 二 0 相 
切 , 物理 区 域 如 图 7 所 示 ， 


”如 果 mn 二 4， 则 式 (67. 8) 的 区 域 边 界 和 坐标 轴 重 合 ,物理 区 域 
为 图 8 所 示 的 三 个 扇形 





在 四 个 质量 部 不 相 针 的 一 般 情形 下 方程 
: stu=as+bt+oeu (67. 10) 


决定 一 个 三 次 雪线 它 的 各 支 碟 是 三 个 物理 通 庆 的 物理 区 碱 的 这 


办 ,如 图 9 所 示 。 设 


* 307 。 





这 时 

a 宇 b 之 6c， a>0, b>0. 
曲线 (67. 10) 和 坐标 轴 的 交点 在 直线 

4S 十 Di 二 CU 一 0 

上 (参看 图 9 中 的 虚线 )， 这 条 直线 与 c 的 符号 关系 如 图 9 所 示 . 
当 c<0 时 , 4 通道 的 物理 区 域 包含 一 部 分 坐标 三 角形 的 面积 四 
而 ,在 这 种 情形 下 , 量 s, 刀 2 可 以 同时 为 正 ， 边 界 曲线 的 三 支 都 以 
相应 的 坐标 轴 作 为 渐 近 线 [ 利 用 关系 式 sTi 十 zx= 从 方程 (67. 
10) 中 消去 一 个 变量 ， 然 后 令 其 余 两 个 变量 中 的 一 个 趋 干 无限 大 ， 
就 能 证 明 这 一 点 Jj. 一般 来 说 ， 除 了 方程 (67. 10) 所 确定 的 边界 以 
外 ， 和 条件 (67. 2) 不 再 会 给 出 任何 新 东西 ,与 (67.2) 中 的 等 号 相应 
的 直线 和 图 9 中 画 阴 影 线 的 物理 区 域 不 相交 ， 其 中 有 的 和 这 些 区 
域 的 边界 相 切 ,对 应 于 变量 s,t 或 2 在 相应 通道 中 的 极 值 . 

当 一 个 粒子 的 质量 大 于 其 余 三 个 的 质量 和 时 (mma 十 ma 十 
m4) ,除了 通道 II，II 以外， 还 可 能 有 第 四 个 反应 通道 ， 对 应 于 - 
IV)1 一 >2+3+4。 (67.11) 
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对 于 这 个 通道 ,在 赔 变 粒子 的 静止 参考 系 中 ， 
qi=(m,0), qs=(— es —P2), 0 一 (一 ea — ps), 
94 一 (一 et 一 六 eeat eC=m, Pp2+ pst p=0, 
不 变量 为 : 
5 一 人 1 -m2 2m1e,, 
ti=m? tmi 2m es, 《67. 12) 
U= Mm? 二 mi— 2mies. 
出 式 (67. 1), 现在 我 们 可 以 得 到 ， 
(ms+ m4) :sm m2)’, 
(mz+ ma) EES(mi— ms)", (67. 13) 
(mz ma) A mma) *. 
了 内 此 可 见 , 三 个 不 变量 都 是 下 的 ， 所 以 , 晓 变 通道 的 物理 区 域 在 华 
村 二 角形 的 肉 部. 





习 题 
1。 求 物理 区 域 ， 设 三 个 质量 相同 : mi 天 my 4 一 1: 一 MEN (例如 ,反应 
K-T) 
解 方程 (67. 10) 可 以 写成 
Stu= M2 (m2 — 2), (1) 
抽 匡 . 
S 十 上 十 2 一 3 十 到 
区 域 I, 1I，III 以 形状 相同 的 三 条 曲线 为 边界 (对 于 I: s>0， <0x<0; 
对 于 II 和 III 也 是 一 样 )。 如 果 和 ma>34， 则 方程 (1) 也 有 一 个 分 支 (闭合 曲 
线 ): s>>0,1>0,4 0 形成 通道 IV 的 区 域 边界 (图 10)， 
2， 间 上 题 , 设 和 ;二 1 91 一 1 一 0， 信人 大 ( 例 如 ,反应 上 十 v 一 一 
已 十 V) . 四 
解 ”条件 (67,.5) 可 以 写成 
SU DiP7121428， 
而 且 8 十 # 十 4 二 Mm? 十 Li。 物理 区 域 的 边界 为 轴 5s=0 和 双 曲 线 tw 二 m4 的 
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两 支 ( 鲍 11). 
3。 同上 题 ， 设 和 | 王 铬 ;于 各， 入 ; 王 0， 人 三 1， 并 且 m 半 24( 例 如 ， 反 应 
p 十 Y 一 一 >p 十 ro). 
解 ”边界 方程 (67. 10) 变 成 
stu=a(s+u) i+ot, 
ah=mu, bh=mt(2m mH), hh=2m:+ 1， 
消去 2 ,我 们 得 到 


t+ (s+) 十 时 一 0 


当 s 给 定时 , 这 是 上 的 二 次 方程 ,在 s> (m 十 4)? 的 条 件 下 (8 通道 的 区 域 ) , 
每 一 个 s 对 应 着 两 个 负 的 1 值 ， 当 s= (mm 十 上 2: 时， 二 次 方程 的 两 根 相等 : 
i 二 一 mp2/ (m 十 4)， 3 通道 的 区 域 边界 如 图 12 所 示 ， 边 界 曲线 的 下 面 一 - 
支 以 轴 4=0 为 渐 近 线 ,而 上 面 的 一 支 和 此 轴 交 于 点 1 二 4/ (1? 一 m2). 

4 通道 的 区 域 和 s 通道 的 区 域 是 对 称 的 , 而 上 通道 的 区 域 如 多 12 所 示 . 





°° 了 10O。 





8 88， 按 分 波 振 幅 展开 
当 分 析 
4 十 D ——> c+d (68. 1 六 
过 种 类 型 的 反应 时 ， 重 要 的 一 步 是 把 散射 振幅 展 成 分 波 振 幅 ， 在 
粒子 的 质心 坐标 系 中 ， 每 一 个 分 波 振 柱 (在 总 能 量 e。 给 定 的 条 件 
下 ) 部 对 应 着 粒子 的 一 个 确定 的 总 角 动 量 值 73. 
由 此 可 见 , 这 些 分 波 振幅 是 动量 表象 中 的 态 和 矩阵 元 
eT’'M'|IS|IeJM). » 
因为 角 动 量 了 及 其 在 给 定 z 办 上 的 分 量 姓 守恒 ， 所 以 S 矩阵 对 它 : 
们 (以 及 能 量 se) 是 对 角 化 的 ， 由 于 空间 各 向 同性 ， 因 而 对 角 元 素 : 
与 肖 值 无 关 ， 当 J, MMH, 2 给 定 后 ， 散 射 佐 阵 仍然 是 关于 日 旋 量 于 
数 的 矩阵 , 我们 将 这 个 矩阵 的 元 素 写 成 更 简明 的 形式 : 
《seJH TIS|eIMA= CN | SY,, |4», (68. 2) 
式 中 4 和 是 一 组 自 旋 量子 数 ,在 这 里 它们 很 自然 地 被 看 作 是 粒 : 
子 的 螺旋 性 和 自 旋 在 空间 任意 轴 上 的 分 量 不 同 ， 螺 旋 性 对 自由 
粒子 也 守恒 ， 它 既 与 和 痊 子 的 动量 对 易 ， 又 与 粒子 的 角 动 量 对 舅 
(8 16)、 因 而 ,在 散射 矩阵 的 动量 表象 和 角 动 量 表象 中 , 旭 旋 性 均 : 
可 使 用 . 
按照 螺旋 性 指标 写 出 的 人 矩阵 元 叫 暴 旋 性 茹 射 振幅 ， 因 而 夺 
和 忆 分 别 代表 初 态 粒子 和 终 态 粒子 的 螺旋 性 : 4= (4。 4)，4 三 
(4., 4a). 
在 动量 表象 中 , 散射 矩阵 元 是 对 态 | ea 4 定义 的 (其 中 的 于 二 
P/iPl 是 质心 坐标 系 中 相对 运动 的 动量 方向 ); 而 在 角 动 量 表象 中 
是 对 态 | EJ 有) 定义 的 .它们 通过 展开 式 


个 § 68, $69 中 的 大 部 分 结果 都 来 源 于 AM Jacob 和 OG. C. Wick 的 工作 (1959).。 
了 了 2 人 





IJMA)= | manal TM ado, (68. 3) 


互相 联系 ， 式 中 的 积分 是 对 方向 ni 进行 的 (为 简单 起 见 ， 在 志 的 
符号 中 略 去 了 能 量 6). 由 于 这 个 变换 是 么 正 的 (参看 第 三 着 8$ 12)， 
逆 变 换 的 系数 为 和 
CIMAInAY= nalJMAY*. | (68. 4) 
按照 矩阵 变换 的 一 般 法 则 ， 这 两 个 系数 决定 了 两 个 表象 中 的 S 算 
阵 元 之 间 的 关系 : 

nN ISIna)= mTMA YIMIISI TM TMAI nAY. 


(68. 5) 
利用 16 的 结果 ,不 难 求 出 展开 式 (68 3) 的 系数 . 
设 所 有 态 的 波 函 数 都 在 动量 表象 中 表达 ， 即 可 以 写成 动量 方 
拘 的 函数 (在 能 量 为 已 知 的 条 件 下 )， 作 为 一 个 独立 参数 ， 这 个 方 
向 用 表示 , 以 区 别 作 为 态 的 量子 数 的 方向 n。 在 这 个 表象 中 , 波 
鸭 数 具有 (16. 2) 的 形式 : 


芒 ，，(p) 一 20062(D 一 1). (68. 6) 
将 式 (68. 6) 代 入 (68. 3), 后 者 化 为 一 项 
Pru = vA| TM A uD . (68.7) 


两 个 粒子 的 螺旋 性 2。 和 为 定义 为 粒子 自 施 在 各 自 的 动量 方 
拘 上 的 分 量 。 如 果 粒 子 的 动量 ps 三 P,P 二 一 Pp， 则 第 一 个 粒子 的 
动量 方向 为 n， 第 二 个 粒子 的 为 一 n， 现 在 如 果 把 系统 看 成 在 方 
向 mn 上 具有 螺旋 性 4 的 一 个 单一 的 粒子 , 则 4 二 4 一 为 。 根 据 式 
(16. 4), 它 的 波 函 数 ( 在 动量 表象 中 ) 可 以 写成 


Bua CD) DBO i (68. 8) 
此 较 (68.7) 和 (68.8), 并 且 把 v 换 成 ,我 们 就 得 到 所 求 的 系数 
ATMD= YL DR). (68.9) 
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把 这 些 系数 代 和 人 式 (68. 5) ,我 们 得 到 和 
CSinay 一 2 2 十: 27+1 po Cn) Da* Cm) CF LST| 4D, - 
: / (68. 10): 

A=4 一 h, A = 
式 中 采用 了 简化 符号 (68. 2)， 如 果 取 方向 7 作为 z 轴 , 则 
Dy (Nn) 一 Op 
且 式 (68. 10) 变 成 如 下 形式 : 

mAs n= DD nH ID. (68.11) 


我 们 看 到 , 按 分 波 振幅 展开 的 表达 式 中 ， 国 数 Di 是 作为 系 
数 出 现 的 . 对 于 式 (68. 1) 那 样 的 反应 , 较为 方便 的 做 法 是 定义 一 个 
散射 振 钼 方 使 质心 坐标 系 中 的 截面 为 

do=|[n’AlflnAaldo’ (68. 12) 
与 (64. 19) 比较 , 可 以 把 这 个 振幅 与 矩阵 元 Wyr 联系 起 来 ]， 放射 
振幅 按 分 波 振幅 展开 时 可 以 写成 

nN fndD= > T+D DDN) DR * nH | fA, 

(68. 137 
或 者 把 z 轴 选 在 7 方向 上 ， 
(rN fn)= > 2T + DO nN NF | A. (68.14) 
这 个 公式 是 无 自 旋 粒 子 的 散射 按 分 波 振 幅 展 开 的 推广 [参看 第 三 
卷 (123.14)J. 由 于 2=Po(cos0)， 当 上 自 旋 为 零 时 , (68.14) 化 你 
为 按 勒 让 德 多 项 式 的 展开 : 
f (9) = > ， (2L+1)f.Pr (cos0). 
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截面 (68. 12) 对 应 于 所 有 粒子 均 有 确定 螺旋 性 的 情形 ， 如 果 
考 子 处 于 混合 极 化 态 , 则 截面 可 由 下 列 乘积 
Chocha| 了 4 和 4 和 4X 和 入 | 下 入 为 》* 
对 粒子 的 极 化 密度 矩阵 
Chajp® [Xbipe lL pp | AL | p DA 
求 平均 而 给 出 (参看 204 页 第 一 个 脚注 )， 例 如 , 当 非 极 化 粒子 w 
少 之 间 的 反应 生成 非 极 化 粒子 c,& 时 , 我 们 有 


do 
do = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 2 +1)(27'+1 
” (2sa t+ 1) (2s, +1) 和 之 二 二 


x ddal fr lAads > x Khalf” [hh ?Ds CR') DF a (0 ) 
(68. 15) 
(2 柚 在 n 方向 上 ， > ,表示 对 he, 4， 4 ha 求 和 ). 按照 第 三 着 


《58. 19) 对 函数 DY42* 进行 代 换 ， 然 后 利用 第 三 卷 (110. 2) 的 展开 
式 , 最 后 我 们 得 到 


do | 
da = 一 1)4-4 (27--1)(27’'41 
”28a td) (28, 十 1) 之 (一 已 (2J +1) (27 +1) 


xfk4o4zj 产 | 4424o4z| 有 | 44.4,>™ 


x S12L .+1) © 了 o v L\p,(co0s0) 
p A—A 0 人 4 -A’ 0 
(68. 16) 


0 为 3 和 z 轴 之 闻 的 夹 角 ); 对 工 的 求 和 是 对 了 和 J' 进行 矢量 相 
加 时 出 现 的 所 有 整数 值 进行 . 

散射 振幅 按 分 波 振幅 的 展开 式 ， 充 分 反映 出 与 空间 转动 对 称 
-性 :相关 联 的 散射 角 分 布 的 一 切 性 质 ， 但 是 ,这 个 展开 式 并 没有 明 
确 展现 出 与 空间 反 演 对 称 性 相关 联 的 注 质 . 如 果 相 互 作用 还 具有 
“不 变性 ， 则 将 导致 不 同 的 螺旋 竹 振 幅 之 间 的 某 种 关系 (参看 
S 69). 
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8$ 69， 螺 旋 性 散射 振幅 的 对 称 性 


P,T, C 变换 的 对 称 性 (如 果 已 知 粒子 的 相互 作用 过 程 真 正 具 
有 这 种 对 称 性 ) 所 附加 的 条 件 , 使 不 同 的 媒 旋 性 散射 振幅 之 间 出 现 
一 些 确定 的 联系 ， 从 而 减少 了 独立 振幅 的 数目 和， 为 了 确定 这 种 
联系 , 我 们 首先 确定 二 粒子 系统 的 螺旋 性 状态 的 对 称 性 质 . 

让 我 们 在 二 粒子 的 质心 坐标 系 中 研究 它们 ， 设 一 个 粒子 的 动 
量 为 Pp 三 P, 对 方向 PP 的 螺旋 性 为 4; 男 一 个 粒子 的 动量 为 p;== 
一 了 PP， 对 方向 一 了 的 螺旋 性 为 4， 如 果 两 个 粒子 的 螺旋 性 都 对 辐 
一 个 方向 P 定义 ,其 值 将 是 和 一 ,因此 ,两 个 粒子 将 分 别 用 拨 
柱 为 寻 ? 和 网关 的 平面 波 描述 ， 而 二 粒子 系统 将 用 由 好 "和 和 
2 5 之 积 组 成 的 多 分 量 的 函数 好 ” 摘 述 . 

现在 , 我们 把 系统 看 成 在 7 二 p/1P| 方 向 上 具有 螺旋 性 A 二 41 
一 h 的 一 个 粒子 。 于 是 可 以 对 具有 一 定 的 了 ,MM, 和， 和 (以 及 总 能 
量 2) 值 的 态 写 出 波 滔 数 (在 动量 表象 中 , 即 作为 1 的 图 数 ) 


2 1 
Pars = Up DR CA/ ,人 一 4 一 (69. 1) 





[比较 (68. 8)]， 因 为 4 是 总 角 动 量 在 了 方向 上 的 分 量 , 所 以 应 该 
有 
1A|<. (69. 2 
根据 式 (16. 14)， 在 反 演 时 ， 
PuGun (Cn) = (nn) = 2(— 1) "tt 
x ur (nN), (69. 3) 
71!，72 为 粒子 的 内 豪 字 称 ， 同 样 ， 利 用 式 (16. 10) 可 以 求 出 函数 - 


@ 当然 , 独立 振幅 的 数目 本 身 并 不 依赖 于 57 矩阵 的 具体 表象 , 它 对 任意 选择 的 ; 
自 旋 变量 都 一 样 


了 3 * 


《69, 1) 的 变换 规律 ; 


Py = nn — Dt guna (69.4) 
如 果 两 个 粒子 是 全 同 的， 还 有 交换 对 称 性 问题 ， 粒 子 的 交换 
意味 着 交换 它们 的 动量 和 自 旋 ， 为 了 说 明 对 函数 (69. ID) 应 用 这 一 
运算 的 意义 ,我们 注意 到 在 交换 的 定义 中 包含 着 一 个 不 对 称 性 , 即 
两 个 粒子 的 角 动 量 在 同一 矢量 p1=p (第 一 个 粒子 的 动 景 ) 上 取 分 
量 ， 交 换 以 后 , 这 个 矢量 由 pz 硅 一 代替 , 角 动 量 i 和 jz 在 此 和 天 
攻 上 的 分 量 将 是 一 机 和 4 (而 不 是 在 p 上 的 分 量 4 和 一 42). 因 
此 ,粒子 的 交换 算 符 Pi 对 函数 (69. 1) 作用 的 结果 可 以 写成 


lIo9T 1 
Piap iaan, =u (一 有) 一 mV 一 


(天 中 仍 有 人 4 一 一 42)， 然后 利用 式 (69. 和 (16. 10)， 我们 来 出 


Pispyyiii,= (一 D377 pa - (69. 5) 
式 中 的 81 二 82 三 5s. 

对 于 全 同 粒 子 而 言 ， 所 容许 的 态 只 外 能 是 交换 对 称 坊 (对 玻 色 
子 ) 或 交换 反对 称 态 (对 费 米子 )， 由 于 前 者 出 现在 粒子 的 自 旋 s 
为 整数 时 ,而 后 者 出 现在 s 为 半 整 数 时 ， 因 此 在 两 种 情形 下 , 二 粒 
子 系统 所 容许 的 螺旋 性 状态 可 以 写成 线性 组 合 的 形式 ; 

[1+(—1)°P]y, wan, 
或 者 根据 式 (69. 5), 写成 

pauaas tt (— DD pm: (69. 6) 
值得 注意 的 是 ,此 式 对 玻 色 子 和 费 米子 都 是 一 样 的 ， 

对 于 由 粒子 和 反 和 粒子 组 成 的 系统 而 言 ， 交 换 的 结果 也 可 以 用 
公式 (69. 5) 表 达 ， 不 过 , 和 全 同 粒子 的 情形 不 同 ， 在 这 里 ,两 种 交 
换 对 称 态 都 是 允许 的 , 即 可 以 有 两 种 组 合 : 

bp = 人 pm, 寺 t(— Dp ya (69. 7) 
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这 两 种 态 具有 确定 的 电荷 宇 称 C， 沁 荷 共 罗 运 算 可 以 看 成 自 旋 变 
景 ( 螺 旋 性 ) 反 向 交换 所 产生 的 两 个 粒子 的 所 六 参数 ( 自 旋 和 电荷 ) 
完全 交换 的 结果 .第 一 次 运算 的 结果 相当 于 两 个 全 同 粒子 系统 中 
的 交换 ， 由 此 可 见 , 当 式 (69.7) 取 “十 "号 [相当 于 全 同 粒子 所 容许 
的 态 (69.6) ] 了 时 ， 系 统 为 电荷 偶 字 称 态 ， 取 “一 ”号 时 为 电荷 奇 字 
称 态 : 
人 2 一 士 细 +. 

最 后 , 我 们 来 研究 时 间 反 演 运 算 、 自 旋 为 s, 其 分 量 为 c 的 静 

下 粒子 的 波 图 数 按照 下 式 变换 : 
Py =(—1) yy,,., 
[参看 第 三 卷 (60. 2)], 就 其 交换 性 质 而 言 ,两 个 粒子 在 它们 的 质心 
坐标 系 中 的 波 函 数 也 可 以 看 成 角 动 量 为 V、 分 量 为 MM 的 “静止 粒 
子 的 波 国 数 ， 至 于 螺旋 性 4, 42 它们 是 不 改变 的 :时 间 反 演 改 变 
了 动量 舌 量 和 和 角 动量 矢量 的 符号 ,因而 莱 积 j:P 不 受 影 响 ， 所 以 、 
Py jn = (— 1 Xp) - (69. 8》 
现在 我 们 可 以 直接 写 出 螺旋 性 振幅 的 对 称 关 系 式 . 
如 有 果 相 互 作用 是 P- 不 变 的 ,那么 , 对 于 反应 
ob——>c+d 
来 说 , 跃迁 振幅 
(4A >|Ahs> 和 Pl44,)->P1A.44) 
应 该 是 一 样 的 (对 给 定 的 了 和 e)， 因 此 ,利用 式 (69. 4), 我 们 求 下 
CAha| ST| 4h,y 


= 1) setsa-sa~ ssl — A,, Sr —A,>. 《69. 9 六 


如 果 选择 具有 一 eT , 即 选取 组 合 
3 Wrst Pras) 
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式 中 44*=4 或 440) 而 不 是 具有 一 定 螺旋 人 性 的 态 , 弄 么 , 宇 称 
不 守恒 有时, 蹊 迁 振 幅 为 零 . 
时 间 反 演 使 每 一 个 访 按 照 式 (69. 9) 变换， 并 且 使 初 态 和 终 套 
肥 换 。， 因 此 ,了 不 变性 引出 关系 式 
ChhalS’ (e) | hd)= hdlS" (e) 1k. (69.10) 
然而 这 两 个 振幅 属于 不 同 的 过 程 ( 反 应 和 逆反 应 )， 只 有 在 举 性 履 
射 的 情况 下 ,两 种 过 程 才 是 本 质 上 一 样 的 ， 式 (69. 10) 也 才 是 这 各 
反应 的 螺旋 性 振幅 之 闻 的 关系 . z : 
在 两 个 全 同 粒子 的 弹性 散射 中 ,由 于 交换 对 称 性 ,不 同 振幅 的 
数目 进一步 减少 .我 们 看 到 ， 当 J 给 定 后 ， 可 能 出 现 的 态 或 属 让 
,4z 的 完全 对 称 坊 ,或 者 是 4 42 的 完全 反对 称 态 ， 因 而 , 角 到 二 
同样 的 情况 也 出 现在 粒子 - 反 粒 子 的 弹性 散射 中 (或 者 一 对 注 
子 - 反 粒子 变 成 另 一 对 粒子 - 反 粒 子 ， 即 a 十 a 一 > b 十 6 类 型 的 及 
应 )， 当 J 给 定 后 , 既 可 能 出 现 对 家 ，4 对 称 的 态 ， 又 可 能 出 现 对 
,4 反对 称 的 态 ， 但 是 ， 这 两 种 态 所 对 应 的 系统 的 虫 痊 字 称 值 不 
同 ， 由 此 得 出 ,如 果 粒 子 的 相互 作用 是 C 不 变 的 , 因而 电 何 裤 称 守 
重 , 那么 ,对 和 ，4 和 4 有 不 同 对 称 性 的 态 乙 间 的 著 迁 是 禁止 的 册 ， 不 
过 ， 我 们 必须 强调 一 个 和 全 辐 粒 子 的 情形 不 辣 的 地 方 . 在 全 辐 粒 
子 的 情形 中 , 对 于 每 一 个 给 定 的 .不 存在 只 有 一 种 对 称 性 的 态 , 
而 在 “粒子 - 反 粒 子 ” 的 情形 中 ， 只 禁止 对 称 性 不 同 的 态 之 间 的 牙 
迁 ， 而 这 些 态 本 身 ( 对 于 每 一 个 了 来 说 ) 却 是 存在 的 . 
因为 存在 普遍 的 CPT 不 变性 ,所 以 了 不 变性 的 存在 也 恕 意味 
着 存在 CP 不 变性 ，CP 不 变性 使 这 样 两 种 反应 的 振 眉 相等 : 其 中 
QD 韭 侈 同和 粒子 相互 作用 的 各 向 同性 的 不 变性 也 可 以 产生 一 个 类 似 的 禁 阻 . 例如 ， 
在 质子 -中 子 散 射 中 , 只 要 这 种 不 变性 成 立 , 那么 ， 对 于 41, 4 有 不 同 对 称 性 的 态 之 主 
洪 路 迁 是 禁止 入 . 
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一 -种 反应 是 将 另 一 种 反应 中 的 粒子 全 部 换 成 反 粒 子 (并 改变 螺旋 
履 的 符号 ) ,并且 后 二 一 46,…: 
《AAs|S7 | 加) 二 《 知 知 |S" 生年 >»， (69. 11) 

对 同一 广义 反应 的 所 有 交叉 通道 来 说 ， 独 立 振幅 的 数目 是 相 
和 三 的 , 关 此 可 以 由 任何 一 个 通道 决定 这 个 数 ， 例 如 , 可 以 用 同样 数 
目的 独立 振幅 描述 弹性 散射 4 二 5 一 >aTfb 和 洒 没 4 二 #5 一 > 
5 二 5， 这 时 ， 第 一 种 情形 下 由 了 7 了 不 变性 所 加 的 限制 等 价 于 第 二 种 
销 形 下 由 C 不 变性 所 加 的 限制 . 

我 们 还 要 讨论 一 个 粒子 衰变 成 两 个 粒子 的 反应 :a>b 十 ce， 在 
质心 党 标 系 ( 妈 粒 子 a 的 静止 参考 系 ) 中 , 我 们 有 Ps 二 一 pe 等 式 
a= fo- jo "已 科 以 力 s, 我 们 得 到 

4 一 4 一 4 (69. 12) 
{定义 粒子 a 的 螺旋 性 友 为 其 自 旋 在 一 个 次 级 粒子 动量 方向 上 的 
分 其 )， 可 以 说 ,此 式 是 该 过 程 所 具有 的 附加 对 称 性 (对 方向 ps 和 
~ 了 Ps 的 轴 对 称 性 ) 的 结果 ， 如 果 粒 子 a 的 自 旋 s。 小 于 ss 十 5。， 那 么 
克 (69. 12) 鞋城 少 所 容许 的 数值 组 ,入 的 数目 ,从 而 减少 癌 
的 独立 螺旋 性 振幅 的 数目 ， 这 时 ， 总 角 动 量 了 等 于 初级 粒子 的 自 
旋 so 因而 是 一 个 固定 值 . 
训 变 时 的 王 不 变性 由 下 式 表达 ; 
《he18713o》 一 (一 Dr (一 和 一 人 187 | 一 和) 
(69. 13) 
T 在 这 里 , 除 应 用 了 式 (69. 和 以 外 ， 还 应 用 了 单一 粒子 波 函 数 的 变 
换 规 则 (16. 16) ]. 

如 果 初 级 粒子 是 真 中 性 粒子 ， 那 么 C 字 称 守恒 时 还 会 出 现 进 

@ 既然 这 两 个 振幅 属于 不 同 的 反应 , 它们 之 间 就 不 会 互相 干涉 ; 因此 ，(59.11) 
中 的 相 因 子 就 没有 意义 ， 可 以 假设 它 等 子 1 ， 只 有 从 (69. 11) 推 出 的 截面 公式 未 有 实 
浙 意 义 . ; 和 
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一 步 的 限制 ， 在 这 里 必须 区 别 三 种 情形 ，。 如 果 误 变 产 物 也 是 真 中 
性 粒子 ,必定 有 0。 二 0,06; 这 个 条 件 要 么 完全 禁止 衰变 , 要 么 被 满 
足 而 不 出 现 新 的 限制 ， 如 果 粒 子 5 和 c 完全 不 同 ， 那 么 C 不 变性 
将 在 不 同 过 程 (a>5 十 c 和 a->5 十 5) 的 振幅 之 间 建 立 一 种 关系 ,最 
后 ,对 于 衰变 a->b 十 5 有 一 种 限制 ,因为 当 电荷 字 称 C 和 总 角 动 量 
J 二 $4 给 定时 , 系统 不 是 处 于 螺旋 性 对 称 态 ， 就 是 处 在 螺旋 性 反对 
称 态 , 依 数 了 的 奇偶 和 C 的 符号 如 何 而 定 . 
CP 不 变性 意味 着 衰变 a>5b 十 c 和 5->5 十 5 的 振幅 相等 : 
《dp4e187 4 一 (生生 | 人 | 后 > (69. 14) 
( 式 中 行 天 一 4 …)， 即 粒子 和 反 粒 子 的 衰变 几率 相等 ， 如 果 粒 
子 的 衰变 方式 不 止 一 种 ( 即 通 过 不 同 的 通道 衰变 )， 此 式 对 每 个 通 
道 都 是 适用 的 .但 是 我 们 着 重 指出 , 这 个 结论 是 基于 CP 不 变性 ， 
而 OP 不 变性 并 非 自 然 界 的 普 适 性 质 只 有 CPT 不 变性 才 是 普 适 
的 ,这 一 要 求 本 身 只 能 导致 等 式 
《Me187 > 一 (和 187145 生 >》， 
此 式 右 端 是 衰变 的 着 过 程 。 我 们 将 在 8 71 看 到 ,CP7Z 不 变性 条 件 
将 和 么 正 性 要 求 一 起 ， 在 粒子 和 反 粒 子 的 衰变 几率 之 间 仍 然 会 引 
出 某 种 关系 ,虽然 这 种 关系 受到 更 多 的 限制 . 


习 题 
1. 利用 式 (69, 6) 求 双 光 子 系统 可 能 状态 的 分 类 . 
解 ” 在 这 种 情况 下 ,41, 1 一 士 1， 当 y 为 偶数 (7 之 0 时 ， 根 据 (69.6)y 
允许 三 个 对 A 4, 对 称 的 态 : 
a) Piru 6) Prai-is C) PraiitP ru-i. 
当 J 为 奇数 ( 且 了 >1) 时 , 允许 一 个 反对 称 态 : 
d) Bruit Pru- 
态 ) 和 态 4) 也 具有 确定 的 字 称 (十 1); 按照 式 (69. 和， 
PByauitbrn) = 土 (—D’ 6-i 士 攻 -0 
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:因子 土 ( 一 了 "二 1 因为 括号 前 的 “十 ”对 应 着 J 的 偶数 值 ,而 “一 ”对 应 着 J 的 
奇数 值 ， 态 a) 和 态 5〉 没有 确定 的 字 称 , 但 是 , 可 以 由 它们 的 组 合 
a') Bruiitt pra 1l—i9» b') Ptl— Pru- 1 

得 到 侦 字 称 态 和 奇 字 称 态 ， 当 J 了 =0 时 只 允许 4;= 14:( 根 据 条件 | 4 一 14,| 声 
7) ,因而 态 c 不 出 现 ， 只 有 一 个 偶 字 称 态 和 一 个 奇 宇 称 态 w) 和 6') .最 
后 , 当 J=1 时 ， 对 奇数 J 唯一 可 能 的 态 4 ) 也 被 禁止 , 因为 这 时 4 一 2>J。 
这 样 一 来 ,我们 就 得 到 可 允许 状态 的 表 (9. 5). 

2， 在 非 相 对 论 性 近似 中 ， 系 统 的 总 角 动 量 了 由 自 旋 SS 和 轨道 角 动 量 忆 
的 相 加 求 出 ， 试 对 二 粒子 系统 求 态 |JLSM2 和 态 | MA14s) 之 间 的 联系 . 

解 ”按照 角 动量 相 加 时 波 函 数 的 组 成 法 则 , 我 们 有 

prrsu—=E{pe ober O00 SM piu MMsITM (1) 

这 里 多。 为 自 旋 。( 在 固定 z 轴 上 的 分 量 为 0) 的 本 征 函 数 ，zwi 是 轨道 角 
动量 工 (分 量 为 Mz) 的 本 征 函 数 ; 大 括号 内 的 表达 式 相当 于 si 加 ss 给 出 8， 
然后 态 和 工 相 加 给 出 了 求 和 对 所 有 的 加 型 指 标 进行 ， 在 动量 表象 中 把 所 
有 消 数 都 写成 (动量 Pp 三 pi 的 ) 方 向 1 的 函数 ,并 且 利 用 第 三 卷 (58, 7) 把 函 
数 %,v 通过 螺旋 性 状态 的 函数 %nx 表示 出 来 : 


soi 一 Dy (n) pana 
bE (Nn) bn, 
对 于 函数 %zx z, 我 们 有 
poys—Yous Cn) =iz /Et DR, Cn) 


[这 里 利用 了 第 三 卷 的 (58. 25) 和 定义 (16.5)]， 把 这 些 函 数 代入 (1), 且 两 次 
.使 用 第 三 卷 中 的 展开 式 (110，1) 和 克 菜 布 许 -高 登 系数 的 正 交 性 公式 
(106. 13) ,就 得 到 VJzsw 的 展开 式 





grzsw 一 DS prauraT MAANILS MY, (2) 
4142 
- 式 中 
bjs — Puan, 2D Diam /TE +, 
-系数 为 





J MAANITLS MY»= 


DD GTDGSTD" % ) 
i! 一 4 一 人 


Ls J 
(3) 
x( 。 4 7) 
由 于 变换 (2) 是 么 正 的 ,因而 我 们 有 
ILSMIJTMA (THU NILSMY. 


3$70， 不 变 振幅 


在 螺 放 性 振幅 中 使 用 了 一 个 特定 的 参考 系 一 一 质心 坐标 系 . 
但 为 了 利用 协 变 微 扰 论 计算 散射 振幅 (以 及 为 了 研究 它们 的 一 般 
解析 性 质 ) ,把 散射 振幅 写成 明显 的 协 变 形式 是 比较 方便 的 . 

如 时 参加 反应 的 粒子 没有 自 旋 ， 那 么 散射 振幅 仅仅 依赖 于 四 
维 动量 的 不 变 乘 积 。 对 于 形 如 

a 二 +b6—>c+d (70. 1) 
的 反应 ,这 些 不 变量 可 以 是 866 中 所 定义 的 量 s, 1，% 中 的 任意 虱 
个 ， 于 是 ,散射 振幅 化 简 成 一 个 单一 的 国 数 Mr = 厂 (s， 蕊 . 

如 果 粒 子 具有 自 旋 ,那么 ,除了 动力 学 不 变量 s, 1,4 外 ， 还 应 
该 有 由 粒子 的 波动 振幅 组 成 的 不 变量 ( 双 旋 县， 四 维 张 量 等 ). 这 
时 ,散射 振幅 的 形式 应 该 是 

Msi = fals, i) Ps, (70. 2) 


式 中 的 ,是 与 所 有 参加 反应 的 粒子 的 波动 振幅 (以 及 它们 的 四 维 
动量 ) 线 性 相关 的 不 变量 ， 系 数 f(s, 纪 叫 做 不 变 振幅 . 
如 果 所 选 的 波动 振幅 与 具有 一 定 螺旋 性 的 粒子 相对 应 ， 就 能 
得 到 确定 的 不 变量 值 瑟 = (2 27 那么 ,螺旋 性 散射 振幅 就 是 不 
变 振幅 记 的 线性 齐 次 组 合 ， 由 此 可 以 看 到 ， 独 立 函 数 f(s, 旨 的 
数目 等 于 独立 的 螺旋 性 振幅 的 数目 。 由 于 独立 的 螺旋 性 振幅 数 容 
=。 322 。 


易 确定 (如 3 69 中 的 曾 述 ) ,不 变量 7,( 其 数目 已 预先 知道 ) 的 组 成 
也 就 容易 多 了 . 
我 们 举 几 个 例子 。 在 这 些 例 子 中 ， 我 们 假定 相互 作用 都 是 ? 工 
不 变 和 书 不 变 的 。 已 不 变性 意味 着 不 变量 应 该 是 真 标量 (而 不 
是 质 标 量 ). 
1/2 自 旋 粒 子 对 零 自 旋 粒 子 的 散射 
为 了 计算 不 变量 的 数目 ( 即 独立 螺旋 性 振幅 的 数目 )， 我 们 注 
意 到 这 时 S" 和 矩阵 元 的 总 数 ( 即 不 同 的 4,4，4l， 42 的 组 合 数 ) 等 
于 4( 负 = 二 机 二 0, 4,, 丸 二 士 1/2)， 考 虚 到 了 不 变性 , 独立 矩阵 元 的 
数目 减 为 2, 且 了 不 变性 不 会 改变 这 个 数目 . 
两 个 独立 的 不 变量 可 以 取 为 
/= Fs= (VK)u, (70. 3) 
式 中 ,4 二 u(7),w' 二 wu(p') 分 别 为 初 态 费 米子 和 终 态 费 米 子 的 双 旋 
量 振幅 天 一 8 十 8 和 大 分 别 为 初 态 玻 色 子 和 终 态 玻 色 子 的 四 
维 动量 帆 . 
显然 ， 式 (70. 3) 的 两 个 量 是 了 不 变量 ， 这 是 因为 在 时 间 反 演 
下 ,乘积 zw 和民 yw 与 算 符 $ 和 争 yY 的 变换 规律 (28.6) 相同 ， 
且 前 者 是 后 者 的 矩阵 元 :乘积 五 4 本 身 是 不 变 的 ,而 四 维 矢量 歼 ?4 
按 下 式 变换 : 
p> UE VU > yy. 
四 维 动量 也 按照 类 似 的 方式 变换 : (K", 玉 ) 一 (K", 一 KK) ,因而 , 标 
量 积 一, (yw) 是 不 变 的 . 
两 个 1/2 自 旋 的 全 同 粒子 的 弹性 散射 
@ 车 看 起 来 , 似乎 还 可 以 组 成 如 on.k*b "ru 这 样 的 不 变量 [矩阵 av。 的 定义 见 
(28.2)]。 然 而 ,如 果 考虑 守恒 定 律 * 一 Ptk 一 p” 和 双 旋 量 振幅 所 满足 的 方 和 
(YDu= mu, (YP) 一 到 去 
就 会 发 现 ,这 样 的 不 变量 可 以 化 成 式 (70, 3). 四 
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”为 了 计算 独立 的 螺旋 性 振幅 数 ， 比 较 方 便 的 做 法 是 从 螺旋 性 
状态 的 线性 组 合 出 发: 
1 = tp -pao prr—- -Wg = +- 十 仇 -+， 
ps= p+ - 一 轨 
式 中 的 下 标 土 指出 两 个 粒子 的 螺 施 性 量子 数 (《 土 1/2)。 两 个 粒子 
交换 时 , 态 19, 29, 39 不 变 ,而 态 % 变 号 , 可见 跃迁 go4 是 禁止 的 ， 
因而 ,考虑 交换 对 称 性 时 ,还 有 16 一 6= 10 个 矩阵 元 . 对 于 反 演 书 ， 
荔 数 1s 和 Yas 的 字 称 与 yar 的 字 称 相 反 ， 它 们 之 间 的 跃迁 被 禁 
于 ,这 就 使 独立 振幅 数 减 少 到 6， 最 后 ,7 不 变性 使 跃迁 19->39 和 
39->19 的 振幅 相等 ,所 以 总 共 只 剩 下 5 个 独立 振幅 ， 可 以 选 5 个 
独立 的 不 变量 如 下 : 
Fi= (U0) (za Fs= (Uy u) (Uy 4), 
Fs= (Uy) (Up) Fa= (Uy Y 1) (Up ay 2), ?70. 4) 
F's= (WOW) (20 ,U2), 
式 中 tw, Wz 为 初 态 粒 子 的 双 旋 量 振幅 ,而 2 2 为 终 态 粒子 的 双 旋 
量 振幅 , 初 态 (或 终 态 ) 粒子 间 的 交换 不 会 引出 新 的 不 变量 : 新 的 不 
变量 可 以 通过 先前 的 不 变量 表达 (参看 8$ 28 的 习题 )， 但 是 , 表达 
趟 (470.2)[L 其 中 的 由 (70.4) 给 出 ] 显 然 没 有 考虑 到 两 个 全 同 费 
米子 的 交换 必然 要 改变 散射 振幅 的 符号 这 个 要 求 ， 满足 这 个 要 求 
的 表达 式 可 以 写成 
2 Msi=L (U0) (222) ft, 0 — (W201) CU 2) fi, £) + ，. 
(70. 5) 
当 癌 和 (或 9! 和 2) 交 换 时 ,运动 学 不 变量 5->5, tf->4，s>1， 
因而 上 述 要 求 必然 得 到 满足 . 
”” 自 旋 为 0 或 1/2 的 粒子 对 一 个 光子 的 弹性 散射 
这 类 过 程 的 振幅 可 用 满足 下 列 条 件 的 类 空 的 四 维 单 位 失明 
ed, ee) 来 表达 . 
。324 。 


eV =~e®)=—1, eVe?=0, 
eV k=edh0, eh'=e dE’ m0. 
(这 两 个 四 维 矢量 都 可 以 作为 四 维 单位 矢量 ,用 以 对 初 态 光 子 或 终 
态 光 子 的 极 化 性 质 作 不 变性 描述 一 一 参看 § 8). 
设 & 和 2 分 别 为 光子 的 初恋 和 终 态 的 四 维 动量 ,而 了 和 2 分 
别 为 获 射 粒子 的 初 态 和 终 态 的 四 维 动量 .我 们 来 研究 四 维 矢 量 
1 mA 1 PE+YK 
Pr—pitp"— KP | 


Ne PP 下 


(70. §) 


(70. 7) 
式 中 

K=Ei+k, 9=7—p 一 8 一下。 
它们 显然 是 互相 正 交 的 ， 并 且 也 与 四 维 矢 量 天 ,9 正 交 , 因而 还 与 
kb" 正 交 ， 既 然 它们 与 类 时 的 四 维 矢量 开 正 交 ( 天 "一 284 太 盖 0)， 它 
们 自身 必定 是 类 空 的 (实际 上 ,在 天 =0 的 参考 系 中 ,由 KP=0 可 
以 得 出 Po 二 0, 因 而 P?<0). 令 





NN? " 
ey ey (70. 8) 


将 P 和 六 归 一 化 , 我 们 便 得 到 具有 所 需 各 种 性 质 的 一 对 四 维 矢量 , 
可 以 看 到 , e2 是 真 矢量 ，“ e0) 是 磊 矢 量 ， 

借助 初 态 光子 和 终 态 光子 的 四 维 极 化 矢量 e 和 e"， 光 子 的 散 

射 振幅 可 以 写成 / | 

的 Mri=F” ee,. (70. 9) 

光子 的 螺旋 性 只 能 取 两 个 值 ( 士 D, 因而 在 一 个 堆 自 旋 粒 子 对 

一 个 光子 的 散射 中 , 独立 的 螺旋 性 振幅 数 等 于 2, 这 与 零 自 旋 粒子 

和 1/2 自 旋 粒 子 的 相互 散射 一 样 。 式 (70.9) 中 的 张 量 F*” 仅 仅 由 
粒子 的 四 维 动量 组 成 , 可 以 写成 如 下 形式 : 

Fr*—fie ied- fe et (70. 10) 

式 中 的 fi, f 为 不 变 振幅 . 应 该 指出 , 7” 中 没有 包含 乘积 ee 
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的 项 ， 因 为 这 个 乘积 是 腊 张 量 ， 当 代入 式 〈70. 9) 中 时 将 得 到 硅 
最 后 我 们 来 研究 一 个 1/2 自 旋 粒子 对 一 个 光子 的 散射 ， 为 了 
计算 独立 的 螺旋 性 振幅 数 , 我 们 看 到 , 在 这 种 情况 下 ,5S"” 矩阵 元 的 
总 数 为 16( 两 个 初 态 粒子 和 两 个 终 态 粒子 中 的 每 一 个 都 可 有 葬 个 
毕 旋 性 的 值 )，P 不 变性 要 求 使 这 个 数 减 少 到 8， 最 后 ， 了 不 变性 
雪 汇 又 使 它 减少 到 6. 
在 这 种 情况 下 , 张 量 Fs 可 以 写成 
PF,=Go(el Ve ie et) -+G(eivVe t+ edYe) 十 
Gs(eiV el —e Ve )+G (evet— ewed), (70.11) 
起 中 的 Go, Gs 为 真 标量 , Gu Ga 为 谋 标 量 , 这 四 个 量 都 龙 费 米子 双 
旋 量 振幅 22 和 2( 纪 的 双 线 性 式 , 即 形式 为 
Cr 一 元 (2 ) Ga2(2) (70. 12) 
和 矩阵 @ 的 一 般 形 式 ( 在 双 旋 量 指标 方面 ) 为 
Qo=fit+ feyK), OQ1=p LfstfirK)), 
Qe=» Lfs+fe(yE)], Qs=frt fel(yEK), 
式 中 玉 =k 十 b。 系数 有 1,…, fs 为 不 变 振 幅 ， 在 这 里 是 8 个 (而 不 
是 6 个 ), 因为 还 没有 考虑 下 不 变性 要 求 . 
时 间 反 演 交 换 粒子 的 初 , 终 态 四 维 动量 , 也 改变 它们 的 空间 分 
县 的 符号 : 


| (70. 13) 


(bo, R)<> (ko, —R), (po, PP, 一 六)。 (70. 14) 
光子 的 四 维 极 化 矢量 按 下 式 变 换 : : 
| (eu e)<y(ei* 一 e'y) (70. 15) 
[比较 (8. 11c) ,因而 


(e 扩 en eie0y eieb) 一 >(e0 en 一 60reiy eh* Ci). 
由 于 这 报 后 一 个 变换 , 散射 振幅 (70. 9) 的 不 变性 条 件 等 价 于 
《Poo， Pios Pip)——> (Foo, — Fo Pri). 
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-为 一 方面 , 由 于 代 换 (70. 14) ,我 们 有 
(Ko, K)->(Ko, —K), (go0o,q)—>(—go0, GD)， 
(Po P)—> (Po, ~—P), (No, N)-—>(No, —N), 
-以致 
(ef ed2)->(eg2， 一 ed2)。 (70. 16) 
因而 , 从 表达 式 (70. 11) 出 发 ,我 们 必定 有 
Cs->G Le， Gi->— Go. 
但 在 时 间 反 演 下 ， 
Uy uu, Uy (vyKR)u > (vyE)Y, 
从 哇 标 量 和 硒 人 矢量 双 线 性 式 的 变换 规则 (28. 6) 来 看 ， 这 也 是 很 明 
最 的 。 由 表达 式 (70. 12) 和 (70. 13) 可见， 由 于 散射 振 蚂 的 人 不 变 
性， 必定 有 
fs=f6=0. (70. 17) 
SS 71。 么 正 性 条 件 
散射 什 阵 应 该 是 么 正 的 : S51+==1, 或 用 和 矩阵 元 表达 为 : 
(SS:) ,= > SS = 6 (71. 1) 
式 中 的 % 表示 一 切 可 能 的 中 间 态 @， 这 是 5 矩阵 的 最 一 般 的 性 
质 , 它 保证 了 状态 的 妇 一 性 和 正 交 性 在 反应 中 得 以 保持 (比较 第 三 


卷 $125,§ 144)。 特别 是 , 等 式 (71. 1) 的 对 角 元 只 不 过 表达 这 样 一 
个 事实 : 由 已 知 初 杰 到 一 切 终 态 的 跃迁 几率 之 和 等 于 了 即 


D> 18s “一 | 





@ 当然 , (71, 和 中 6 的 实际 意义 与 量子 数 的 具体 选择 和 系统 波 范 数 的 归 一 化 有 
- 关 ， 它 的 定义 应 该 使 
. | D>_j6u4=1, 
/ 
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将 形 如 (64. 2) 的 年 阵 元 代入 (71. 1), 我 们 得 到 
Tp — Ths=i(2z) > 6 (P,P)TT, 


=i(2x)42 “(Ps ~—Pn) TE Tna (?1. 2 六 


我 们 在 等 式 右 端 写 出 两 种 等 价 的 形式 ， 这 是 由 于 把 么 正 性 条 件 分 
别 写 成 SS*=1 或 心地 =1( 即 交换 心 和 总 :的 次 序 ) 而 得 出 的 .我 
们 看 到 ， 这 个 等 式 的 左 端 是 的 矩阵 元 的 一 次 式 ， 而 右 端 是 二 次 
式 ， 因 此 , 如 果 相 互 作 用 ( 璧 如 说 ， 电 磁 相 互 作用 ) 包含 一 个 小 参 : 
数 , 那么 左 端 将 是 一 级 小 量 ， 而 右 端 是 二 级 小 量 ， 在 一 级 近似 中 ，， 
后 者 可 以 略 去 , 因而 有 
Ty =T*y, (71. 2) 

即 矩 阵 荆 是 后 密 的 ， 

为 了 赋予 么 正 性 条 件 (71. 2) 以 更 具体 的 形式 ， 必 须 明确 对 不 
求 和 指 的 是 什么 ， 让 我 们 就 两 个 粒子 的 碰撞 来 研究 这 个 问题 ， 并 
且 假定 守恒 定律 只 容许 弹性 散射 ， 这 时 , 式 (71. 2) 中 的 所 有 中 冰 
态 也 都 是 “二 粒子 ?> 态 ， 对 它们 的 求 和 意味 着 对 中 间 动 量 胡可 
分 , 并 对 两 个 粒子 的 自 旋 量 子 数 (例如 螺旋 性 ) 122 求 和 : 

> ee 人 

用 § 64 中 那样 的 方法 消去 6 函数 ， 便 得 “一 粒子 的 ” 么 正 性 条 : 
件 为 








并 1y vs Fr 
Tri—Tis=7 2 二 [TT te esdo 9 


式 中 的 了 PP 和 & 因为 及 生 和 中 的 动量 和 总 能 量 .、 根据 式 
(64. 10) 将 振幅 Ty; 换 成 WUr 后 , 便 可 消去 归 一 化 体积 : 
Ji 一 * p= Co - pl -| Ma Mudo"”. (71. 4 
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我 们 这样 定义 强 性 散射 振幅 ， 合 得 
do 一 | 用 人 |2do1， OL5) 
n,n 分别 为 初 态 和 终 态 动量 的 方向 ;为 六 分 别 为 初 态 和 终老 的 自 
将 是 子 数 ， 与 (64. 19) 比较 , 就 可 看 出 
HI se CL) 


“3 人 


酒 么 让 性 条 件 (71. 4) 弯 
CFan 一 Ca 3* 


_1IP| ; + a 77 3277 产 六 本 7 。 
Mk (fin’a' ynAaAlfln’ yy*do”, (71. 7) 


此 式 是 非 相 对 论 性 理论 中 的 常用 公式 [第 三 卷 (125..8)) 的 推广 

零 角 度 弹性 散射 的 振幅 是 对 角 和 矩阵 元 Tit。 在 这 个 乍 阵 元 中 ， 
这 子 的 终 态 和 初 态 是 一 样 的 了 ， 对 这 个 振幅 ， 人 么 正 性 条 件 (71. 2) 
取 如 下 形式 : 


2 Im = 20 BTN (PP) OL 
此 式 有 油 与 初 态 二 给 定 的 一 切 可 能 的 散射 过 程 的 总 截面 (我 们 记 


作 ac 只 差 一 个 因子 、 事实 上 , 几率 (64.5) 对 态 了 求 和 并 除 以 流 
密度 J)， 便 得 到 


= 5 [00 (P 一 PP)， 


天 而 


2V To i 二 0 
J 


邻 Ts; 二 Mi;/ (2e1V .2eV) (es 2? 为 粒子 在 质心 坐标 系 中 的 能 





WD 应 该 强调 指出 , 我 们 所 说 的 正 是 卫 的 矩阵 元 ， 而 不 是 8 的 矩阵 元 , 即 从 S 中 减 
去 单位 矩阵 以 后 的 对 角 元 素 ， 四 
329 。， 





量 ), 并 将 (64. 17) 的 了 代入 ,就 消去 了 归 一 化 体积 ， 而 有 

ImM,;=2|p|eo,. (71. 9¥ 

这 个 公式 就 是 所 谓 的 光学 定理 . 如果 引 入 弹性 散射 振幅 (7?1. 6)， 
便 得 到 光学 定理 的 一 般 形 式 : 

Im<nd4| flm4=. 卫 - o, (71. 10): 


[比较 第 三 卷 (142. 10) 了 . 
如 果 态 矩阵 是 在 动量 表象 中 给 出 的 (分 波 振 幅 ), 那么 ， 由 于 
它 对 J 是 对 角 化 的 , 么 正 性 条 件 可 以 对 每 一 个 J 值 单独 写 出 . 
例如 ， 车 只 有 弹性 散射 是 可 能 的 ， 么 正 性 条 件 可 以 写成 如 下 
形式 : 
BUN TS NAIALST NA)* = 0. (71. 11) 


由 于 了 不 变性 ,弹性 散射 矩阵 是 对 称 的 [比较 (69. 10)]， 因 而 可 以 
化 成 对 角形 式 ， 这 时 , 么 正 性 条 件 要 求 对 角 元 素 的 模 竺 于 1, 因而- 
一 般 可 以 写成 
S»=exp(216,,), (71. 12) 
式 中 , 6m 为 实 常 数 ,是 能 量 的 函数 (指标 1 标志 一 给 定 了 的 对 角 元 : 
素 )， 在 一 般 情 况 下 , 当 独 立 振幅 数 祥 超过 (平方 ) 和 什 阵 87 的 阶 数 
时 ,使 8 对 角 化 的 变换 系数 由 J 和 恕 决定 (这 些 系 数 不 仅 包括 和 矩 
阵 的 主 值 , 而 且 还 包括 与 原始 的 六 个 量 等 价 的 独立 量 )。 然 而， 如 
果 信 等 于 矩阵 57 的 阶 数 ( 因 而 等 于 和 矩阵 主 值 的 数目 ), 则 对 角 化 系 
数 是 普 适 常数 .这 时 , 对 角 化 状态 具有 确定 的 宇 称 ( 当 然 、， 没 有 确 : 
定 的 螺旋 性 ). 
用 分 波 振幅 《|| 表达 时 , 条 件 (71. 11) 的 形式 为 
SANA2— AIF 14 =2ilp| HF IN AF IA). 
(71. 13> 
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只 要 把 展开 式 (68. 13) 代 入 (71. 7)， 并 考 意 到 刀 函 数 的 正 交 归 一 
性 , 就 不 难 证 明 这 一 点 ， 如 果 存 在 了 不 变性 ， 和 矩阵 《| 六 | 力 是 对 
称 的 , 式 (71. 13) 变 成 - z 

ImC2 和 二 上 |。 (71. 14) 


知 果 达 个 给 了 被 对 角 化 ， 它 的 对 角 元 就 
f;= 2 下 六 p | Lexp (216),) 一 1 二 -一 Tr exp (16 0,) sinOyn. 
(71. 15) 


最 后 ， 我 们 给 由 一 些 由 么 正 性 条 件 和 CPT 不 变性 得 到 的 结 

论 ，CP7 不 变性 给 出: 
Ty; = TiF (71. 16) 
式 中 ， 状 态 ? 和 了 与 状态 i 和 的 区 别 在 于 全 部 粒子 换 成 了 它们 
的 反 粒 子 ( 且 在 动量 不 变 条 件 下 角 动 量 和 拓 量 改变 符号 )。 特 别 是 ， 
对 村 对 角 元 素 
了 一 了。 

轴 此 , 由 式 (71. 8) 和 (71. 9) 得 出 ， 对 于 粒子 之 间 和 反 粒 子 之 间 的 
反应 , 初 态 给 定 的 所 有 可 能 过 程 的 总 截面 都 是 相同 的 . 

特别 是 , 粒子 和 反 粒 子 的 总 嘉 变 几 率 〈 即 寿命 ) 相同 ， 这 些 结 
果 连 同 粒子 和 反 粒 子 质 量 的 相等 ($ 11), 是 由 相互 作 用 的 CPT 不 
变性 得 出 的 最 重要 的 结果 .我 们 知道 (参看 $ 69 末 )， 对 每 一 可 能 
的 衰变 通道 单独 而 言 , 这 样 的 结论 要 成 立 , 还 要 求 遵守 CP 不 变性 . 


习 题 
根据 么 正人 性 条 件 ， 求 核子 光 致 天 介子 (Y 十 N~>r 十 N) 的 分 波 振幅 与 核子 
一 介子 弹性 散射 (rn 十 N 一 > 十 N) 的 相位 之 间 的 关系 。 这 时 请 注意 : rd 
坝 射 属于 强 相 互 作 用 , 而 光 致 作用 和 YN 散射 属于 电磁 相互 作用 . 
解 ” 分 波 振 幅 可 以 表示 如 下 : 
<nN|ISIyN2= 6»,, 
。33 6 


YNISiyN»= 85,,, . 
CaN|SIxN)=8,, 
( 略 去 了 J 指标 和 螺旋 性 指标 )， 光 致 作用 是 电荷 e 的 第 一 级 过 程 ,yN 散射 
为 第 二 级 过 程 ; 因而 51,~e，8,, 一 1~e:， 振 幅 8。。 不 含 小 法 ， 精 确 到 --e 
项 ,条 件 (71, 1) 给 
SyS¥, + ISt By 十 SS 一 0， (1 
SyS Ys SS Sd, =1. (2) 
[等 式 (2) 右 端的 1 表示 自 旋 变 量 的 单位 抢 阵 ]， 由 于 外 不 变性 ， 和 矩阵 8。。 是 
对 称 的 ,县 8,。=8。。 我 们 取 和 矩阵 8。。 的 对 角形 式 , 即 对 应 于 具有 确定 字 称 
的 介子 态 ， 这 时 由 (2) 可 以 得 出 ,对 角 元 素 的 形式 为 e620 (具有 不 同 的 常数 
6-)， 那 么 ,对 于 和 矩阵 8。， 的 每 一 个 元 素 , (1) 给 出 


Oxy 一 
* 
SS*, 


— e220, 
”由 此 得 出 
Sy= 土 | Sy|iei?s, 
所 以 , 在 一 个 县 有 确定 字 称 的 态 中 , 光 致 作用 的 分 波 振 幅 相 位 由 rN 弹 性 履 竺 
的 相位 决定 . 
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§ 72， 编 时 乘积 

如 果 粒 子 间 的 相互 作用 可 以 看 作 小 量 , 那么 ,粒子 磁 撞 时 所 发 
生 的 各 种 过 程 的 几率 就 可 以 用 微 扰 论 来 计算 ， 不 过 ， 非 相对 论 量 
子 力 学 中 的 微 扰 论 形式 有 一 个 明显 的 不 足 之 处 没有 直接 显现 出 
相对 论 不 变性 ， 虽 然 将 这 种 理论 形式 应 用 到 相对 论 性 问题 时 ， 最 
终结 果 满 足 相 对 论 不 变性 条 件 ， 但 由 于 中 间 公 式 不 是 协 变 形式 ， 
使 得 计算 十 分 复杂 .在 这 一 章 ， 我 们 将 阐述 一 种 氛 脱 上 述 缺 点 的 
由 费时 建立 的 始终 一 致 的 相对 论 性 微 扰 论 (R.P.Feynman, 1948 
— 1949).. : 

在 系统 的 二 次 量子 化 描述 中 ， 我 们 用 外 表示 在 自由 粒子 各 种 
状态 的 占有 数 “ 空 间 " 中 系统 的 波 函 数 ， 系 统 的 哈密 上 顿 算 符 站 = 在 
十 耻 ， 六 为 相互 作用 算 符 ， 令 台 。 为 非 微 扰 哈 密 顿 算 符 的 本 征 国 
数 ， 每 一 个 本 征 函 数 相应 于 所 有 占有 数 的 某 些 确定 值 , 任 一 国 


数 生 可 以 展开 成 多 = 之 ,Co9r 因而 , 精确 的 波动 方程 


i29 一 (Bo+V)D (72. 1) 

变 成 系数 0 的 方程 组 : : : 
iC， 一 之 ,Fom ei(zo Bm) tO,, (72. 2) 
武路 sm 为 算 符 广 的 与 时 间 无 关 的 矩阵 元 ， 了 为 非 微 拒 系 觉 的 


级 (比较 第 三 卷 § 40)， 
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按照 定义 , 算 符 六 不 显 含 时 间 . 另 一 方面 , 量 


Vam(t) =Vnme "Sm (72. 3》 
可 以 看 成 与 时 间 有 关 的 算 符 
P(t)=exp(ifot)Vexp(—idot) (72. 4) 


的 矩阵 元 ， 我 们 把 六 ( 巧 称 为 相互 作用 表象 中 的 算 符 , 以 区 别 于 原 
来 的 与 时 间 无 美的 醉 定 庶 算 符 YD。， 我 们 用 同一 字母 多 代表 这 个 
新 表象 中 的 波 函 数 ,就 可 以 将 方程 (72. 2) 在 符号 上 写成 

iD=Y (0. (72. 5 小 
在 这 个 表象 中 , 波 贸 数 的 变化 是 完全 由 于 微 扰 前 作用 , 即 对 应 着 由 
粒子 的 相互 作用 引起 的 过 程 ， : 

如 果 更 (的 和 更 (6 是 两 个 相继 时 刻 的 瑟 值 , 那么 ， 方 程 : 
(72. 5) 表 明 : 
DE6t) =L1—idt.V(t) IB) 

一 exp[ —i6t.V(t) (tt). 
从 而 任 一 时 刻 的 多 值 可 以 用 某 一 初始 时 启 tii(ty>>t) 的 外 值 
表示 出 来 : 


f 
B00) =|ITexpi—i8t 7 (I D0). (72. 6)- 


式 中 乘积 是 对 t; 和 之 间 所 有 无 穷 小 间隔 0te 求 积 的 极限 .如 : 
果 了 ( 蕊 是 一 个 普通 国 数 , 这 个 极限 就 简化 为 


exp( 一 让 (COd ) 
不 过 这 个 结果 能 否 成 立 , 要 看 由 式 (72. 6) 的 乘积 变 为 指数 上 的 求 


@ 应 该 强调 的 一 点 是 , 定义 (72. 4) 中 的 让, 是非 微 扰 的 哈密 顿 算 符 , 这 一 点 与 咎 - 
符 的 海 森 保 表象 不 同 ， 在 海 森 伯 表象 中 ， 
Vai) exptiHi Vexp( ift) 
《参看 第 二 春 $13 和 本 书后 面 的 3 102). 
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和 81, 属于 不 同时 刻 的 因子 之 间 是 否 对 易 。 算 符 广 (t) 没 有 这 和 样 的 
对 易 性 ,因而 不 能 化 成 通常 的 积分 . 
我 们 可 以 把 这 (72, 6) 写成 符号 形式 : 


BD) =Texp{—i| PID) 072.7) 


式 中 的 7 为 编 时 符号 , 它 表 示 莱 积 (72. 6) 的 各 相继 因子 的 一 定 
(“ 编 时 的 ”) 时 间 上 顺序 ， 特 别 是 , 当 > 一 co tr 一 十 时， 我 们 有 

号 ( 十 co) = 一心 瑟 ( 一 cc)， (72. 8) 
式 中 
S=7expi 一 | (dt 1 (72. 9) 


式 (72.7) 一 (72.9) 是 波动 方程 形式 上 的 精确 解 ， 这 种 写法 的 
意义 在 于 , 我 们 能 很 容易 地 得 出 微 扰 的 需 级 数 


Df" ff” qa. ..， z 
S-Di ds | an TV EDV G2) (4)}. 


(72. 10) 
在 这 里 ,每 一 项 中 积分 的 第 万 次 考 可 以 写成 重 积 分 ,符号 了 表示 
在 变量 1, t2,…, ti 的 每 个 值 域 中 ， 相 应 的 算 符 按照 从 右 到 左 # 
值 增长 的 编 时 次 序 排列 了 。 

由 定义 (72. 8) 可 见 ， 如 果 系 统 在 碰撞 前 处 于 态 Bi( 自 由 粒子 
的 某 种 集合 ), 那么 它 跃 迁 到 态 @y( 自 由 粒子 的 另 一 种 集合 ) 的 上 儿 
率 振幅 为 矩阵 元 Sr。 于 是 , 这 些 和 矩阵 元 组 成 8 矩阵 ， 

在 8 43 中 已 经 给 出 了 电磁 相互 作用 算 答 : 

p=0| (GA) dz. ‘(72.11) 


将 它 代入 式 (72. 9), 我 们 得 到 


D 超人 避 利用 展开 式 (72. 10) 导出 了 相对 论 性 微 扰 论 的 规则 (F. J Dyson, 1949)，. 
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$=7expl ic [Ga 1. 四 (72. 12) 


值得 注意 的 是 , 算 符 (72. 12) 是 相对 论 不 变 的 ， 这 是 因为 被 积 函 数 
是 标量 , 对 dz 的 积分 是 不 变 的 ， 且 编 时 运算 也 是 不 变 的 .不 过 ， 
对 最 后 一 点 , 需要 作 进 一 步 的 说 明 . 

我 们 知道 ,只 要 ti 和 ts 两 个 时 劾 所 对 应 的 世界 点 2 和 zs 是 
被 类 时 间隔 分 开 的 : (zs 一 z1)?>>0， 那 么 这 两 个 时 刻 的 先后 顺序 
《 即 差 握 一 与 的 符号 ) 与 参考 系 的 选择 无 关 . 在 这 种 情况 下 ， 编 时 
舌 译 必 定 是 不 变 的 ， 如 果 (z: 一 z)2<0 (类 空间 隔 ) 那么 ,在 不 同 
的 参考 系 中 , 既 可 以 有 1> 记 ， 也 可 以 有 ts 二 t1D， 但 是 , 这样 的 
两 个 点 所 对 应 的 事件 之 间 不 可 能 有 因果 关系 ， 因 而， 与 这 两 个 点 
相关 的 两 个 物理 量 的 算 符 显然 是 可 对 易 的 .这 是 因为 从 物理 的 观 
点 来 讲 ， 两 个 算 符 的 不 对 易 性 意味 着 相应 的 两 个 量 不 可 能 同时 被 
测量 , 而 这 是 以 两 个 测量 之 间 存 在 物理 联系 为 必要 条 件 的 . 这 样 一 
来 , 上 面 所 说 的 乘积 的 时 序 仍然 是 不 变 的 : 虽然 洛 伦 兹 变换 可 能 颠 
倒 商 个 时 妆 的 顺序 , 但 由 于 两 个 因子 是 可 对 易 的 , 因而 它们 能 够 鳞 
复 到 编 时 顺序 @. 

不 难看 出 ， 本 池 所 给 的 S 矩阵 的 定义 必 定 满 足 么 正 性 条 件 . 
把 S 写成 (72. 6) 那 样 的 编 时 乘积 ,再 运用 广 的 厄 窗 性 ， 我 们 就 可 


QD 为 简单 起 见 ,我 们 常常 说 光 锥 以 内 和 光 欠 以 外 芍 区 域 ,而 不 说 类 时 间隔 和 类 空 

间 深 : 距 x 点 的 间隔 Cz 一 x 小:>>0 的 所 有 点 x 都 在 以 x’ 为 顶点 的 双 光 锥 以 内 ,而 问 陋 
(z 一 x :0 的 所 有 点 都 在 这 个 光 锥 以 外 . 
”加 对 这 一 说 站 需要 补充 一 点 ,以 避免 将 它 应 用 于 乘积 六 (t) 六 《5 … 时 发 生 误 
解 ， 距 然 算 符 六 本 身 不 具有 规范 不 变性 ( 随 4 而 变 ), 那么 因子 广 (11), 广 (t;… 虽然 
在 势 的 一 种 规范 中 是 对 易 的 , 但 在 另 一 种 规范 中 就 可 能 不 对 易 . 因而 ,上 面 的 说 法 必须 
表述 为 ;可 以 这 样 来 选择 势 的 一 种 规范 ,使 六 (ii) 和 广 (2) 在 光 锥 之 外 是 可 对 易 的 ， 显 
然 , 这 ~ 保留 的 说 法 不 会 影响 8 矩阵 的 协 变性 :散射 振 辐 是 实际 的 物理 量 , 它 和 势 的 规 
范 无 关 人 这 种 独立 性 在 形式 上 来 自 $ 43 所 讲 的 作用 量 积 分 的 规范 不 变性 ). 
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求 得 : 心 * 可 以 表达 成 类 似 因子 exp[Li61。* 广 (4)] 的 乘积 (指数 上 的 
符号 可 反 ), 在 编 时 顺序 上 是 村 反 的 ， 所 以 , 当 癌 和 人 相 滋 时 ， 所 
有 因子 就 成 对 地 相 消 . 

应 当 指 出 ， 此 时 算 符 心 的 么 正 性 由 哈密 顿 算 符 的 厄 密 性 保 
证 ， 实 际 上 , 与 这 里 所 述 的 理论 赖 以 建立 的 基本 假定 相 比 , 么 正 性 
条 件 更 具有 普遍 性 . 甚至 在 不 用 哈密 顿 算 符 和 波 请 数 概念 的 量子 
力学 描写 中 它 也 应 该 满足 . 


$ 73， 电 子 散 射 的 费 曼 图 

我 们 用 儿 个 具体 例子 来 说 明 怎 样 计算 散射 给 阵 元 ， 这 些 例子 
将 有 助 于 对 协 变 性 微 扰 论 的 一 般 规则 进一步 公式 化 . 

流 算 符 了 包含 两 个 电子 的 少 算 符 之 积 。 因 此 , 在 一 级 微 扰 论 
中 可 能 发 生 的 过 程 的 初 态 和 终 态 只 有 三 个 粒子 参加 : 两 个 电子 
( 算 符 力 和 一 个 光子 ( 算 符 4A)， 但 是 不 难看 出 ， 自 由 粒子 之 间 不 
可 能 发 .这样 的 过 程 ， | 

这 样 的 过 程 是 能 量 和 动量 守恒 定律 所 禁止 的 、 设 9! 和 和 为 
电子 的 四 维 动量 ,k 为 光子 的 四 维 动量 , 则 四 维 动量 守恒 可 以 表示 
为 上 二 ps 一 D1 或 ¢ 二 p; 十 ?1。 但 是 ,这 样 的 等 式 是 不 可 能 的 ， 因 为 
对 一 个 光子 来 说 ,如 二 0, 而 (ps 土 1)? 肯定 不 等 于 零 . 如 果 我 们 在 
其 中 一 个 电子 为 静止 的 参考 系 中 计算 不 变量 (Pa 士 2 之 值 , 可 以 
得 到 

(Pst p10) 2 一 2(2 士 pi7) =20m+t ee pi ps) = 2m (mt es). 
而 且 由 于 > 和 于 是 有 
(ps+p)°>0, (ps—D) <0. .| (73. 1) 

因此 ， 第 一 个 非 零 的 ( 非 对 角 的 )5 矩阵 元 只 能 出 现在 二 级 微 

扰 论 中 .所 有 的 相关 过 程 都 包含 在 表达 式 (72. 12) 展开 时 得 到 的 


二 级 算 符 中 : 
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S$% = -2 | |azde [7 (2) A Ca (z") A,(z)1. 
由 于 电子 和 光子 算 符 互 相对 易 , 这 里 的 了 乘积 可 以 分 成 两 个 ; 

8 人 | | dtzdtz'. TE (2) 7° (1) JTEA, (4) A,(z')]. 

(73. 2) 

作为 第 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 两 个 电子 的 弹性 散射 ， 初 态 中 
两 个 电子 的 四 维 动量 为 p, 和 zz 终 态 中 两 个 电子 的 四 维 动量 为 pa 
和 ps， 还 假设 所 有 电子 都 处 于 一 定 的 自 旋 态 ， 为 简单 起 见 ， 自 旋 
变量 的 指标 一 律 略 去 . 

由 于 初 态 和 终 态 没有 光子 ， 因 此 ， 所 要 求 的 光子 算 符 了 乘积 
的 年 阵 元 是 对 角 元 素 (01|…|0》 这 里 10) 代 表 光 子 真空 态 .7 乘积 
对 真空 态 的 平均 值 (对 每 对 指标 4,» 来 说 ) 是 两 个 点 z 和 > 的 从 
标的 确定 函数 ， 由 于 四 维 空间 是 均匀 的 , 因而 坐标 只 能 以 差 z 一 zx 
的 形式 出 现 。 张 量 

D,,(z2—7') =iCK0|TA, (zx) A, (x') 10> (73. 3) 

叫做 光子 传播 函数 (或 光子 传播 子 ), 我 们 将 在 876 中 具体 计算 它 . 
“对 于 电子 算 符 的 了 乘积 , 我 们 需要 计算 矩阵 元 

C34| TY (2)7° (2") 112》， (73.4) 
式 中 的 符号 112》, 134》 表示 具有 相应 动量 的 电子 对 的 态 。 这 个 扰 
阵 元 也 可 以 利用 明显 的 等 式 

C2|F|1>=C0]asFat |0> 

表示 成 对 真空 态 求 平均 ， 式 中 的 六 为 任意 算 符 ， 寻 和 @ 分 别 为 
第 一 个 电子 的 产生 算 符 和 第 二 个 电子 的 潭 灭 算 符 ， 于 是 ， 代 夫 式 
(73. 4), 我 们 可 以 计算 量 

0 es zz Jai 24110 >», 78. 5) 
指标 1, 2,… 是 Dj, pa,… 的 简写 . 
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两 个 流 算 符 中 的 每 一 个 都 是 一 个 乘积 ?一 多 免 ， 而 每 一 个 乡 
算 符 是 一 个 和 
$= D100 Bp n, P= 5 (osFot dss) 
(73. 6) 
(两 式 的 第 二 项 都 包含 正 电 子 的 算 符 ， 在 现在 的 问题 中 它们 “不 作 
用 ”). 于是, 乘积 六 (z) 六 (2 人 可 写成 一 些 项 的 和 , 其 中 每 项 都 包含 
两 个 6 算 符 和 两 个 站 算 符 的 乘积 ， 这 些 算 符 应 能 保证 潭 灭 电 子 
1 2 并 产生 电子 3，4。 即 它们 必定 是 算 符 #1, 62, 全, 他， 这 些 算 
符 可 以 与 式 (73. 5) 中 的 “外 ” 算 符 好 , 6, 4s, 6 收缩 且 按 等 式 


Olapa$10)=1 (73.7) 
约 去 ， 由 于 G1, 02， 03， Aas 是 由 » 算 符 中 来 的 ， 所 以 , 式 (73. 5) 中 有 : 
四 项 ; : 人 


A 一 一 一 一 一 一 
(73,5) = 一 44 a YY) (bw atat 十 da, a (hry) ov YY Jo 十 


Ai 一 一 一 一 一 一 
二 Ge (Py) (人 a arf + oa, fa, (jv) (WY b ) 他人， (73,8) 
~ ~ 


式 中 数 二 (x), 风 ' 二 (lz'), 用 插 号 连接 收缩 的 算 符 , 即 ; 这 些 算 符 


中 的 一 对 如 人 按照 (73.7) 约 去 ， 在 式 473. 8) 的 每 一 项 中 ,只 要 连 


交换 算 符 41、,4,、… 的 位 置 , 就 能 使 共 轿 算 符 两 两 靠 扰 (&16i 等 )， 
于 是 ， 它 们 的 乘积 的 平均 值 就 等 于 (73.7) 的 平均 值 的 乘积 .考虑 
到 这 些 算 符 都 是 反对 易 的 (1, 2, 3, 4 是 不 同 的 态 ! )D， 我 们 求 出 扼 


阵 元 (73. 人 为 


C34|TI x) Fx) 112)= (Bay pa) (sy $0) 
+ (Pay’ pi) Bay 3) — Pep pa) Pap "Yi) 
 @ 由 于 这 种 反对 易 , 算 符 多 z) 和 3(z) 在 这 里 可 以 认为 (在 计算 矩阵 元 时 ) 是 对 
昌 的 , 因而 可 以 略 去 7 乘积 的 符 导 . 
.339 。 


~— (Bay pi) Psy "pL). (73. 9) 

我 们 看 到 , 这 个 总 和 的 符号 规定 为 依 式 (73. 5) 中 “外 "电子 算 符 的 

顺序 而 定 ， 这 与 下 述 事实 一 致 : 全 同 费 米 子 散射 时 和 矩阵 元 的 符号 

一 般 是 任意 的 。 当然, 式 (73. 9) 中 各 项 的 相对 符号 与 外 算 符 的 上 

: 式 (73.9) 的 每 一 行 中 的 两 项 ， 区 别 仅仅 是 同时 交换 了 指标 ， 4 

> 和 宗 量 xz,z'。 显 然 ， 这 种 交换 对 矩阵 元 (73. 3) 没有 影 响 [在 

(73. 3) 中 因子 的 顺序 仍然 由 符号 了 决定 ]， 因 此 , 当 式 (73. 3) 和 

(73. 9) 相 乘 并 对 .dtzd4z: 积分 时 , 式 (73 9) 中 的 四 项 给 全 出 两 对 机 
同 的 结果 , 因而 矩阵 元 


Sn=ie’| [aaa Due 一 {Go Va) CPip "4) 


pv) (psy 0) (73. 10) 
《注意 :这 里 没有 因子 1/12!) | 
电 子 波 函数 是 平面 波 (64. 8). 所 以 ， 大 括号 中 的 表 运 式 为 
{i} = (a sa) CUay” Wi) ei(P2 -POF iP- p3) 7! 
— (Bp "us) (Uap "Ua) Ee iP Pilp2 pa)e! 
二 = {(zy "wu) (zsy WU) eitCp2~ -pO tp3-p1)1/ 2 
— (zy’ ui) (Way "M2)e IP1 PD) + ps- 0 
.@-iCp1+p2 -pa POX, 
式 中 下 = 二 (x 十 x /2,5 二 XY 一 w. 对 dzdiz， 的 积分 变 成 对 44d44 并 
积分 ， 对 d4X 的 积分 给 出 6 函数 ( 因 之 ， 刀 十 名 = 了 十 ”然后 
由 矩阵 S 变 成 矩阵 MN(8 64), 最 后 , 我 们 得 到 散射 振幅 
Mji=e” {(Wy 2) D,, (pe —P2) (Zap 41) | 
— (Wy) Do, (ps—p1) (Gay "ua)}, (73. 11) 
这 里 我 们 引用 了 动量 表 稼 中 的 光子 传播 函数 


D,,(&) =| Dé) eridsé. (73. 12) 





振幅 (73. 11) 中 的 两 项 可 以 分 别 用 所 谓 的 费 要 图 表示 
第 一 项 的 费 曼 图 为 


户 AP 


ey reg) Be Hy i) = 区 或 | (73. 13) 
Fp A | 


图 中 的 每 个 交点 (图 形 的 顶点 ) 对 应 一 个 因子 y。 指 向 顶点 的 实 线 
(“入 线 ”) 代 表 初 态 电子 ， 对 应 于 因子 x-- 一 相应 电子 态 的 双 旋 量 
振幅 ;离开 顶点 的 实 线 (“出 线 ”) 代表 终 术 电子 , 对 应 于 因子 z.“ 读 ” 
图 的 时 候 ， 这 些 因 子 自 左 至 右 的 顺序 对 应 着 洛 实 线 逆 箭 头 方向 移 
动 的 顺序 ， 两 个 顶点 用 虚线 连接 ， 虚 线 代 表 一 个 中 间 态 虚 光 子 从 
一 个 顶点 “辐射 "出 来 而 在 另 一 个 顶点 被 “吸收”"， 这 条 虚线 对 应 着 
一 个 因子 一 iD,,(£)， 虚 光子 的 四 维 动量 # 由 顶点 上 的 “四 维 动量 
人 人 决定 ;人 线 和 出 线 的 总 动量 相等 在 现在 的 情况 下 , =, 一 
ps 二 ps 一 pz， 除了 上 述 所 说 的 因子 外 ,还 应 赋予 整个 图 形 一 个 因子 
(io (各 指数 图形 的 项 点数)， 国 而 代表 Li 中 的 项 类 
似 地 , 式 (73. 11) 中 第 二 项 的 费 曼 图 为 


i psp . 
es pt)Dav(t a pru)= Yk (73,. 14) 
万 ~p, 

(请 注意 :二 7 一 二 Ps 一;)， 由 于 张 量 D,, 是 对 称 的 ,不 管 是 从 
ps 端 还 是 从 ps 端 开始 读 图 都 没关系 ， 所 得 到 的 表达 式 完全 一 样 ， 
同样 , 由 于 国 数 D,, (4) 具有 偶 宇 称 (参看 8576)， 虚 光子 线 的 方向 

也 是 无 所 谓 的 ,方向 的 改变 只 不 过 使 变 号 罢了 . 
初 态 粒子 和 终 态 粒子 所 对 应 的 线 叫 外 线 或 图 形 的 自由 端 . 式 
(73. 13) 和 (73.14) 两 个 费 曼 图 的 区 别 仅仅 在 于 交换 了 两 个 电子 的 
。 341。 





自由 端 (ps 和 ps)， 两 个 费 米子 的 这 种 交换 改变 了 费 曼 图 的 符号 . 
这 一 法 则 相当 于 散射 振幅 人 73. 11) 中 的 两 项 有 不 同 的 符号 . 

后 面 我 们 都 是 用 动量 表象 中 的 费 曼 图 ， 但 是 ， 它 们 也 可 与 原 
来 坐标 表象 中 的 散射 振幅 的 各 项 相对 应 [参看 积分 (73. 10)]。 这 
时 ， 电 子 振 辐 由 相应 的 坐标 波 函 数 代 兰 ， 传 播 函数 也 在 坐 蒜 表 保 
中 ， 每 一 个 顶点 对 应 一 个 积分 变量 [(73. 10) 中 的 x 或 z'J]; 相交 
于 一 个 顶点 的 各 条 线 所 代表 的 因子 也 是 相应 变量 的 函数 . 

现在 我 们 来 研究 一 个 电子 和 一 个 正 电 子 的 散射 ， 它 们 的 初 态 
动量 分 别 用 p- 和 2 表示 , 而 终 态 动量 用 p 和 表示. 

在 多- 算 符 (73, 6) 中 , 正 电子 的 产生 和 潭 灭 算 符 分 别 与 电子 的 
潭 灭 和 产生 算 符 同 时 出 现 ， 在 前 面 讨论 的 情况 下 , 算 符 凶 潭 灭 两 
个 初 态 粒子 , 算 符 包产 生 两 个 终 态 粒子 ; 而 现在 这 两 个 算 符 对 电 
子 和 正 电 子 的 作用 却 是 相反 的 .因而 共 罗 函 数 东 (一 2_-) 现 在 将 描 
述 初 态 正 电子 , 而 终 态 正 电子 用 多 (一 四 ) 描 述 (两 个 都 是 四 维 动量 
的 函数 而 符号 相反 )。 考 虑 到 这 一 差别 , 我 们 就 得 到 散射 振幅 @ 

Msi=—e [La(p ) vp )1D,,p- —p)Lui—p) yu(— p41) 

+eLa(—p) yu(p-) ID,, (p+ p) Lup’ ) yu(— 9p)]. 


(73. 15) 
这 个 表达 式 中 两 项 的 费 曼 图 为 
pg A Te 
人 A 
4 pn 


QD 在 非 全 同 粒子 散射 的 情况 下 ， 整 个 振幅 的 符号 是 确定 的 ， 其 确定 方 靶 是 ; 在 
(73. 5) 中 “外 " 算 符 前 排列 顺序 应 该 使 两 个 电子 的 算 符 在 两 头 ， 
Ol GO Bt+at+r|[0> 
(或 者 都 在 中 间 )。 这 一 条 件 保证 了 真空 的 初 态 和 终 坟 有 “相同 的 符号 ”"， 振 焉 的 符号 
也 可 以 由 非 相 对 论 极 限 加 以 证 明 : 后面 我 们 将 看 到 ($ 81)， 在 这 个 极限 中 , (73.15) 中 
的 第 二 项 趋 于 零 ,而 第 一 项 趋 于 卢 雍 福 散 射 的 玻 思 振幅 
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作 图 法 则 上 的 变化 仅 限于 与 正 电 子 有 关 的 部 分 ， 实 的 人 线 和 出 线 
仍然 分 别 表示 因子 % 和 六 不 过 现在 入 线 代 表 终 态 正 电子 ， 出 线 代 
表 初 态 正 电子 , 并 且 所 有 正 电 子 的 动量 都 取 相 反 符号 ， 

请 注意 (73. 16) 两 个 图 形 的 区 别 。 在 第 一 个 图 形 中 , 初 态 电子 
线 和 终 态 电子 线 相交 于 一 个 顶点 ， 初 态 正 电 子 线 和 终 态 正 电 子 线 
相交 于 另 一 个 顶点 。 而 在 第 二 个 图 形 中 ， 初 态 电子 线 和 初 态 正 电 
子 线 相交 于 一 个 项 点 ， 终 态 电子 线 和 终 态 正 电 子 线 相交 于 另 一 个 
顶点 ; 上 顶点 表示 电子 对 潭 灭 同时 发 射 一 个 虚 光 也 而 下 顶点 表示 
电子 对 由 这 个 感光 子 产 生 . 

这 个 区 别 使 两 个 图 形 中 者 光子 的 性 质 有 所 不 同 ， 在 第 一 个 图 
形 中 (散射 "型 ), 虚 光 子 的 四 维 动量 等 于 两 个 电子 (或 正 电 子 ) 的 
四 维 动量 之 差 ， 因 此 ， 妇 一 0[ 参 看 (73.1)]. 而 在 第 二 个 图 形 中 
(“ 漠 灭 "型 ), 允 =2- 十 D+， 因 此 ， 太 >0. 在 这 里 应 该 指出 , 对 于 虚 
充 子 , 恒 有 如 关 0, 这 与 实 光子 不 同 ; 对 于 实 光 子 , 生 = 0 

和 如果 碰撞 粒子 不 是 金 同 粒子 ， 也 不 是 一 个 粒子 和 它 的 反 粒子 
( 葡 如 说 电子 生子 ), 那么 散射 振幅 只 需 用 一 个 图 形 表示 


Ed 


A 


v* (73.17) 


在 这 种 情况 下 ， 费 曼 图 不 可 能 是 肖 灭 型 或 交换 型 ,我 们 可 以 用 解 
护法 求 出 这 个 结果 : 将 流 算 符 写成 电子 流 和 上 子 流 之 和 : 


j= Bg) Pp) 


并 且 在 乘积 je(z)jw(z') 中 到 这 样 -- 些 项 的 拭 阵 元 ， 这 些 项 能 


吏 给 出 所 要 求 的 粒子 的 潭 灭 和 产生 . 

现在 我 们 来 研究 一 级 过 程 。 我 们 在 本 节 开始 曾 指出 ， 这 种 过 
程 是 四 维 动 县 守恒 定律 所 禁止 的 。 这 种 跃迁 的 算 符 

和 | 。343 。 





So Tie js) ae as 
的 年 阵 元 对 应 于 “在 同一 点 me 产生 或 天 死 取 个 真实 粒子 ， 两 个 了 


子 和 一 个 光子 . 它们 因 算 符 8Cz) 和 bz) 在 同一 -点 x 收缩 而 出 现 ， 
县 表示 为 积分 


Sn=—ie [ Fo), CCA Ja 


《加 在 贡生 站) 由 于 被 积 函数 中 包含 着 指数 不 为 零 
的 因子 exp[ 一 i(p, 一 ps 一 £)x]， 所 以 这 个 积分 为 零 ， 用 费 曼 图 的 - 
语言 来 说 ， 这 意味 莉 且 有 三 个 自由 岂 的 图 形 
i | 
.| “1 (73. 19): 
| : 他 7 
等 于 零 ， 

由 于 同样 的 原因 ， 在 初 态 或 终 态 中 有 大 个 粒子 参加 的 二 级 过 
程 是 不 可 能 的 . 在 这 类 跃迁 的 矩阵 元.Sr 中 , 对 dszd4z' 的 积分 将 分 
成 对 diz 和 对 d*z' 的 两 个 等 于 零 的 积分 的 乘积 (这 两 个 积分 的 被 
积 函 数 是 在 同一 点 上 所 取 的 三 个 波 函 数 的 乘积 )， 换 名 话说 , 相应 . 
的 费 曼 图 分 成 如 (73. 19) 那样 的 两 个 独立 图 形 . 


§ 74， 光 子 散射 的 费 田 图 


我 们 来 古 究 另 一 种 二 肥效 应 _ “电子 对 光子 的 散射 ( 康 普 晤 
效应 )， 设 初 态 中 光子 和 电子 的 四 维 动量 为 有 和 Pi， 而 终 态 中 为 
ks 和 2?*( 而 县 光子 和 电子 都 有 确定 的 极 化 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 将 它 
咯 去 ) . 

光子 的 矩阵 元 为 “ i 

C2 TALTI A ) HS= C010sd 4s) 4, er)et1o), (74. 1 
» 344* 








: 式 中 : n 
A= -DA 1). 


A 
4 D 一 ce4。 《ci+ ed A' ds, A (74.2> 


《这 里 用 了 算 符 06 的 对 易 性 ; 由 于 同样 的 原因 ， 符号 .在 这 里 
可 以 赂 去 ). 
电子 的 和 矩阵 元 为 
2127 人 (z 7) 11>= OlasT 2 ») (yp'p"p') atl0>. 
(04.3) 
式 中 包含 4 个 算 符 ， 其 中 只 有 两 个 与 电子 1 的 潭 灭 和 电子 2 的 


产生 有 关 即 与 算 符 好 及 ,as 一 起 收缩 这 两 个 算 符 可 以 是 P', » 


或 市 (而 不 是 闻 或 记 ， 和 Y; 在 同一 点 5 或 <* 上 产生 和 潭 天 
两 个 实 电 子 和 一 个 实 光 子 将 给 出 一 个 等于零 的 表达 式 )， 用 两 种 
:可 能 的 方法 进行 收缩 , 我 们 就 在 矩阵 元 (74. 3) 中 得 到 两 项 假设 
4 之 t 可 以 首先 写 出 这 两 项 : 
《74. 3) 一 0a( By"Y) (Pp'p att+a (Py’y) By bat. 
(74. 4) 
在 第 一 项 中 袖 收 缩 的 和 特 为 


: a 一 > pe, : 8 ot | 
了 由于 算 符 4 86 和 已 时 是 对 角 化 的 且 出 现在 乘积 的 两 头 ， 因而 可 
以 用 它们 的 真空 平均 值 1 代替 . 为 了 对 式 074 作 中 的 第 一 项 进 和 
类 似 的 变换 , 首先 必须 把 算 符 弛 “ 拉 " 到 左 端 , 把 5 * 拉 "到 右 江 
可 以 借助 于 算 符 4,,4; 的 对 易 法 则 
。 345 。 


{4p, 人 + 一 ;, $} + 一 0， 
{6&p, 8} := $;, 人 ,| (74. 5 
来 实现 . 每 果 , 式 (7 和 4 人 变 为 ”.， i 


《Ol (wap’Y) (¥’ D4 ) -全 D1) (hy 所 io t>t’ (74.6) 
(当然 , 只 是 算 符 因子 取 平均 值 )， 类 似 地 , 当 {过 六 时 ， 我 们 得 到 
的 表达 式 和 (74.6) 的 区 别 仅仅 是 交换 了 指标 Ls? >” 和 带 搬 与 不 带 撒 
的 证 号 : 


Of— CPyYpD) Papp) + Pap’)C py p40, et. 
“(74.7) 
式 (74.6) 和 (74.7) 两 个 表达 式 可 以 写成 统一 的 形式 . 为 此 ， 
可 以 利用 y 算 符 的 编 时 乘积 


Te, (7) (zx) = | ,(z) 吉 (2 ti<t, | (74. 8 
Pz) Bil), t>t 
《i,k 为 双 旋 量 指 标 )。 于 是 式 (74. 6), (74.7) 中 的 第 一 项 和 第 二 
项 可 以 合并 成 z 
pap CO Ty. $10 Vit iy 0179 10>y" pi 04. 9) 
(y. 3 代表 矩阵 急切 让) 
应 该 指出 , 按照 自然 定义 (74. 8)， 算 符 的 乘积 在 i<W 和 > 
t' 时 取 不 同 的 符号 ， 这 一 点 不 同 于 对 算 符 4 和 ) 所 使 用 的 7 乘积 . 


的 定义 ， 这 一 区 别 的 根源 在 于 费 米 算 符 凶 、 多 在 光 锥 外 面 是 反对 : 


易 的 (与 对 易 的 玻 色 算 符 4 以 及 双 线 性 算 符 ?= py¥ 不 同 )@. 这 
样 散 保证 了 定义 (74， 8) 的 相对 论 不 变性 x¥ 算 符 对 易 规则 的 形式 - 


@ 我 们 知道 , 闪闪 不 对 认 攻 们 条 议和 的 物 .和 , 闪 亲 在 关外 而 不 展 要 
对 易 . : 
“346* 





证 明 将 在 $75 中 给 出)®@， 
我 们 引入 电子 传播 函数 (或 叫 电子 传播 子 ) 一 2 秩 双 诞 车- 
Gir (X27'), 其 定义 为 


Gie(z 一 7 0= 一 Kol7W， Cz) pa") 10>. (74.10) 
这 时 ,电子 的 矩阵 元 可 以 写成 | 
21TI(z) FC) | 1)=ipiy'Gy°y! +ipiy" Gp’ z (74. 11)° 
” 乘 以 光子 的 矩阵 元 (74. 1) 并 对 dzd'z' 积分 ， 式 (74.11) 中 的 ; 
两 项 给 出 相同 的 结果 ， 因 而 我 们 得 到 
Siez | azatw' pa(7)y’G (a— 2') y "p12") 


x (AY,T) A1, 2) +A, (7) A (2))}. (74.12): 


对 电子 和 光子 波 函 数 代入 平面 波 (64. 8) 和 (64. 9)， 并 像 在 : 
(73. 10) 中 那样 分 出 5 函数 , 最 后 我 们 得 到 散射 振幅 


MM; ‘=—4rem{ (vet)G (pith ) (ven) 


+ (peD Gp hy) (yew, (74. 13) 


式 中 ev es 为 光子 的 四 维 极 化 矢量 ，GC?) 为 动量 表象 中 的 电子 传 
播 函 数 . / 
这 个 表达 式 中 的 两 项 可 以 用 下 面 两 个 费 曼 图 表示 : 


D 任意 数目 的 算 符 的 对 积 都 可 类 似 地 定义 ， 它 等 于 按时 间 增 大 顺序 自 有 于 : 
左 排列 的 所 有 这 些 乌 答 的 冬 积 ， 由 了 乘积 符号 下 的 顺序 变 成 上 述 是 序 时 ,交换 次 数 芍 。 
在 代 性 沁 守 和 的 符号 由 此 可 知 ,交换 作家 机 人 第 答对 积 的 符号 部 要 改变 。 
例如 ， 

四 ee == 一 he). 
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me (ye (7) (9h = HA . 
pd 


四 74.14) 
名 





hres yo) et ye = phe 


2 Pp 
用 虑 线 赤 示 的 图 形 的 自由 端 对 应 着 真实 光子 ， 和 线 《 初 态 光 
子 ) 和 国 了 4re 相 联系 , 出线 ( 终 态 光 子 ) 和 因子 /4re* 相 联系 . 
记 轩 的 。 为 四 维 极 化 矢量 ， 在 第 一 个 图 形 中 ， 初 态 光 子 和 初 态 电 
一 起 被 吸收 ， 终 态 光子 和 终 态 电子 一 起 被 发 射出 来 ， 在 第 二 个 
图 六 中 发 射 终 态 态 光 子 的 同时 潮 灭 初 态 电 子 ， 而 吸收 初 态 光子 的 辐 
时 产生 终 志 电子 . 

连接 两 个 顶点 的 内 实 线 代 表 虚 电子 ， 其 四 维 动 量 由 顶点 上 的 
四 维 动量 守恒 决定 .这 条 线 和 因子 i(1) 相 联系 ， 和 真实 粒子 的 
尖 维 动量 不 同 ， 虚 电子 的 四 维 动量 的 平方 不 等 于 mm。 例如 ,在 电 

子 的 静止 参考 系 中 研究 不 变量 f* 的 时 候 , 不 难 求 出 ; 
fi=(pth) >m, f= (pk)’<m,. (74 15) 


$15, 电子 的 传播 函数 


在 §73 和 874 中 定义 的 传播 函数 (传播 子 ) 在 量子 电动 力学 
的 表述 体系 中 有 着 基本 的 意义 ， 光 子 传播 函数 D,, 是 表征 两 个 电 
子 相互 作用 的 基本 量 ， 这 可 以 从 它 在 电子 散射 振幅 中 所 占 的 位 置 
看 出 来 : 在 电子 散射 振幅 中 ，D,, 与 两 个 粒子 的 跃迁 流 是 相 乘 的 ， 
在 电子 -光子 相互 作用 中 ,电子 传播 函数 有 着 类 似 的 作用 . 


现在 来 进行 这 些 传播 函数 的 实际 计算 ， 我 们 首先 从 电子 情况 
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让 算 符 x8 一 m( 此 处 9, 二 i9,) 作 用 在 函数 
Gis(z—2) =—iK0| TY (2) yz")10") (75. 1 

上 ,i 和 是 双 旋 量 指标 ， 由 于 Vz) 满 足 狄 拉克 方程 (yp— my 
(x) 二 0, 因而 我 们 发 现 ,除了 t=t' 以 外 的 所 有 点 ?上 ,结果 都 为 
零 ， 其 原因 是 当 二 >t 人 二 0 和 #4->i' 一 0 时 G(x 一 2 抱 于 不 同 的 极 
限 : 根据 定义 (74. 8), 这 些 极限 分 别 等 于 

—iXOlp(r, t) pC7’,t)10> 和 +iKOl Yer, t) pr,t)10, 
并 且 我 们 将 要 看 到 ， 它 们 在 光 锥 上 是 不 一 样 的 . 这 使 得 导数 
3G72t 出 现 一 个 附加 的 8 函数 项 : 


一 这 0 和: ~ 人 BATIT C2) 10>+60t 一 上 人) (Ge +0— G1 0) 


《75. 2) 
证 意 到 ,在 算 符 ?多 一 既 中 对 的 导数 是 以 iy"9/at 的 形式 出 现 的 , 
内 而 我 们 有 
(了 有一 各) Gr (tO—2') = 00) vO (YCr,t), 


pr (r’ 9 上 ) + 10>. (75. 3 
反对 易 子 的 求法 如 下 ,将 算 符 当 (7,t) 和 VCr')[ 见 (73, 6)] 
相 乘 ,利用 唱 米 子 算 符 m 56y 的 对 易 规则 , 我 们 得 到 
{, (7, a Pr ,£)}. 


一 之 ， [ypi CT) pps (T') 十 功 -pi(r) P- pr (Tr') (75. 4). 
p 


式 中 %sp(r) 是 没有 时 间 因 子 的 波 函 数 ( 辐 873 和 8§74 为 简单 
计 ， 略 去 了 极 化 指标 )， 电 子 哈密 顿 算 符 的 所 有 本 征 函 数 ppCTrx 
的 集合 构成 正 交 归 一 化 函数 的 一 个 完全 集 . 根据 这 种 系统 的 一 般 

性 质 [比较 第 三 着 (5 12) 了 我 们 有 
e。 3 和 9 


PWT YE) tr mr dr 
z i 5.5) 
: 式 (75. 个 有 端的 和 等 于 546(7 一 7), 它 与 式 (75. 5) 中 求 和 的 区 
别 在 于 4 换 成 了 (g*?295。 所 以 ， 


{9¥$; r,t), Fr, $1)} + 一 GT 一 rp. 《75. 6) 
特别 是 , 由 这 个 公式 可 以 得 出 我 们 在 3 74 中 说 过 的 结论 : 算 


- 符 多 和 凶 在 光 锥 外 面 反 对 易 ， 当 (zx 一 1x)? 过 0 时 ， 总 有 一 个 参考 
系 , 在 这 个 参考 系 中 上 三 纪 ;这 时 如 果 rr ， 反 对 易 子 (75. 6) 事实 
土 等 于 和 震 . 
将 式 (75. 6) 代入 (75. 3) (关中 去 双 旋 量 指标 )， 我 们 最 后 
求 得 
EMmGG) 00 (2). (75.7) 
这 样 , 电子 传播 销 数 满足 右边 有 一 个 6 国 数 的 狄 拉 克 方 程 , 所 
维 , 电子 传播 函数 就 是 狄 拉克 方程 的 格林 函数 . 
后 面 我 们 关心 的 将 不 是 卫 数 G(E) 本 身 (=z 一 2 )， 而 是 它 的 
傅 里 时 分 量 
G(p)=|G(8) ed (75. 8) 
《动量 表象 中 的 传播 印 数 )， 式 (75.7) 药 两 端 取 傅 里 时分 量 ， 我 们 
-看 到 , C (8) 满足 代数 方程 
(ypP—Mm Gp)=1. 05.9) 
这 个 方程 的 解 是 





G0) = 0 10) 


中 包含 双 施 量 指标 的 式 子 为 
(Vm)aGats—z = jd + | (75. 


ol 
~] 
> 

ww 
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G(2?) 中 的 四 维 矢 量 2 的 四 个 分 量 是 独立 变量 (但 不 存在 关 杂 式 - 
2 三 Zi 一 人 一 和 22) 如果 将 (75. 10) 中 的 分 母 写 成 下 一 (名 十 1)， 
我 们 将 看 到 , G(2) 作为 给 定 P? 时 2 的 一 个 函数 , 在 po== 土 时 有 
两 个 极点 , 这 里 e 二 VP 十 mW。 因此, 在 积分 





ee 1 -ip 和 
(= ‘Gln)d' 
= “ep "|uz ‘€-iporG (yp) 《75. 11X 
中 (r=t 一 1)， 对 dp。 积分 时 出 现 了 如 何 避 开 极 点 的 问题 . 
个 问题 解决 之 前 ; 表达 式 (75. 10) 实质 上 上 仍然 是 未 定 的 . 


为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 回 到 原始 定义 (75. 1) 上 来 .在 (75. 1) 
中 代入 ww 算 符 的 求 和 形式 [ 见 (73. 6)]， 并 且 注 意 到 非 零 的 真空 平 - 
均值 只 能 是 产生 算 符 和 潭 灭 算 符 的 下 列 乘积 之 什 
《Olapa$10)=1, (0|b,bt10)=1 
《由 于 真空 态 中 没有 粒子 ， 所 以 一 个 粒子 在 被 算 符 te 或 如 “ 谭 灭 ” 
之 前 , 必须 先 由 算 符 好 或 好 产生)， 结 果 , 我 们 得 到 


Cix(z 一 7 ) )= i Spr, t) pon Cr', £") 
-De Cpp(r) porlr’) Bt —t>0N; 
Gir(x—z7’) -i 有 -per 51) ps (r, t) 
/ -i ef 有 -per) Bpr(T') 当主 一 刀 <0 时 


(75. 12) 
(对 于 1 之 所 只 有 电子 项 对 G 有 贡献 ;对 于 1 二 ,只 有 正 电 子 项 对 - 
G 有 贡献 ). 
如 果 把 对 p 的 求 和 换 成 对 dz? 的 积分 ， 并 且 比 较 (75. 12) 和 
《75. 11), 我 们 看 到 , 积分 
» S33 





|e-inoG(p) dp 四 (75. 13) 
必须 有 一 个 相 因 子 e (对 于 rz> 风 和 时 (对 于 +<0)， 为 了 满 
足 这 一 点 , 只 要 在 复 变量 z 的 平面 中 从 上 面 绕 过 极点 pp 一, 从 下 
面 绕 过 极点 Po 二 一 2 就 行 了 : 
(75. 14) 
实际 上 , 当 rz 之 0 时 , 积分 路 径 由 下 半 平 面 上 的 无 限 大 半圆 闲 合 , 因 
而 积分 (75. 13) 的 值 由 极点 zo= 十 e 的 留 数 给 出 ; 当 *<0 时 ,积分 
路 径 在 上 半 平 面 中 闭合 ， 积 分 由 极点 po= 一 e 的 留 数 给 出 ， 这 样 
就 得 到 了 两 种 情况 下 所 要 求 的 结果 
极点 的 这 一 绕 行规 则 ( 寓 楼 规则 ) 可 用 另 一 种 方法 叙述 如 下 ; 
积分 处 处 沿 实 轴 进 行 , 但 粒子 的 质量 刀 有 一 无 穷 小 的 负 虚 部 : 
m—>m—i0. .+ 《75. 159) 
因而， 我 们 有 
e—>VP’+ (mi0) = /prm i0= 一 i0. 
- 换 句 话说 , 极点 96= 土 < 从 实 轴 上 向 下 和 向 上 被 移 开 : 


0 
- (75. 16) 





十 号 一 -10 


二 而 沿 此 轴 的 积分 等 价 于 沿 着 路 径 (75. 14) 的 积分 9， 运 用 规则 
必 75. 15), 传播 函数 (75. 10) 可 以 写成 | 
yp 二 +m _ 
对 被 移 极点 的 积分 落 则 可 以 借助 关系 式 


中 值得 注意 的 是 ， 极点 的 移动 规则 相应 于 Gz 一 2 对 [Tt] 沽 |1 一 1 的 一 个 无 究 
-小 衰减 ， 实际 上 ， 如 果 在 被 移动 的 极点 处 把 ms 的 值 写 成 一 (e 一 i6) 和 十 (ce 一 i6)， 击 
.5 一 十 0; 那么 积分 (75. 13) 中 的 时 间 因 子 将 变 成 exp( 一 iejr| 一 引 jz|). 

-<- 352 。 


1 _ pl ， 四 . 
zo P= ix6(7) z (75. 18) 


予以 证 明 . 这 个 关系 式 的 意义 应 理解 为 对 它 滋 以 任意 一 个 函数 
f(z) 并 进行 积分 , 则 有 


| (dz f° He)as ia (75. 19); 


积分 号 上 加 一 短 划 ( 或 者 积分 号 前 加 一 个 Pj 表示 主 什 ， 
格林 函数 (75. 10) 是 政 旋 量 因子 pz 十 和 标量 








二 《75. 20}: 
的 乘积 ， 相 应 的 坐标 时 数 Co (上 显然 是 方 各 i 
(p*—m) GV (zz) = 2) (75. 21): 


的 解 。 也 就 是 说 , 它 是 方程 (一 wm) 二 0 的 格林 国 数 . 在 这 个 意 - 
义 上 可 以 说 ,G(x 一 2 ) 是 标量 粒子 的 传播 函数 . 通过 类 似 上 面 : 
的 计算 不 难看 出 ， 标量 场 的 传播 函数 可 以 利用 算 生 (11. 2) 表 . 
3 . 
Go Cr 5) = CO TH) (4) 10, (75. 22)- 
这 类 似 于 定义 (75. DD， 这 时 , 编 时 乘积 被 定义 为 (对 所 有 玻 色 算 符 - 
而 言 ): : | 
os B29P sD), tt 
TH pp) tt 2 
(t>t' 和 tt 了 肝 有 相同 的 符号 )。 , 


§ 76. 光子 的 侍 播 函数 


迄今 为 止 , 只 是 在 求实 光子 数 变 化 情形 下 的 矩阵 元 时 , 我 们 才 - 
用 电磁 场 算 符 4 的 明显 形式 (在 $43 和 $74 中 )。 为 此 目的， 我 
们 只 需 把 自由 场 的 势 写成 按 横 向 平面 波 展开 的 形式 就 足够 了 ， 
”但 是 ， 这 种 表示 并 没有 对 任意 一 个 场 给 出 完全 的 描述 ， 很 也 
请 5 





显 , 散射 图 形 (73. 13) 和 (73. 14) 必须 考虑 电子 的 库 仓 相互 作用 . 这 
种 相互 作用 由 标量 势 B 描述 , 肯定 不 能 化 成 横向 虚 光子 (可 用 满 
是 站 v 人 = 的 矢量 势 描述 ) 之 间 的 交换 @， 
所 以 , 从 本 质 上 说 , 我 们 还 没有 算 符 4 的 完 竺 定义 ， 没有 这 个 
完备 的 定义 ， 我 们 就 不 训 能 按照 公式 
了 DZ 一 +')=iK0|T4, (2)4, (x) 10) | (76,. 1) 
.直接 计算 光子 传播 函数 ， 另 一 方面 ， 势 的 规范 不 唯一 -性 ,使 电磁 场 
的 彻底 量子 化 所 必需 引进 的 那些 算 符 在 很 大 程度 上 失去 其 物理 
意义 
不 过 , 这 些 困难 是 纯 境 形 式 上 的 ， 而 非 实质 性 的， 可 以 利用 伟 
播 函 数 的 某 些 一 般 性 质 予 以 避免 ， 传 播 函数 的 这 些 性 质 从 相对 论 
不 变性 和 规范 不 变性 的 要 求 来 看 是 显而易见 的 . 
仅仅 依赖 于 四 维 关 量 8 一 z 一 Z' 的 最 一 般 的 二 了 俱 四 维 张 量 
- D,,(é)=9,D(E) -90D (ED), (76. 2 
- 式 中 忆 Do 是 不 变量 的 标量 函数 @， 这 个 张 量 必然 是 对 称 的 . 
“在 动 县 表象 中 ， 我 们 相应 地 有 
z D,,(k)=D(E)gs, ThB DIE), (76.3) 
式 中 D(8*), DD (12) 是 函数 DCE?), DD (22) 的 傅 里 时分 量 . 
在 物理 量 (散射 振幅 ) 中 ， 光 子 传播 函数 需 乘 以 两 个 电子 的 路 
迁 流 , 即 以 徐 D 9 的 组 合 形式 出 现 [例如 ,可 参看 公式 (73. 13)J. 
但 是 由 于 电流 守恒 (9, 广 =0), 它 的 敌阵 元 js 二 8271 宽 足 四 维 


Q@ 由 于 条 件 div4=0, 玫 克 斯 韦 方程 组 导致 对 有 和 ® 的 下 列 方程 
DA= -rit AD= rp 


在 这 种 规范 中 ， 名 满足 前 态 泊 松 方程 [与 下 面 的 (76. 13) 比 较 ,其 中 及 ,为 同一 规范 ]. 
@ 这 些 函 数 在 宗 量 的 似 下 三 个 值 域 是 不 同 的 .这 三 个 值 域 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 
相互 交换 的 ): 光 贸 之 外 的 区 域 (+<0)， 浪 入 上 训 的 区 绥 (#*>0,4>0) 和光 铂 下 的 
: 玉 域 (£1>>0, 过 90); | 
354" 


横向 性 条 件 加 
1 (9 )21=0, {76. 4 
式 中 天 = 一 22 一 一 pi[ 与 式 (43. 13) 比 较 J. 因此 很 明显 ， 任 何 物理 结果 
都 不 会 因 代 换 | 四 站 
DD,—— >D, tt Xb, XR (76. 5) 
而 改变 ， 这 里 X, 是 kk 和 如 的 任意 函数 ， 选 取 D,, 的 这 种 任意 性 
与 场 势 规范 的 任意 性 相对 应 . / 
“如 果 量 X; 不 构成 一 个 四 维 矢量 , 任意 规范 变换 (76. 5) 会 破坏 
式 (76. 3) 中 所 假设 的 相对 论 不 变形 式 D,,.， 但 是 , 即使 只 考虑 传播 
户 数 的 相对 论 不 变形 式 ,我 们 也 会 看 到 ,在 式 (76. 3) 中 函数 Dh?) 
poi 完全 任意 的 . 这 样 的 选择 可 以 采取 任何 方 便 的 形式 而 

影响 任何 物理 结 果 (JI 玉 . Jannay, A. A. AGpukocoB, HH. M. 
XanarHuxon, 1954). 

这 样 一 来 ， 确定 传播 函数 就 等 价 于 确定 一 个 规范 不 变 函数 
.DW)， 如 果 取 三 的 一 个 给 定 值 且 选 z 轴 沿 玉 方 向 ， 变 换 (76. 5) 
.将 不 影响 分 量 De=Dnw= 一 Db2)， 所 以 ， 利用 旁 的 任意 珊 范 来 
计算 分 量 Ds 就 够 了 . 

我 们 利用 一 个 规范 , 其 中 div 和 =0， 且 算 符 人 二 展开 式 (2 17) 
-和 (2. 18) 给 出 : 


A-= NE (0. ee- + ‘eee 0 ~=|k| (76. 6). 
(指标 a 二 1,2 | 算 符 4， 4 乘积 对 真空 的 所 有 期 记 
值 中 , 非 零 的 只 - 

i Olerackal0)=1. 
抽 定 义 (76. 1), 于 是 我 们 有 


DnB) = | (5 二 《0e (ex 六 ilrl ik ， 7 7》 


。355.。 


me 


fi,E 是 三 维 矢量 指标 ; 对 尺 的 求 和 已 化 成 对 dk/ (2z)? 的 积分 ]. 
因为 式 (76. 1 中 算 符 的 条 积 是 编 时 的 ， 所 以 在 带 数 上 出 现 差 5 
一 上 的 绝对 值 . 

”由 式 (76.7) 可 以 看 出 ， 被 积 函 数 (除去 因子 ei* 必 ) 是 基数 
Di.(T,t) 的 三 人 对 于 .Ds 二 一 D, 它 等 十， 


1 LNl -ie “lee | 一 2 e-iolrl_ 


为 了 得 到 Des (#3)， 我 们 必须 把 这 个 函数 展 成 时 间 的 健 里 叶 积分 
展开 公式 为 


2zl 。 一 iattri 一 - _ 1 到 | 4 ， e-itor 
& 本 二 本 十 i0 “dh. 


二 75 中 秀和 过 ， 这 个 积分 加 拓 是 区 要 让 而 一 二- 下 面 经 
过 ， 从 极点 to 一 一 |R|= 一 2 上面 经 过 ; 对 +>>0， 积 分 值 由 极点 
= 十 的 留 数 决 定 ; 对 <0, 则 由 极点 b= 一 的 留 数 决定 . 

于 是 ， 我 们 最 终 求 出 


D(i) = 一 (076. 8 


po 
由 此 论证 所 得 的 分 母 中 的 二 i0 与 规则 (75 15) 相 - 致 由 光子 的 
( 零 ) 质 量 中 减 去 i0. 从 式 (76. 8) 可 以 看 出 ， 相应 的 坐标 函数 DC?》 
福 足 方程 
—2.2 D(z—z)=4x60 (22), (76. 9) 
也 就 是 说 , 它 是 波动 方程 的 格林 函数 . 
我 们 通常 取 DD =0, 即 应 用 传播 函数 


D9) ri (76. 10) 


《 费 曼 规范 ). 
我 们 还 要 指 出 另外 一 些 规范 ， 它们 在 某 些 应 用 中 比较 方便 . 
令 DO= 一 D122, 我 们 得 到 形 如 


二 3 3 生 





D,.= FE( 9 ) (76. 11) 
揭 传 播 函 数 ( 朗 道 规范 )， 且 有 Db = 二 0， 这 种 选择 类 似 于 势 的 洛 
伦 兹 规范 (4,8"=0). | 
” 与 势 的 三 维 规 范 条 件 divA=0 相关 似 的 传播 函数 规范 条 
件 为 : 
Dik =0, Dh 0. : 
这 些 条 件 连同 等 式 Dss= 一 有 D= 一 4r/ 酝 给 出 


Di;i=— 4 
CD 


.kiki\ | 
sl 2 一 人 ) (76. 12) 
为 了 得 到 这 个 Dii, 必须 对 传播 函数 (76. 10) 运 用 变换 (76. 5), 并 且 
假设 . 和 





AM 
这 时 , 对 于 其 余 的 分 量 六 ,我 们 得 到 
| Dw = 一 年 ， Dw=0. (76. 13) 
这样 的 规范 叫做 库仑 规范 (E. Salpeter, 1952)， 此 处 的 Doo 是 库仑 
势 的 传 里 叶 分 量 . 
最 后 , 与 势 的 规范 条 件 加 =0 相 类 似 的 传播 函数 规范 为 
Du= 一 地 人 ( 6 一， Dos=Doo=0. (76.14) 
这 个 形式 用 于 非 相 对 论 性 问题 很 方便 (1. E. agnommnckah,， I. 
‘Il.llnraeBpcrni,, 1959). 
上述 表 术 式 属于 传播 函数 的 动量 表象 ， 在 有 些 情况 下 ， 使 用 
混合 的 频率 -坐标 表象 , 即 函数 
D,,(w, 7) = | (@, era, (76. 15) 


7 
:比较 方便 . 在 费 曼 规 范 (76..10) 中 ， | 





es 3 了 3 了 57。 


Dos mr) 一 gwD(oyr)， 
其 中 


iker dx i ff” eitr. eit” 
pn tre ee dt, 
(0%, 7) tr | shri (2z)° TY Jo OO—k t+10 


或 者 , 在 被 积 函数 的 第 二 项 中 将 + 换 成 一 和 


yj i” ekdk 
Do 站 一 一 二 peti 


址 处 积分 回路 是 复 变 量 的 上 半 平 面 内 的 无 限 大 灶 圈 ， 积 分 相关 
于 取 极 点 = |ol 十 i0 的 留 数 ， 最 后 结果 是 
D(om)= 一 二 en (76. 16) 


我 们 来 讨论 这 个 表达 式 ， 图 形 (73. 13) 和 (73. 14) 所 描写 的 过 
程 可 以 直观 地 看 成 是 电子 2 在 电子 i 的 场 中 (或 电子 1 在 电子 2 
的 场 中 ) 的 散射 ， 仅 仅 在 w>>0 时 ， 函 数 (76. 16) 才 对 应 于 通常 的 
“推迟 ? 势 ccerr[ 参 看 第 二 卷 (64. 1) 和 (64. 2)]， 但 是 , o 的 符号 有 
赖 于 图 中 第 头 的 方向 的 选择 ， 函 数 D(o, r) 的 上 述 性 质 意味 若 
在 量子 电动 力学 中 ， 场 源 被 看 成 是 损失 能 量 而 发 射 一 个 虚 光子 的 
作为 本 节 的 结尾 ， 让 我 们 来 讨论 自 旋 为 1 而 质量 不 为 零 的 粒 

子 的 传播 函数 问题 ， 在 这 种 情况 下 不 存在 规范 的 任意 性 ， 传 播 函 
数 的 选择 是 单一 的 . 
将 yw 算 符 (14.16) 代 入 定义 式 : 
G,, = —iKO! TY (2) Yt (2") 10》， (76. 17) 

我 们 得 到 一 个 表达 式 ， 这 个 表达 式 与 式 (76,7) 的 差别 仅仅 在 干 被 
积 国 数 中 对 极 化 的 求 和 为 


> 2 
] 


所 皮 代 ， 对 极 化 的 求 和 等 效 于 求 平均 且 乘 以 独立 极 化 数 3。 求 平 
。358 。 Ce 


均 给 出 非 极 化 粒子 的 密度 矩阵 (14. 15)， 于 是 ， 我 们 求 得 矢量 粒子 
传略 因数 的 于 达 丈 


— Jeb . 4 


传播 函数 (75. 17) 和 (76. 18) 有 类 似 的 结构 : 办 苹 中 包含 基 玉 一 ai 
分 子 为 给 定 自 旋 的 非 极 化 粒子 的 密度 矩阵 (相差 一 个 因子 ). 





$ 77， 图 形 方法 的 一 般 规则 


在 873 和 $74 中 ， 我 们 对 儿 个 简单 稍 形 中 的 散 将 短 阵 元 进行 

了 计算 ,这 些 计算 包含 了 一 般 方法 的 所 有 基本 特征 . 要 推导 相应 的 

一 般 规 则 以 计算 任意 级 微 扰 论 中 的 短 阵 元 ,已 不 存在 特别 的 困难 . 

”如 上 所 述 ， 对 于 任意 初 态 和 终 态 之 间 的 跃迁 来 觉 ， 散 射 算 符 

仿 的 矩阵 元 等 于 右 乘 以 所 有 初 态 粒子 和 的 产生 算 符 、 左 乘 以 所 有 
终 态 粒子 的 漂 灭 算 符 后 所 得 到 的 算 答对 真空 的 平均 值 (期 待 值 )、 
”这 样 处 理 的 结果 ， 第 n 级 微 扰 论 中 的 3 矩阵 元 取 如 下 形式 : 


fla® i) = 0- “Dazzpiz… 4 Css 


x {dezedtz,T {LB Ciey AD Yu] | 

x EPC—iey A Yn Xeterr-atsebtsen:{ 0 (77. 1) 

下 标 1i,2i 标志 初 态 粒子 (分 别 为 正 电子 ,电子 , 光子 )， 下 标 11， 
2f 标志 终 杰 粒子 ; 算 符 $ 各 的 开标 1,2,… 表 示 ; 乡 ,二 了 (x1)， 

这 里 出 现 的 算 符 闻 和 4 是 各 种 状态 中 相应 粒子 的 产生 算 符 和 潭 

灭 算 符 的 线性 组 合 ,于 是 ， 我 们 得 到 箱 阵 元 的 表达 式 ， 表 达 式 的 

形式 是 粒子 的 产生 和 漆 灭 算 符 的 乘 笠 及 其 线 性 组 合 的 真空 期 户 
值 . 这些 期 望 值 的 计算 可 用 下 述 维 克 定 理 (G.C. Wick,1950): 

(1) 多 个 玻 色 算 符 6+，6 的 乘积 对 真空 的 期 望 值 等 于 这 些 算 

符 的 所 有 可 能 配对 的 期 望 值 ( 收 缩 ) 乘 积 之 和 ， 每 一 对 中 因子 的 次 

站 339 S 


序 与 原来 乘积 中 相同 . 

2) 对 相同 粒子 或 不 同 粒子 的 费 米 算 符 or， 0,61, #5， 规则 的 
不 同 处 仅仅 在 于 ， 求 和 中 每 一 项 的 符号 是 正 还 是 负 ， 取 决 于 把 所 
有 成 对 平均 的 费 米 算 符 放 在 一 起 所 需 交换 算 符 的 次 数 是 偶数 还 是 
奇数 
显然 , 只 有 当 乘 积 中 的 每 个 因子 名 思 6， 都 有 对 应 的 因子 +， 
5+, 6+ 也 在 乘积 中 ,对 真空 平均 值 才 不 为 零 ， 另 外 ,收缩 的 算 符 对 
(o, +)，… 只 能 属于 同一 状态 ， 而 且 只 能 是 6+,… 在 4,… 的 右边 : 
粒子 先 被 产生 , 然后 被 潭 灭 (反之 ,期望 值 C01a+a10>=0,…) 

如 果 每 个 算 符 对 (6, 6+),… 在 乘积 中 只 出 现 一 次 , 维 克 定 理 显 
然 是 正确 的 , 这 时 , 期 望 值 可 以 化 为 诸 配对 期 望 值 的 单一 乘积 ) . 如 
果 乘 积 中 所 有 淹 灭 算 符 都 在 产生 算 符 的 右边 ， 维 克 定 理 的 正确 性 
也 是 很 显然 的 . 这 样 的 乘积 叫 正规 季 积 . 这 时 期 望 值 为 零 ， 关 于 同 
一 对 算 符 在 乘积 中 出 现 上 次 的 一 般 情形 ， 维 克 定理 的 正确 性 不 难 
用 归纳 法 予以 证 明 . 

让 我 们 考虑 玻 色 算 符 对 出 现 次 的 期 望 值 (01.…cc+…10》 (对 
于 费 米 算 符 , 以 下 的 论证 是 完全 类 似 的 )， 如 果 在 某 个 配对 中 交换 
因子 6 和 61, 根据 对 易 规 则 我 们 有 

《0|…cc+…10>=《0|…crc10>+《01…1…10?。 (77. 2) 
期 望 值 401…1……10> 包 含有 4 一 1 个 配对 , 且 假 定 维 克 定 理 对 它 是 正确 
的 ， 另 一 方面 ， 者 按 维 克 定理 将 期 望 值 (0|…ec”… 10? 展 开 ， 它 与 
《01.…c+e.…10) 之 差 恰好 是 项 

《01..1..10》 《oleer10) 一 《0110》 
《在 (01…c+e…10> 的 展开 式 中 , 相应 的 项 (01.……1.…10>(0lcrc10y 为 
堆 )， 因 此 ， 由 式 (77. 2) 得 出 ， 如 果 维 克 定理 对 和 矩阵 元 《01*…ete 
…|0) 成 立 ， 则 交换 6 和 4* 以 后 定理 仍然 成 立 ， 既 然 维 克 定 理 对 


因子 的 一 个 桂 定 序列 (正夫 乘积) 成立， 那么 在 任何 情形 下 这 个 定 
2» 360。 





” 理 都 成 立 ， 


由 于 维 克 定理 对 算 符 ob, .的 乘积 成 立 ， 因而 对 含有 证 
以 及 它们 的 线性 组 合 当 , 争 4 的 任何 乘积 也 成 立 . 将 此 定理 应 用 
下 矩阵 元 (77. 1)， 就 使 它 成 为 求 和 形式 其 中 的 每 一 项 将 是 若干 
个 配对 的 期 望 值 的 乘积 ， 这 些 期 望 值 中 将 包括 算 符 $$，4 与 
外 算 符 ( 即 产生 初 术 粒子 或 重 灭 终 态 粒子 的 算 符 ) 的 收缩 这 些 
收缩 可 借助 初 . 终 态 态 粒子 的 波 函 数 用 如 下 公式 表达 : 
《0|4c$10>= 4,, “01es410)=4;， 
COl pa$10>=¥,, COlap$10)=Y} ? (77. 3) 
C0l5op [0)=Y-9, COIPo$10)=P-s 

式 中 4o 和 Yo 是 动量 为 思 的 光子 和 电子 的 波 函 数 (和 8 73, $74 中 
一 样 . 为 简单 计 , 略 去 了 极 化 指标 ). 也 将 会 出 现 卫 乘积 中 “内 " 算 符 
的 收缩 .既然 在 应 用 维 克 定 理 时 每 次 收缩 配对 中 因子 的 次 序 都 们 
持 不 变 ， 那么 , 这些 收编 中 将 保持 算 符 的 编 时 次 序 不 变 。 因而 它 儿 
可 由 相应 的 传播 函数 代替 Q. z 
z 运用 维 克 定理 从 逢 阵 元 得 到 的 求 和 式 中 的 每 一 项 ， 都 可 由 一 
个 确定 的 费 曼 图 表示 ， 在 第 4 级 近似 图 中 有 % 个 顶点 ， 每 个 顶点 
对 应 于 一 个 积分 变量 (四维 矢量 zi za -). 在 每 个 顶点 上 上 有 三 条 
线 相交 ; 两 条 实 线 (电子 线 和 一 条 虚线 (光子 线 )， 分 别 对 应 着 噶 子 
算 符 ($ 和 名) 和 光子 算 符 (4); 它们 是 同 - 变量 * 的 函数 . 算 符 六 
对 应 入 线 ,而 区 对 应 出 线 ， 村 芝 

为 了 中 休 说明 ， 我 们 亲 几 个 三 有 下 人 的 和 隆 元 的 项 与 了 各 间 


GD 对 后 二 论断 需要 做 如 下 说 明 ， 在 证 明 维 克 定 理 时 ,我 们 用 了 算 符 8 和 人 的 对 


易 规则 这些 规 则 只 对 实 光 子 (“ 禹 向 "光子 ) 有 意义 ， 自 然 , “外 " 算 符 坟 ，27 正 是 对 
应 这 样 的 ( 初 态 和 终 态 ) 光 子 ， 但 是 ,在 $76 中 看 到 , 也 乘 积 中 出 现 的 算 符 和 4 不 仅仅 措 
述 被 向 光子 ， 这 里 出 现 的 情况 与 De， 的 计算 (3 76) 可 类 似 ， 由 于 相对 论 不 变 以 秋 规 
范 不 变性 ， 定理 的 正确 性 只 带 对 那 上 由 从 的 找 向 归 分 次 定 的 来 名 《 即 张 生 的 办 运 

《0 了 TA444,…10)) 加 以 证 明 就 够 了 因此, 对 任何 乘积 定理 部 成 立 .， i 
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相互 对 应 的 例子 ， 赂 去 积分 号 、 算 符 记 号 .符号 7 以 及 因子 一 iey， 
也 不 写 册 算 答 的 宗 量 ， 我 们 把 送 些 项 号 成 


wh 
vv ~ 


a 2 p= > < 
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| 四 1 (77. 4) 
Z 人 的 (Fo 一 


四 了 的 ng- | -一 上 
消 想起 见 ， 电子 的 收缩 和 光子 的 收缩 分 别 用 实 线 和 虚线 画 出 . 


电子 收纳 的 入 头 方向 从 各 到 区 ， 如 图 所 示 . 对 于 内 光子 收缩 其 
方向 无 关 紧 要 (光子 传播 函数 是 x 一 zx 的 偶 函 数 ). 

这 样 得 到 的 一 些 相 互 等 故 的 项 ， 这 些 等 效 项 之 间 的 差别 只 是 
交换 了 顶点 编号 , 即 顶 点 和 变量 zy zs … 之 间 的 对 应 关系 改变 . 简 
单 地 说 ， 积 分 变量 重新 命名 ， 这 些 置 换 数 是 n1， 它 正好 消去 式 
(77; 1) 中 的 因子 1/n41。 这样 ， 差别 仅仅 是 交换 了 顶点 的 那些 图 已 
不 需 再 加 考虑 . 在 873 和 §74 中 我 们 已 经 指出 过 这 一 点 . 例如 ， 
在 二 -级 近似 中 有 两 个 等 效 图 形 . : 

(esf 18) = \ 
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在 (77. 4 和 (77. 5) 中 仅仅 画 出 了 与 图 形 内 线 相对 应 的 内 部 收 
缩 ( 虚 电 子 和 虚 光 子 ). 仍然 是 自由 算 符 与 外 算 符 收缩 ,由 此 可 以 建 
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立 图 形 的 自由 端 和 一 定 的 初 . 终 态 粒子 之 间 的 对 应 关系 ， 于 是 , 攻 

(与 算 答 7 或 夺 收缩 ) 给 出 终 态 电子 线 或 初 态 正 电子 线 ,多 (与 外 
或 如 收缩 ) 给 出 初 态 电子 线 或 终 态 正 电子 线 ， 自 由 算 符 4 (与 好 
或 er 收缩 ) 可 与 一 个 初 态 光子 或 一 个 终 态 光子 对 应 ， 这样， 我 们 
就 得 到 _ 些 拓扑 上 全 同 的 图 形 《〈 即 图 形 有 同样 数目 且 以 同样 方式 
配置 的 线 ), 差别 仅仅 是 交换 了 入 、 出 自由 端 之 间 的 初 态 粒子 和 终 
态 粒子 ， 

每 一 个 这 样 的 交换 显然 等 效 于 式 (77 1) 中 外 算 符 a, 6, .的 
某 种 交换 .因此 , 可 以 明显 得 出 ， 如 果 初 态 粒子 或 终 态 粒 子 中 包含 
全 同 赛 米 式 ， 以 自由 端的 奇数 次 交换 相 区 别 的 图 形 必 然 有 相反 的 
符号 . 

图 中 实 线 的 不 间断 序列 构成 一 条 箭头 保持 连续 方向 的 电子 
线 ， 这样 的 一 条 线 或 者 有 了 两 个 自 由 端 , 或 者 形成 闭合 回 线 ， 例 如 ， 
图 形 
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是 具有 两 个 顶点 的 一 条 回 线 ， 电 子 线 方向 不 变 是 电荷 守恒 的 图 形 
表达 : 竟 入 " 短 个 顶点 的 电 有 等于 从 该 机 点。 出 去 ”的 电荷 

续 电子 线 上 双 旋 量 指标 的 排列 ， 相 当 于 将 逆 箭 头 方向 移动 
册 到 的 年 降 自 友 至 右 写 由 相同 电子 线 的 双 旋 量 指标 绝 不 会 
弄 乱 ， 治 一 条 非 闭 合 线 , 指标 序列 终止 于 具有 电子 (或 正 电子 ) 波 
函数 的 自由 端 ， 在 一 条 闲 合 回 线 上 , 指标 序列 本 身 是 闭合 的 , 即 回 
: 线 相当 于 它 上 面 的 矩阵 乘积 之 迹 ， 不 难看 出 , 此 迹 必 须 冠 以 负 号 . 

实际 上 , 具有 上 个 项 点 的 一 条 回 线 对 应 着 一 组 . 个 收缩 
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《或 等 效 的 另 一 组 , 差别 仅仅 是 交换 了 顶点 )， 在 第 (一 1) 个 收缩 : 
_ 中, 算 符 荔 和 贡 以 它们 在 电子 传播 函数 中 的 次 序 ( 贡 在 贡 的 右边 ) 
排列 在 一 起 . 两 头 的 算 符 可 通过 与 其 它 忆 y 算 符 的 偶数 次 交换 移 在 
一 起 , 按 次 序 多 排列， : : 
“由 于 : 
COlT¥'y10)=—C0|TYP'10> 
(参看 347 页 的 第 二 个 注解 ), 用 相应 的 传播 函数 取代 这 一 收缩， 就 
意味 着 整个 表达 式 改变 符号 . 

一 般 来 说 ,过 渡 到 动量 表象 的 方法 和 8 73, $74 中 完全 类 似 . 
除了 一 般 的 四 维 动量 守恒 定律 外 , 在 每 一 个 顶点 上 也 必须 遵守 “ 守 - 
恒定 律 "。 然 而 要 唯一 地 确定 图 形 中 所 有 内 线 的 动量 , 上 述 这 些 定 
律 还 是 不 够 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 仍 需 通过 dp/ (2x)' 对 所 有 不 确 : 
定 的 内 部 动 最 积分 ， 积 分 在 整个 2 空间 进行 ， 其 中 dpo 从 一 oo 到 
十 oo。 ， 

在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 认为 微 扰 是 由 “主动 ”参加 反应 的 粒子 
〈 即 过 程 中 状态 改变 的 粒子 ) 间 的 相互 作用 表示 的 .对 于 存在 一 个 - 
外 电 袖 场 的 情形 ( 即 存在 由 反应 过 程 中 状态 不 改变 的 “被 动 ”粒子 
产生 的 场 ), 可 以 给 出 一 个 类 似 的 方法 。 : 
.， 设 外 场 的 四 维 势 为 42(z). 它 以 4+ 4o2( 乘 以 流 算 符 力 的 形 - 
式 与 光子 算 符 4 一 起 出 现在 相互 作用 的 拉 格 朗 日 量 中 ， 由 于 4 
不 包含 任何 算 符 , 它 不 能 与 别 的 算 符 收缩 。 换 句 话说 , 在 费 曼 图 中 
只 有 外 线 和 外 场 对 应 

将 4 表示 成 伟 里 叶 积 分 : 

ACr Ale®) er-igz _ 一 ,» 
= =|4% (9) 全 5 78) 
do Kg] = |4e(z)eerds 


© 364» 





在 动量 表象 的 矩阵 元 表达 式 中 , .四 维 动量 9 与 代表 真实 粒子 的 其 
它 外 线 的 四 维 动量 一 起 出 现 ， 每 一 条 这 样 的 外 场 线 可 与 一 个 因子 
42 (4) 相 关联 ， 并 且 读 线 被 看 成 “进入 ” 线 一 一 与 因子 erixz 中指 
数 的 符号 相对 应 [在 傅 里 叶 积 分 中 , er”iez 总 伴随 着 4@2 (9) 出 现 J; 
“ 离 去 ” 线 与 因子 4(0*(9) 相关 联 ， 如 果 用 四 维 动量 守恒 定律 不 能 
唯一 地 确定 所 有 外 场 线 的 四 维 动量 (已 知 所 有 实 粒 子 的 四 维 动 
量 ), 那么 尚 须 通过 dq/ (2z)* 对 所 有 “自由 的 ”4 积分 ， 而 且 对 所 
有 其 它 未 确定 的 图 形 线 的 四 维 动量 积分 . : 
如 果 外 场 与 时 间 无 关 , 那么 

AS(qg)=2x6(g Aq) + (77.7) 

式 中 4 (gq) 为 三 维 伟力 叶 分 最 : 类 


A® (gq) = | 4to (7)e-iavrdaz。 077.8) 


企 这 各 情况 下， 外 线 与 因子 4‘*(q) 相关 联 , 且 赋予 它 四 维 动量 q'= 
0，q); 与 场 线 一 起 相交 于 一 个 顶点 的 电子 线 的 能 量 因 守 恒定 律 
yi 还 需要 通过 dsp/(2r)s 对 内 线 的 其 它 未 确定 的 三 维 动量 
劝 积 分 ， 例 如 , 这 样 算得 的 振幅 Mr 可 以 通过 (64. 25) 决定 散射 
截面 . | 
我 们 来 列 出 图 形 方 法 的 最 后 规则 ， 从 而 可 以 得 到 动量 表象 中 
散射 振幅 (或 更 确切 地 说 , iMy,) 的 表达 式 : 
(1) 微 扰 论 的 第 % 级 近似 对 应 着 有 %* 个 顶点 的 图 形 ， 每 一 个 
”顶点 是 一 条 进入 的 和 一 条 离 去 的 电子 线 ( 实 线 ) 与 一 条 光子 线 ( 虚 
: 钱 ) 的 会 合 点 ， 散 射 过 程 的 振幅 中 包括 自由 端 (外 线 ) 的 数目 等 于 
初 ; 终 态 粒子 数 的 所 有 图 形 . 
(2) 每 一 条 进入 的 实 外 线 与 一 个 初 态 电子 的 振幅 wu(p) 或 一 
个 终 态 正 电子 的 振幅 (一 7) 相 联系 (p 是 粒子 的 四 维 动量 )， 每 一 
-条 离 去 的 实 线 与 一 个 终 杰 电子 的 振幅 5(p》 或 一 个 初 态 正 电子 的 
°° 365. 


振幅 ¥( 一 相关. 

《3) 每 一 个 顶点 与 一 个 四 维 拓 量 _iey 相关 . 

(4) 每 一 条 进入 的 虚 外 线 与 一 个 初 态 光子 的 振幅 ~/4r e。 相 
关 ， 而 每 一 条 离 去 的 虚 外 线 与 一 个 终 态 光子 的 振幅 /4r ex 相关 ， 
e 为 四 维 极 化 矢量 .这 个 矢量 的 指标 4 与 对 应 顶点 的 矩阵 y 的 指 
标 相同 (因而 有 标量 积 ye 或 ye*) 
” 《5) 每 一 条 实 内 线 与 因子 ic 相关 每 一 条 虚 内 线 与 因子 
一 iD,,(?) 相 关 ， 张 量 指标 Kx,» 与 虚线 所 连接 的 两 个 顶 点 的 矩阵 
45%2% 的 指标 相同 . 

(6) 沿 着 电子 线 的 任 一 连续 序列 ,箭头 方向 保持 不 变 , 且 双 旋 
量 指标 的 配置 相应 于 按 这 样 的 顺序 自 左 至 右 写 出 矩阵 ， 即 逆 着 第 
头 方向 移动 时 ， 将 顺序 地 遇 到 这 些 和 矩阵， 一 条 闲 合 的 电子 线 相应 
于 它 上 面 的 所 有 和 矩阵 相 乘 的 迹 . 

(7) 相交 于 每 个 顶点 的 线 的 四 维 动量 满足 一 条 守恒 定律 ， 即 ” 
进入 线 的 动量 之 和 等 于 离 去 线 的 动量 之 和 ， 自 由 端的 动量 是 已 知 
量 ( 服 从 一 般 的 守恒 定律 ), 且 赋予 正 电子 线 以 动量 一 p。， 对 每 个 顶 
点 应 用 守恒 定律 后 仍 不 能 确定 的 内 线 的 动量 ,还 应 该 对 dp/ 2m)° 
进行 积分 . 

(8) 一 个 与 外 场 相对 应 的 自由 进入 端 与 因子 4 (4) 相关 . 四 
维 动量 9 通过 顶点 上 的 守恒 定律 与 其 它 线 的 四 维 动量 相关 .如 果 : 
场 与 时 间 无 关 , 则 自由 端 与 因子 4 (g) 相 关 . 对 尚 不 确定 的 内 线 
的 三 维 动量 , 还 应 该 对 dp/(2x)? 进行 积分 . 

(9) 对 图 形 电 的 每 一 条 闭合 的 电子 回 线 和 每 一 对 正 电子 外 线 
(如 果 这 些 外 线 是 单一 实 线 序列 的 始 端 和 终端 ), iMys 的 表达 式 让 
都 有 一 个 附加 因子 一 1， 如 果 初 态 粒子 或 终 态 粒子 包含 一 个 以 上 . 
的 电子 或 正 电子 , 那么 交换 奇数 次 全 同 粒子 ( 即 与 之 相应 的 外 线 交 : 
换 奇数 次 ) 会 引进 一 个 负 号 . 
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为 阐明 最 后 一 条 规则 , 我 们 附带 说 一 句 : 具有 相同 实 线 的 图 形 
光 即 除去 光子 线 后 是 全 同 的 图 形 )， .其 符号 人 然 相 疝 . 还 应 当 注意 : 
如 果 有 全 同 的 费 米 子 , 则 振幅 的 总 符号 是 任意 的 ， 


378. 交叉 不 变性 


由 普 曼 积分 所 下 示 的 散射 所要 Ms 显示 出 如 下 全 得 注意 的 
对称 性 质 . 

费 曼 图 中 和 在 一 进入 的 外 线 可 以 看 成 一 个 初 坊 粒子 或 一 个 终 态 
反 粒 子 (不 改变 箭头 方向 ); 而 任 一 离 去 线 可 以 着 成 一 个 终 态 粒子 
或 一 个 初 态 反 粒子 ， 从 粒子 变 成 反 粒 子 时 ， 谍 线 所 代表 的 四 维 动 
局 了 的 意义 也 发 生 了 变化 ， 例 如 ， 对 电子 p=P。， 对 正 电 子 p= 
一 pp。 对 粒子 所 赋予 的 极 化 也 发 生 了 变化 。 由 于 进入 的 外 线 必定 
对 应 于 振幅 4, 离 去 线 对 应 于 w*, 因而 对 电子 x=we, 而 对 正 电子 4 
三 在， 从 入 到 w+ 的 变化 意味 着 粒子 的 自 旋 分 量 (或 螺旋 性 ) 
变 号 . 
对 于 真实 中 性 粒子 光子 来 说 ， 外 线 意 义 的 变化 不 过 是 从 发 
射 光 子 变 成 吸收 光子 , 反之 亦 然 : 动量 为 的 一 条 光子 外 线 或 对 应 
于 吸收 一 个 动量 为 hag 一 的 光子 ， 或 对 应 于 发 射 一 个 动 最 为 ka 
二 一 kb 且 螺 旋 性 相反 的 光子 . 

外 线 含义 的 这 种 改变 等 价 于 从 一 个 交叉 反应 通道 变 到 其 1 它 通 
道 ， 由 此 可 见 , 作为 图 形 自由 端的 动量 的 函数 , 同一 振幅 描述 了 该 
反应 的 所 有 通道 @. 只 有 函数 宗 量 的 含义 随 通 道 而 变 : 从 粒子 变 成 
反 粒 了 意味 着 pi~>pj 这 里 Pi 是 初 态 粒子 的 四 维 动量 (在 一 个 通 

道 )，. 而 2r 是 终 态 粒子 的 四 维 动量 (在 另 一 通道 ). 散射 振幅 的 这 
种 性质 称 为 交叉 对 称 性 或 交叉 不 变性 ， 


四 如 果 某 一 特定 通道 为 四 维 动量 守恒 定律 所 禁 阻 , 那 2 :作为 公共 因子 出 现在 式 
64. 5) 中 的 6 函数 将 使 该 跃 迁 几 率 一 定 为 零 . 
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把 不 变性 振幅 定义 为 运动 学 不 变量 的 函数 , 根据 370 可 以 这 
样 说 ， 这 些 函数 对 所 有 通道 将 是 相同 的 , 但 对 每 一 通道 来 说 ;它们 
的 宗 量 将 在 相应 的 物理 区 域内 取 值 ， 换 名 话说， 费 曼 积分 确定 不 ， 
变 积 分 为 解析 函数 ; 在 不 同 的 物理 区 域内 它们 的 值 是 在 一 个 区 域 
确定 的 函数 的 解析 延 拓 ， 因 为 费 曼 积分 的 被 积 函数 有 奇 点 所 以 
不 变 振 幅 也 有 奇 点 ， 这 些 奇 点 可 以 应 用 避 开 极点 的 规则 由 费 曼 积 
分 的 表达 式 确 定 . 如 果 对 任意 一 个 通道 从 费 曼 积分 算得 不 变 振幅 ， 
向 其 它 通道 的 解析 延 拓 必 须 考 虐 这 些 奇 点 ， / 

“应 该 强调 的 是 ， 交 叉 不 变性 超过 了 由 时 空 对 称 性 的 普遍 要 求 
得 到 的 散射 矩阵 的 性 质 ， 后 者 意味 着 初 态 和 终 态 交 换 、 将 所 有 粒 
子 换 成 反 粒 子 〈 所 有 粒子 的 动量 请 不 变 而 它 人 的 角 动 量 分 量变 
号 ) 时 , 过程 的 振幅 不 变 ， 这 是 CP7 不 变性 的 要 求 @， 然 而 ,交叉 
不 变性 不 仅 多 许 同时 对 所 有 粒子 做 这 种 变换 ， 而 且 克 许 对 任意 一 
个 粒子 昔 独 地 做 这 种 变换 . 


8 1， 虚 粒子 


费用 图 中 的 内 线 在 协 变 徽 扰 论 中 所 起 的 作用 类 似 于 “普通 "下 
作 中 的 中 税 者 。 介 是， 这 雪 中 辣 态 购 本 性 在 两 生 好 中 关 不 一样 
.在 普通 理论 中 的 中 间 态 , (三 维 ) 动量 是 守恒 的 ， 而 能 量 不 守 
正 是 在 这 个 意义 上 ， 这 些 中 间 坊 被 看 作 是 处 状态 ， 在 协 变性 
论 中 ， 动 量 和 能 是 是 平等 的 : 中 间 态 四 维 动量 的 各 分 量 都 守恒 
(站 是 时 王佐 队 元 的 积分 既 对 坐标 进行 ， 又 对 时 间 进行 ,从 本 
保证 了 理论 的 协 变性 )， 不 过 ， 对 实 粒子 成 立 且 由 7 时 mw? 表达 的 
能 最 和 动量 之 疗 的 关系 ， 在 中 间 态 不 再 成 立 ， 因 而 这 些 中 间 态 被 
称 为 中 间谍 粒子 虚 粒 子 的 动量 和 能 量 之 问 的 关系 是 任意 的 ， 它 - 


中 应 当 往 意 、' 改 变 费 受 图 中 所 有 由 维 动量 的 符号 ， 从 上 述 的 各 区 应 变 居 光一 
种 ， 这 种 形式 找 写 的 意义 相当 于 作为 四 维 反 演 的 CPT 变换. 
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可 以 是 顶点 处 四 维 动量 守重 所 要 求 的 任何 东西 . 

让 我 们 来 考虑 这 样 一 个 图 形 : 它 由 工 和 II 两 部 分 组 成 ， 这 两 
部 分 由 一 条 单线 连结 ， 不 考虑 这 两 部 分 的 内 部 结构 ， 我 们 可 以 把 
这 个 图 形 表示 成 如 下 形式 





(79. 1) 


(经 一 条 线 可 以 是 实 线 , 也 可 以 是 谍 线 )， 根据 普遍 的 守恒 定律 , 外 
线 的 四 维 动量 之 和 对 部 分 1! 和 部 分 IL 是 相等 的 ， 由 于 在 每 个 顶 
点 处 守恒 , 这 些 和 也 等 于 连结 1 与 II 的 内 线 的 四 维 动量 . 换 句 话 
说 , 这 个 动量 是 唯一 确定 的 , 因而 在 矩阵 元 中 没有 对 它 的 积分 . 
` 量 入 可 能 为 正 , 也 可 能 为 负 ， 视 反应 通道 而 定 . 总 有 这 样 一 
个 通道 ,其 中 天 盖 09、 这 时 , 就 其 形式 上 的 性 质 来 讲 , 虚 粒 子 与 一 
个 具有 实质 量 开 王 \/ 严 的 真 粒子 完全 类 似 ， 可 以 定义 它 的 静止 参 
考 系 , 可 以 确定 它 的 自 旋 , 等 等 . : 
光子 传播 函数 (76. 11) 的 张 量 结构 同 于 一 个 自 旋 为 1 的 ,质量 
不 为 零 的 非 极 化 粒子 的 密度 矩阵 的 张 量 结构 : 


pv- 本 (一 一 和 2 


参看 (14 15)]. 为 一 方面 ， 对 一 个 虚 粒 子 来 说 , 传播 函数 (由 场 算 
符 的 二 次 式 组 成 的 量 ) 的 作用 与 一 个 真 粒子 的 密度 矩阵 相 类 似 . 所 
Ey 和 实 光子 一 样 ， 必须 赋予 此 光子 以 自 旋 1， 然 而 ， 和 具有 两 个 独 
立 极 化 的 实 光子 不 同 ， 作为 一 个 有 限 质 量 的 “粒子 ”， 虚 光 子 可 以 有 
-种 术 化 。 | ~ : 
地 子 的 传播 函数 是 
GD 例如 ,有 这 样 一 个 通道 (如 果 它 在 能 量 上 是 容许 的 ), 其 中 部 分 I 的 所 有 自由 端 


对 应 初 态 粒子 ,而 部 分 本 的 所 有 自由 端 对 应 终 态 粒子 ， 这 时 ,2 一 P( 所 有 初 杰 粒子 中 
准 动 量 之 积 ), 在 质心 坐标 系 中 ,Pp 一 (P?,0), 因 而 p'0。 ， 
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Gopppim 
此 处 m 是 实 电子 的 质量 ， 而 的" 量 "为 村 =MPr， 仿 
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?和 十 以 一 


我 们 看 到 ， 洛 一 项 要 于 一 个 质量 为 和 旋 为 1/2 的 粒子 的 密度 
和 矩阵 ， 第 二 项 与 一 个 类 仆 的 “ 反 粒 子 " 的 密度 矩阵 相当 [比较 〈29. 
10) 和 (29. 17)j。 由 于 粒子 和 反 粒 子 有 不 同 的 内 豪 宇 称 ($27)， 我 
们 得 出 结论 : 必须 赋予 虚 电 子 以 同样 的 1/2 自 旋 ， 但 不 能 冉 耶 它 确 
定 的 宇 称 . 

图 形 (79. 1) 的 显著 特点 是 ， 只 要 切断 一 条 内 线 ,就 可 把 它 已 分 成 
互 不 相连 的 两 个 部 分 @ 在 这 种 情 况 下 ,这 条 线 对 应 着 一 个 单 粒 子 
中 间 态 , 也 就 是 说 ， 与 仅 有 一 个 虚 粒 子 的 态 对 应 . 和 这 样 一 个 图 形 : 


对 应 的 散射 振 旺 包含 着 一 个 特征 因子 ( 它 它 组 须 积分 1 ) 


多 一 入 2 十 1 训 


这 个 特征 因子 是 由 内 线 p 产生 的 (对 电子 线 ， mm 为 电子 质量 ; 对 光 - 
子 线 , 和 一 0)， 换 句 话说 ,在 2 的 取 值 使 得 虚 粒 子 变 成 真实 粒子 处 : 
(2 一 m2), 散射 振幅 有 极点 ， 在 非 相 对 论 量子 力学 中 , 也 有 与 此 类 
似 的 情形 : 当 能 基 值 磁 术 粒子 系统 的 束 闫 态 相对 应 时 ,散射 振幅 
有 极点 (第 三 卷 § 128). - 

让 我 们 来 研究 (79. 1) 这 种 皮 应 通道 的 图 形 , 即 : 所 有 右边 的 自 
由 端 对 应 于 初 态 粒子 , 所 有 左边 的 自由 端 对 应 于 终 坊 粒子 , 并且 2” 
>>0 此 时 我 们 可 以 说 ， 在 中 间 坊 ， 初 太子 系 统 转化 成 一 个 入 

只 有 当 这 种 转化 不 与 必要 的 守恒 定律 (不 包括 四 维 动量 守重) 
这 才 是 可 能 的 。 也 就 是 说 ， 在 这 种 转化 中 ， 角 动量 , 电 
荷 、 电 荷 字 称 等 等 都 是 守恒 的 ， 这 是 出 现 所 谓 极点 图 形 的 必要 条 . 


”第 一 级 非 零 近 似 中 几乎 所 有 过 程 的 角形 都 有 这 种 性 质 . 
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御 . 如 果 这 些 条 件 对 一 个 反应 通道 存在, 由 于 交叉 不 变性 的 缘 帮 ， 
对 其 余 通 道 也 存在 。 

例如 ， 所 说 的 守恒 定律 不 排除 按照 e 十 Y->e 产 生 一 个 虚 电 子 . 

这 对 应 于 康 普 顿 效应 振幅 的 一 个 极点 (因而 也 对 应 于 这 个 反应 的 

其 它 通道 的 一 个 极点 ， 即 电子 - 正 电 子 对 的 双 光 子 潭 灭 )、 按 照 e- 
+e*->Y 产生 一 个 虚 光子 ， 对 疝 于 一 个 电子 被 一 个 正 电子 散射 的 
振幅 的 -- 个 极点 , 因而 也 是 电子 - -电子 散射 的 振幅 的 一 个 极点 . 两 
个 光子 既 不 能 转化 成 一 个 虚 电 子 ， 也 不 能 转化 成 一 个 虚 光 子 : 电 背 
”守恒 和 角 动 量 守恒 禁 示 yY 二 Y-~>e， 电 荷 字 称 守 恒 禁 止 YY>Y. 
因而 , 光子 -光子 散射 振幅 不 可 能 有 极点 图 形 . 
上 面 我 们 基于 费 曼 积分 所 讨论 的 散射 振幅 极点 奇 性 的 根源 ， 
”实际 上 具有 更 为 普遍 的 性 质 ， 而 与 微 扰 论 无 关 ， 我 们 将 会 看 到 ， 
这 种 奇 性 仅仅 作为 么 正 性 条 件 (71. 2) 的 结果 而 出 现 . 

我 们 假定 , 式 (71. 2) 中 出 现 的 中 间 态 nn 包含 一 个 单 粒 子 状态 . 
这 个 状态 的 页 献 是 / 

(Trs—THs) Pen -in jee (Pr 一 人 Zngy er 下 公克 


式 中 p 和 是 中 间 粒 子 的 四 维 动量 和 螺旋 性 . 对 dp 的 积分 由 对 
qd*? 的 积分 (在 ?三 二 0 的 区 域 ) 代 替 ; 

dp—>2e0(p" _ Md 
《以 是 中 间 粒 子 的 质量 ). 积分 消去 6 函数 5 (Py 一 8), 然 后 根据 
(64. 10) 从 振幅 Tj; 变 到 My 我 们 得 到 


(Mis— ME) HRT) =2ri6(p’— M*) 2 Min Mit,. (79.3) 
. A 


车 假 定 卫 和 己 的 不 变性 , 我 们 就 用 到 ,= 了 yw( 相 差 一 个 相 因子 ). 
在 具有 相同 动量 的 条 件 下 ， 状 态 ij 与 状态 i， 了 的 区 别 仅 在 于 


粒子 螺旋 性 的 符号 ， 将 方程 (79. 3) 和 My 一 到 57 的 相应 方程 相 
;了 7T， 





_ Hs= Ms + My 


DM Ms 网 月 


由 此 得 出 , 有 /作为 六 二 P!= - 访 的 解析 函数 ,在 一 M: 处 有 一 极 
点 . 按照 式 (75. 18), 极点 部 分 为 


R 
肌 江 7 = (79. 5) 


实际 跃迁 到 一 个 单 粒子 态 只 有 对 Pi 一 P} 的 一 个 值 即 M* 才 是 可 
能 的 . 这 样 ， 我 们 事实 上 得 到 了 一 个 与 形 如 (79. 1) 的 图 形 相 对 应 
和 的 散射 振幅 结构 . | 
“最 后 ， 我 们 米 研 究 包含 六合 电子 回 线 的 图 开 的 一 个 重要 性 质 
这 一 性 质 通 过 对 虚 光 子 应 用 电荷 宇 称 的 概念 很 容易 推导 出 来 和 
实 光 子 一 样 , 必须 赋予 虚 光子 以 确定 的 ( 负 的 ) 电 荷 字 称 @.、 
如 果 一 个 图 形 包含 一 条 封闭 回 线 ( 顶 点 数 Y> 2), 那么 该 过 程 
的 振幅 除了 包括 这 个 图 形 外 ， 还 一 定 包括 着 另 一 个 图 形 ， 两 个 图 
天 的 区 别 仅仅 着 回 线 的 并行 方向 不 同 ( 若 六 ~ 2， 显 然 就 谈 不 到 线 
行 方向 的 问题 )， 如 果 “ 切 断 ” 从 这 些 回 线 引 出 的 虚线 , 从 而 把 这 些 
全 分 出 来 我 们 将 得 到 两 个 回 线 I 和 ln: 


A -7 四 (79. 6) 


可 以 认为 宅 们 决定 着 一 组 光 于 ( 实 光 于 或 开光 于 ) 转换 成 另 一 组 光 


i 


© 从 13 中 对 实 光 子 给 出 的 关于 作用 在 每 个 大 点 上 的 电 克 相互 作用 算 答 的 认 
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子 的 过 程 的 振幅 ; 六 是 初 态 光子 数 和 终 态 光子 数 之 和 .但 是 ,电荷 
字 称 守恒 禁止 偶数 个 光子 转换 为 奇数 个 光子 .因此 ， 当 六 是 奇数 
和 时, 与 回 线 (79. 6) 对 应 的 表达 式 的 和 必定 为 零 . 结果, 以 这 些 回 线 
为 其 组 成 部 分 的 两 个 图 形 对 散射 振幅 的 总 贡献 也 为 零 。 这 一 结果 
被 称 为 法 下 定理 (W. H. Furry，1937). 
这 样 ,在 构造 某 一 过 程 的 振幅 时 , 我 们 可 以 完全 不 去 理会 包含 
奇数 个 顶点 的 回 线 的 那些 图 形 . 
让 我 们 更 为 详尽 地 考查 一 下 所 以 能 这 样 做 的 根据 。 一 条 闭合 
的 电子 回 线 对 应 于 一 个 表达 式 (光子 线 的 动量 如 ho,…，kw 为 已 
知 ) 
Jd‘pSp[ (ye) G(p) (yes)G(p+E)..], (79.7) 
式 中 ?, ?十 8 … 是 电子 线 的 动量 (在 考虑 了 各 顶点 上 的 空 便 定律 
后 ， 这 些 动量 仍然 不 能 完全 确定 )， 对 所 有 和 矩阵 vy* 和 G 进行 电荷 
共 圈 运算 ， 即 用 Us!1y*UV。 和 Vs'GU 赫 换 y* 和 G. 由 于 和 矩阵 乘积 
之 迹 不 受 这 种 变换 的 影响 , 表达 式 (79.7) 不 会 改变 。 另 一 方面 , 按 
照 式 (26. 3)， 
T5Ip*D 一 一 7 (79. 8) 
因而 


V7'G (PU = 0(—?). (79. 9) 


但 是 , 用 符号 改变 了 的 2 的 转 置 和 矩阵 代替 G(7)， 显 然 等 效 于 改变 
回 线 的 绕 行 方 向 , 即 所 有 箭头 反 向 。 于 是 , 这 个 变换 使 一 个 回 线 变 
成 另 一 个 ， 且 从 每 个 顶点 上 的 代 换 (79. 8) 得 出 一 个 因子 (一 已 . 





I=(—1)*Iir, (79. 10) 
这 就 是 说 , 当 顶 点 数 是 偶数 时 , 两 个 回 线 的 贡献 是 相同 的 ; 尖顶 点 
数 为 奇数 寺 , 两 个 回 线 的 贡献 是 相反 的 (相差 一 个 负 号 )， 
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现在 把 最 终 公 式 改写 一 下 , 取 某 个 固定 的 道 为 输入 道 宙 . 该 道 
的 分 宽度 记 作 站 .( 弹 性 宽度 ) 其 它 反 应 道 的 宽度 记 作 人 ,了 ,2,…， 

弹性 散射 总 振幅 为 

f.(0)=f° (0) —2 tl i el Pi(eosg)， 

bBotail (145. 9) 

式 中 是 入 射 粒子 的 波 数 ,是 势 散射 振幅 ，。 此 式 和 (134.12) 式 
的 区 别 在 于 共振 项 分 子 中 的 三 换 成 了 较 小 的 ! 

早已 提 过 非 弹性 过 程 的 振幅 是 纯 共 振 型 的 ， 微分 截面 为 

dosa= s+) {dr [Pi(ecosg)]?， 


Ak pa Lr (145. 10) 
(B—Bo)’+ 7T 
积分 截面 为 
一 一 7 。 va 
Ot py Lr (145. 11) 
”4 
所 有 非 弹性 过 程 的 总 截面 为 
or 一 (21 二 1 三 ll (145. 12) 





其 中 栈 ,= 厂 一 夏 。 称 为 该 能 级 的 总 非 弹 性 宽度 . 

还 想 知 道 的 是 反应 截面 在 共振 值 召 = 刀 附近 的 能 量 范 围 内 的 
积分 结果 .由 于 co* 离开 共振 时 衰减 得 很 快 , 对 一 Bo 的 积分 可 以 
延伸 为 一 co 到 十 co, 隶 得 

[oaB=(21+D) 千代 

在 慢 中 子 散 射 中 ( 它 的 波长 远大 于 原子 核 的 线 度 )， 只 有 波 

散射 是 重要 的 ， 它 的 势 散射 振幅 是 一 个 实 常数 一 4。，(134.14) 变 


(145.13) 


申 ” 这 些 公式 首先 由 布 贺 特 和 维 格 纳 得 到 (G. Breit and E. Wigner,1936). 
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1 = 一 4 一 一 一 一 一 一 一 一 . (145. 14) 
2x( -Bot 诗 iT ) : 

弹性 做 射 总 截面 为 
ou=4mra2 十 开 人 十 40p7 (BB) (145. 15) 


(B—E)+7T 


4zra 这 一 项 可 以 称 为 势 散射 截面 . 我 们 看 到 共振 区 内 存在 着 
势 散 射 和 共振 散射 的 干涉 。 只 有 在 读 能 级 的 邻近 (一 ,和 ~ 厂 ) 才 
能 略 去 振幅 a (记得 lak| «1)， 此 时 的 慢 中 子弹 性 散射 截面 公式 
变 成 : 











Ce 一 三 i: 1 (145. 16) 
(EB—E) + 
弹性 和 非 弹 性 散射 的 总 截面 为 
0 一 Ie 十 GO， 坪 一 / i (145. 17) 
(EB—B)+o7T? 


当 势 散射 可 忽略 时 , 截面 co cve 可 表 成 以 下 形式 : 


7 va 


-ol 
Ce 一 CO 一 关 - Ore 一 0 天” 


六 





0; 是 所 有 共振 过 程 的 截面 之 和 ， 可 以 看 作 是 复合 核 的 形成 截面 . 
各 种 弹性 和 非 弹性 过 程 的 截面 , 等 于 o, 乘 以 复合 核 赔 变 为 该 道 的 
相对 几率 ， 后 者 是 能 级 总 宽度 和 相应 分 宽度 的 比值 ， 截面 的 这 种 
表述 方式 ， 完 全 是 由 于 散射 振幅 分 子 中 的 系数 履 。 能 够 进行 因 式 
分 解 的 结果 ， 它 相当 于 这 样 的 物理 图 象 ， 该 碰撞 过 程 可 分 两 步 实 
现 : 区 形成 处 于 某 一 准 分 立 态 中 的 复合 核 ， 然 后 通过 某 一 个 道 
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晓 变 由. 

正如 8$ 134 中 早已 提 到 的 ， 此 处 所 讨论 公式 的 适 用 范围 只 受 
到 一 个 条 件 的 限制 , 即 差 值 |B 一 Bo| 必须 小 于 该 复合 核 两 个 (具有 
相同 的 角 动 量 值 ) 相 邻 准 分 立 能 级 的 间距 D， 我 们 还 提 到 过 , 如 果 
二 0 值 位 于 共振 区 内 , 上 述 这 些 公 式 不 允许 过 渡 到 ->0 的 极限 . 
在 这 种 情形 下 公式 应 作 修 改 ， 即 把 能 量 2 改 成 某 个 有 关 的 当 数 
eo 把 弹性 宽度 玉 , 改 成 ye/ 豆 ， 非 弹性 宽度 万 , 仍 应 看 作 常 数 
(H. A. Bethe and G.Placzek，1937) 四 ， 这 些 修 改 使 得 当 歼 ->0 
时 , 非 弹 性 截面 (145. 12) 按 1/w/ 五 增长 , 与 慢 粒 子 非 弹性 散射 的 普 
遍 理 论 相 一 致 (8 143). 

当 考 虑 相 碰 粒子 的 自 旋 以 后 ， 公 式 一 般 讲 来 非常 复杂 ， 我 们 
只 考虑 最 简单 的 但 是 比较 重要 的 慢 中 子 散 射 情形 ， 参 与 散射 的 只 
有 i=0 的 轨道 角 动 量 . 复合 核 的 自 旋 由 躯 核 的 自 旋 * 和 中 子 的 


自 旋 s= 去 相 加 而 得 , 它 可 取 j=i 填 地 两 个 值 (我们 假定 i 地 0， 


否则 公式 不 需 改 变 )， 复合 核 的 每 个 准 分 立 能 级 和 一 个 确定 的 了 
值 相 联系 ,因此 反应 截面 等 于 (145. 12) 式 ( 取 1=0) 乘 以 几率 9) 
9 ( 力 就 是 当 有 一 个 共振 能 级 存在 时 原子 核 加 中 子 这 个 系统 具有 必 
要 的 了 值 的 几率 . 

我 们 假定 中 子 和 稻 核 的 自 旋 取向 都 是 完全 任意 的 ， 对 宇和 
这 一 对 自 旋 讲 来 , 共有 (2i 十 1) (2s 十 1) =2(2i 十 1) 种 可 能 的 取向 ， 


Q@D 所 有 以 上 的 计算 都 是 以 e 十 和 =8 十 7 型 的 反应 为 基础 的 ， 从 两 个 初始 粒子 
(入 射 粒子 和 械 ) 出 发 变 成 两 个 粒子 ,但 从 所 得 结果 的 物理 本 质 可 以 看 出 ， 这 样 的 假定 
并 不 是 必需 的 . (145.11) 那 样 的 积分 截面 式 对 原子 核 中 移出 多 个 粒子 的 反应 讲 来 也 是 
成 立 的 . 

四 ”要 注意 的 是 , 对 于 小 能 量 情形 下 可 能 发 生 的 那些 非 弹性 过 程 讲 来 〈 例 如 辐射 
俘获 ), 互 一 0 值 不 是 一 个 益 值 . 当 能 晤 接近 于 该 反应 的 辣 值 时 ( 低 于 阅 值 该 反应 不 会 发 
生 ), 分 宽度 三 re 应 作 二 所作 的 那 种 修改 。 
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其 中 有 27 十 1 种 取向 对 应 于 给 定 的 总 角 动 量 值 ;， 假 定 所 有 的 空 
间 取 向 都 是 等 几率 的 , 我 们 求 得 具有 给 定 j 值 的 几率 为 
27+1 
g(y) -0 +1 z (145. 18) 
弹性 散射 的 截面 公式 也 应 作 同 样 的 修改 ， 但 应 记得 势 散 射 中 
这 两 个 ) 值 全 都 存在 , 因此 (145. 15) 式 的 第 二 项 中 应 该 包含 一 个 
9 (四 因子 (I 为 该 共振 能 级 的 总 角 动 量 )，4xe* 这 一 项 应 改 为 求 和 
式 : 
974r[La 


共振 反应 通过 复合 核 的 形成 阶段 (处 于 某 一 准 定 态 中 ) 这 人 一事 
实 , 导致 有 关 反应 产物 角 分 布 问题 的 某 些 一 般 性 结论 , 每 个 准 定 赤 
(除了 其 它 特性 以 外 ) 具 有 一 定 的 字 称 ， 因 而 这 个 复合 核 赔 变 后 形 
成 的 5+ 了 粒子 系统 也 有 同样 的 宇 称 ， 这 意味 着 该 系统 的 波 函 数 
及 其 反应 振幅 当 坐 标 系 反 演 后 只 是 乘 上 了 一 个 士 I 因子 ; 振幅 的 
平方 即 截面 因而 保持 不 变 ， 坐 标 系 的 反 演 对 确定 散射 方向 的 极 角 
和 方位 角 讲 来 意味 着 作 变 换 gb->z 一 9 p->z 十 2 (在 系统 的 质心 系 
中 ). 反应 产物 的 角 分 布 因而 对 这 个 变换 保持 不 变 , 特别 是 , 当 我 们 
对 参与 反应 的 所 有 粒子 的 自 旋 取向 平均 以 后 ， 截 面具 和 散射 角 6 
有 关 ， 对 这 个 角 而 言 的 角 分 布 必然 对 称 于 变换 b->r 一 6， 也 就 是 
角 分 布 ( 在 质心 系 中 ) 对 称 于 粒子 碰撞 方向 的 垂直 平面 @. 

鉴于 复合 核 具有 大 量 密集 的 能 级 ， 截 面 随 能 量 的 具体 变化 对 
许多 散射 过 程 说 来 极为 复杂 , 这 种 复杂 性 造成 了 一 个 困难 , 使 我 们 
难于 发 现 从 一 个 核 到 另 一 个 核 时 截面 性 质 的 任何 系统 人 性 变化 ， 因 
此 我 们 就 有 理由 去 研究 抛 开 共 振 结 构 细 节 的 那 种 截面 行为 ， 也 就 


Q@ 对 于 无 自 旋 粒 子 ,微分 反应 截面 简单 地 正比 于 LPiC cos9)], 这 种 对 称 性 很 明 
显 . 
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是 对 远大 于 能 级 间距 的 能 量 间隔 进行 平均 以 后 的 截面 行为 ， 这样 
的 处 理 也 不 必 区 分 不 同类 型 的 非 弹 性 过 程 。 只 把 散射 分 为 “弹性 ” 
和 “ 非 弹 性 ”部 分 (其 含义 见 后 ) 儿 . 
为 了 说 明 平 均 过 程 的 含义 , 我 们 仍 略 去 与 自 放 有 关 的 复杂 性 ， 
来 考虑 ! 三 0 的 分 波 截面 . 
按照 (142. 7) 式 ， 
0e 一 矶 18 一 11?， cr= 厅 (1 一 18S19， 
(145. 19) 
0,= Ti2(1—Res) 


弹性 和 韭 弹 性 截面 以 及 由 此 而 得 的 总 截面 通过 同一 个 量 S (为 简 
洁 计 省 赂 了 指标 (0) ) 表达 出 来 ， 汉 能 量 间 隔 求 平均 时 , 与 态 成 线 
性 关系 的 总 截面 可 以 通过 人 的 平均 值 表 成 

F, 一 -2(1 一 Re8)， (145. 20) 


1/? 因子 变化 缓慢 , 不 受 平均 的 影响 ,平均 以 后 的 “弹性 "截面 被 
定义 成 为 


Fe*= Ts|d—1|’, (145. 21) 


它 一 般 地 不 等 于 平均 值 5,, 换 句 话说 ， 这 样 的 弹性 散射 是 先 对 出 
射 波 Se'*"/7 中 的 振幅 平均 以 后 再 来 定义 的 ,采用 这 个 定义 ,一 个 
波 包 的 弹性 散射 保持 它 的 形状 不 变 ， 我 们 可 以 说 ，(145. 21) 式 的 
截面 与 散射 的 “相干 ?部 分 有 关 ， 这 就 意味 着 ， 通 过 形成 复合 核 而 
发 生 的 那 一 部 分 弹性 散射 被 排除 在 外 : 当 一 长 寿命 的 复合 核 已 经 
形成 随后 又 暗 变 时 , 入 射 波 包 的 特征 当然 全 都 形 失 .这 个 平均 化 模 
型 中 的 “ 非 弹性 ?散射 现在 自然 是 由 差 值 5 二 5, 一 5# 来 定义 , 即 


@ ”以 下 的 平均 方法 〈 进 展 到 所 谓 核 散射 的 光学 模型 ) 是 由 V. F. Weisskopf， 
C.E.Porter.and H.Feshbach (i1954) 提 出 的 , 


。 378。 


5#=7(1—|S|’). (145. 22) 


因此 其 中 不 但 包括 各 种 非 弹性 过 程 ， 也 还 包括 形成 中 间 复 合 核 而 
发 生 的 那 一 部 分 弹性 散射 . 

很 易 看 出 , 这 种 解释 给 出 了 极限 情形 的 正确 处 理 , 因而 可 以 进 
行 合理 的 内 插 . 

在 低能 范围 内 , 共振 之 间 分 得 很 开 ( 人 六 <D)， 每 个 能 级 附近 的 
S 值 由 下 式 给 出 : 


S = e2is) 1— 2 
至 一 Bo 十 -5 


平均 后 得 
总 2i18(0) x 
S=e (1 一 巧 *) (145. 23) 


其 中 六 。 和 D 是 对 所 考虑 能 量 范围 内 所 有 的 能 级 平均 以 后 所 得 的 
弹性 宽度 和 平均 能 级 间距 , 缓 变 函数 5.9(8) 在 这 个 平均 中 可 看 作 
一 个 常数 ， 从 而 得 

_x_ x 2xT, 


元 光一 并 


k: DD ?” 

式 中 已 略 去 ~ 了 /D 的 小 项 山 ， 此 式 实 际 上 和 截面 〈145. 17) 的 平 
均值 一 致 , 如 前 所 述 , 它 对 应 于 复合 核 的 形成 . 

随 着 复合 核 激发 能 量 的 增 大 ， 能 级 间距 减 小 , 晓 变 几率 (以 及 

能 级 的 总 宽度 ) 增 大 , 以 致 能 级 开始 交 玲 〈 此 时 准 分 羡 能 级 这 一 概 

念 本 身 也 在 很 大 程度 上 失去 它 的 意义 ). 困 数 S(E) 的 不 规则 性 就 

逐渐 平滑 下 去 , 使 得 精确 函数 和 平均 国 数 的 差别 逐渐 变 小 , 截面 式 

(145. 22) 就 和 (145. 19) 式 给 出 的 ov* 相同 .这 一 点 与 下 列 事实 一 


(145. 24) 





由 ”由 于 共 它 能 级 的 存在 而 在 一 个 能 级 的 范围 内 所 产生 的 那些 项 , 都 具有 同样 的 
数量 级 ， 
e。 379。 
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致 ， 高 能 时 复合 核 通 过 输入 道 而 蜡 变 与 该 能 景 下 可 能 发 生 的 各 种 
晓 变 方式 比较 起 来 是 不 重要 的 ， 因 此 在 这 个 能 量 范围 内 ， 所 有 参 
与 形成 复合 核 的 过 程 都 可 以 看 作 是 非 弹性 的 . 

由 此 可 见 ,平均 模型 中 的 散射 还 是 能 用 一 个 量 8 来 确定 , 现在 
S 是 能 量 的 光滑 函数 .在 光学 模型 中 , 为 了 算出 这 个 函数 , 原子 核 
的 散射 特性 用 一 个 具有 复 势 的 力 场 来 近似 .该 势 的 虚 部 使 其 结果 
除 弹 性 散射 外 还 有 粒子 的 吸收 , 这 种 吸收 相当 于 平均 模型 中 的 “ 非 
弹性 ?散射 , 其 截面 由 (145. 22) 式 给 出 . 


8$ 146 ”反应 中 的 末 态 相互 作用 

反应 结果 所 产生 的 粒子 之 闻 的 相互 作用 ， 可 以 对 它们 的 能 量 
分 布 和 角 分 布 产生 重要 的 影响 ， 而 这 种 效应 ， 当 相互 作用 粒子 的 
相对 速度 很 小 时 自然 特别 明显 ， 例 如 在 伴 有 两 个 或 更 多 个 核子 辐 
射 的 核反应 中 , 就 存在 着 这 种 现象 , 在 这 里 效应 来 自 自由 核子 之 间 
的 核 力作 用 @. 

设 po 为 逸 出 核子 对 的 质心 动量 ，? 为 它们 的 相对 动量 , 我 们 
假定 <po, 因而 相对 动能 妃 三 好 /mm (7 为 核子 质量 ) 远 小 于 质心 
动能 B=2/4m， 我 们 还 假定 Bo 远大 于 双核 子 系 统 的 ( 真 的 或 虚 
的 ) 能 级 e， 这 就 是 说 , 仅 假 定 核子 间 的 相对 运动 是 “ 慢 " 的 ， 而 核 
子 本 身 的 运动 都 是 “ 快 ”的 . 

反应 几率 是 和 处 于 “反应 带 ” 内 的 生成 粒子 的 波 函 数 模 量 平方 
成 正比 的 ， 这 个 “ 带 ” 内 的 粒子 间距 具有 核 力 力 程 a 的 数量 级 ( 见 
8 134 中 对 于 初始 粒子 的 类 似 讨论 )， 在 目前 情形 下 , 我 们 的 目的 
只 是 求 出 反应 几率 和 一 对 核子 的 相对 运动 特性 之 闻 的 关系 .因此 


QD 下 述 结果 人 先 由 A.B, Migdal(1950) 得 到 ， 后 由 K,。M. Watson(1952) 独 立地 
得 到 ， 
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只 需 考 虑 相对 运动 波 函 数 ye(r) 就 是 够 了 ， 生 成 一 对 相对 动量 在 
ap 区 间 内 的 核子 的 几率 为 
do 一 常数 x |y,(a) 1d， (146. 1) 
§ 136 中 曾经 指出 过 , 为 了 求 出 一 个 系统 通过 散射 进入 具有 确 
定 运动 方向 的 状态 的 几率 ， 我 们 应 该 采用 (在 无 穷 远 处 ) 只 含 入 射 
波 和 一 个 平面 波 的 末 态 波 函 $5 作为 波 钞 数 ， 这些 函数 应 按 动量 
的 6 函数 归 一 化 ，y? 函数 也 可 从 4? 函数 直接 得 到 ( 取 复 共 斩 
并 改变 p 的 符号 )，y5+ (在 无 穷 远 处 ) 含有 出 射 球 面 波 与 两 粒子 
的 相互 散射 相当 . 代入 (146. 1) 时 两 者 的 差别 并 不 重要 , 即 (146. 1) 
中 的 加 可 以 取 作 p65? ， 于 是 问题 就 化 为 早已 讨论 过 的 慢 粒 子 共 
振 散 射 . 
5 函数 在 7~a 区 域内 的 具体 形状 尽管 是 不 知道 的 ， 为 了 求 
出 几率 和 能 量 吾 的 关系 ， 我 们 只 需 考 虑 7 态 1/k>a 距离 处 的 这 个 
函数 ( 式 中 的 k=Pp/ 镶 已 假定 Ka 区 1)， 然 后 把 它 延 伸 到 距离 +~a 
处 就 足够 了 @. ,的 主要 贡献 来 自 球 面 波 ( 含 有 1/7 因子 ), 这 个 波 
等 于 一 组 ! 值 不 同 的 分 波 ， 它 们 的 振幅 就 是 相应 的 散射 振幅 ， 由 
于 低能 时 /十 0 的 散射 振幅 比较 小 ， 求 |%(o) 1 时 只 需 考 虑 8 波 . 
因此 根据 (133. 7) 式 有 
一， 
” KK 十 ?1 7 
其 中 k= 二 M2m|e|/ 而 为 双核 子 系统 的 束缚 (或 虚 ) 态 能 量 @. 
上 式 代 入 (146. 1) 得 


dw 二 第 数 XxX 一 一 和 一 


(146. 2) 


146. 3 
FT 4 ) 


DD 这 样 做 是 允许 的 ， 因 为 在 ?<%1/ 的 区 域内 ， 确 定 Wp 的 葵 定 证 方程 中 可 以 
略 去 能 量 五 ， 因 此 这 个 区 域内 pp 和 百 的 关系 完全 决定 于 它 和 7~1/%k 区 域内 销 数 的 
“ 街 接 " 条 件 . 

”这 里 所 指 的 是 自 旋 平行 或 反 平行 的 np 系统， 或 者 是 自 旋 反 平行 的 nn 系统 ， 
至 于 22 系统, 由 于 库仑 斥 力 而 使 情况 复杂 化 ， 此 时 要 用 $ 138 中 给 出 的 理论 来 处 理 。 


。 38 了 。 


可 见 动 量 的 方向 分 布 ( 在 双核 子 系统 的 质心 系 由) 是 各 加 入 
的 ， 相对 运动 的 能 量 分 布 由 下 式 给 出 : 


万 
二 和 常数 “3 er (146. 4) 


我 们 看 到 , 核子 间 的 相互 作用 使 得 能 量 分 布 在 低能 区 的 ~|e| 处 
出 现 一 个 极 大 值 . @ 

实验 室 坐 标 系 中 ， 小 的 9 角 ( 两 粒子 动量 的 炎 角 ) 对 应 于 小 的 
相对 动量 值 p<<po)， 因 此 互 分 布 中 存在 着 极 大 值 ， 对 应 于 实验 
室 坐 标 系 中 核子 选 出 方向 间 的 角 关联 在 小 的 0 值 时 出 现 增长 的 
几率 . 

设 pt 和 ps 是 实验 宝 坐 标 系 中 两 个 核子 的 动量 , 则 有 


1 
po 一 Pi 十 Pp>， p 一 可 (pz 一 Bi) 


(两 个 相同 粒子 的 折合 质量 为 于 mm ) 以 上 两 式 矢 乘 后 得 Po XP 一 
PiXxPz, 故 当 2 入 po 时 有 
PoPL ©— PiD2 sinG~ p30, 


或 6=4n1/po， 基 中 2 是 矢量 p 相对 于 po 方向 而 言 的 横 癌 分 量 ， 
9 是 P; 和 了 ps 方向 间 所 夹 的 小 角 ， 把 (146. 3) 改 写成 以 下 形式 : 
dw 二 常数 x Sr pope oo 
(了 十 23) -二 十 |e| 


并 对 2 积分 ， 即 得 对 9 角 而 言 的 几率 分 布 ， 由 于 积分 收敛 很 快 ， 
积分 限 可 延伸 到 从 一 ce 到 十 co, 最 后 结果 为 


个” 严格 讲 来 , (146. 3)(146.4) 式 中 的 当 系 数 也 可 能 依赖 于 召 ( 通 过 图 个 反应 产 
物 系统 的 其 余部 分 的 波 函 数 )， 但 是 这 样 的 依赖 关系 是 很 弱 的 : 这 个 系数 作为 如 的 函 
数 , 只 有 在 该 反应 中 核子 对 所 能 具有 的 整个 能 量 范围 内 (一 吾 ) 才 会 有 显著 的 变化 ， 因 
此 对 互 < 加 ,区 间 内 的 分 布 讲 来 , 这 种 依赖 关系 与 (146. 4) 式 所 示 的 强烈 关系 相 比 可 以 
略 去 不 计 . 
es 3382 。 


0d0 
/0:+4d|lel/Eo’ 


立体 角 元 do~2x04d90 的 角 分 布 在 9~ iel/ 名 处 有 一 极 大 值 ， 


dw 二 常数 x 





(146. 5) 


$ 147。 反 应 闭 附 近 的 截面 行为 

如 果 反 应 产物 的 内 能 之 和 超过 了 初始 粒子 的 内 能 之 和 ， 这 个 
反应 就 有 一 个 阅 : 仅 当 碰撞 粒子 的 动能 (在 质心 系 中 ) 召 超过 茶 个 
一 定 的 “ 阀 " 值 B, 时 , 这 个 反应 才 有 可 能 发 生 ， 我 们 来 考察 病 值 附 
近 的 反应 截面 依赖 于 能 量 的 特点 .我 们 假定 反应 产物 只 有 两 个 粒 
子 (4 十 B=4' 十 B' 型 ). 

在 阐 的 附近 ， 生 成 粒子 的 相对 速度 ” 很 小 ， 这 种 反应 与 碰撞 
粒子 速度 很 低 的 反应 正好 相反 .截面 和 ? 的 关系 因此 很 易 通过 
(144. 13) 式 的 细致 平衡 原理 以 及 反应 的 已 知 能 量 关系 求 出 ， 而 2 
是 该 式 中 输入 道 的 速度 (§ 143). 在 很 大 一 类 反应 中 ，4 和 户 粒 
子 闻 不 存在 库仑 作用 (例如 产生 一 个 慢 中 子 的 核反应 )， 因 而 求 得 
的 反应 截面 与 (1/v) 成 正比 5, 即 

OO,~d (147. 1) 

同 理 我 们 求 得 截面 和 碰撞 粒子 能 量 的 下 列 关 系 : 速度 ” 从 而 还 有 
反应 截面 0; 与 差 值 一 Bs 的 平方 根 成 正比 

or=AVE—En (147. 2) 

不 同道 的 散射 振幅 间 由 么 正 条 件 联系 ， 因 此 打开 一 个 新 道 也 
使 其 它 过 程 的 截面 包括 弹性 散射 截面 在 内 的 能 量 关 系 式 中 出 现 茶 
些 奇 点 (E. P. Wigner, 1948; A. II.Basb, 1957; G. Breit, 1957). 
为 了 阐明 这 种 现象 的 由 来 及 性 质 , 我 们 考虑 一 个 简单 情形 , 此 时 低 
于 反应 国 的 只 有 弹性 散射 . 


@@ 这 个 结果 相当 于 $ 144 未 导出 的 py>0 时 振幅 fn 的 常数 极限 。 截面 式 
(144.4) 正 比 于 Py. 
@ 383 。 





在 国 值 附近 , 所 产生 的 4 和 B' 粒子 处 于 轨道 角 动 量 != 0 的 
态 中 [对 应 于 (147. 2) 式 ]， 如 果 反 应 中 的 粒子 无 自 旋 ， 轨 道 角 动 
量 守 和 恒 , 4 十 BB 粒子 系 统 也 处 于 s 态 中 ， 按 照 (142. 7)，“ 王 0 的 反 
应 分 截面 与 弹性 散射 的 S 矩阵 元 的 关系 为 


og) =z(1 ~ 1Sol?), (147. 3) 


式 中 是 碰撞 粒子 的 波 数 ， 令 (147. 2) 和 (147. 3) 相等， 我 们 求 出 
正好 在 反应 阀 以 上 的 精确 到 VB 一 Ew 数量 级 的 模 量 |S61|， 它 等 于 


2 
[Sol=1— SE AVE-Ea, (B>Bs), (147.4) 


式 中 kw 二 /2mBm/, m 是 粒子 4 和 B 的 折合 质量 , 阀 值 以 下 只 有 
弹性 散射 , 故 

[So] =1, (B<Bn). : (147. 5) 
但 是 散射 振幅 从 而 So 应 该 是 整个 能 量变 化 区 域内 的 解析 函数 , 这 
样 的 函数 [在 阔 值 以 上 取 值 为 (147.4)， 在 间 值 以 下 取 值 为 
(147. 5)], 可 同样 精确 地 由 下 式 表 出 


2 
Si 一 oo| 1 一 AVB- | (147. 6) 


式 中 的 6 是 常数 .二 Bm 时 上 式 的 根 号 变 成 虚数 , 方 括号 内 表 式 
的 模 量 和 1 只 差 一 个 更 高 级 的 小 量 . : 
对 于 所 有 的 了 二 0, 不 存在 非 弹性 散射 , 所 以 
Smet, (20). 《147. 7) 
在 阐 值 附近 , 周 相 6, 应 取 它 在 了 二 Bn 处 的 值 .@ 
把 所 得 的 Sw 值 代 入 (142. 2)， 即 得 反应 阀 附近 散射 振幅 的 以 
下 表 式 : 


@ 由 于 6( 召 ) 在 刀 > 劝 由 和 吾 一 万 四 时 都 是 实 函数 ， 它 可 按 召 一 百 册 的 整数 客 展 
开 成 级 数 . 
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f (0, E) =fn(0)— 7 fk AVB—Ene'”, (147.8) 
seh fi 
do |fmc0) | 十 3 7 AV EB-— Enlm{fm(0)e ,E>En, 








= [fn(0)|*— Fu AV/ BEaRe(fn(0)e *’), EB<En, 


把 振幅 fa 写成 |fale'"0 最 后 可 把 结果 写成 下 列 形 式 
sin (200—0@), BEB> En, 
cos (200—0), EB<E,. 





=|fa(0) 1 — 3 Alfa (OV TB -Bl x ; 


(147. 9) 

这 个 公式 中 截面 和 能 量 的 关系 , 根据 角度 206 一 4 在 第 一 ， 第 

二 ， 第 三 和 第 四 象限 内 而 分 别 具 有 图 50c, 5,c,4 的 形式 ， 每 种 情 
形 下 都 有 两 个 分 支 位 于 公共 的 垂直 切线 的 两 边 。 


do | dc vy 
dF dE | 
人 人 | 
| | 
(a) 五 (c) E 
-do | -dc | 
dE \ dE 了 
OE mE 
图 50 


(147. 9) 对 do 积分 时 ,第 二 项 的 积分 贡献 只 能 来 自 fn(0) 的 各 
向 同性 部 分 , 即 弹性 散射 的 s 分 波 振 幅 (e?'% 一 1) /2ikn， 从 而 得 闹 
值 附 近 的 弹性 散射 总 截面 
sin ?6,, E>E,, 


g 一 On 一 24、/ IE—E x 
~ | "| sinG0coso0o, BE<En. 


| (147. 10) 


es 383 +* 


对 于 正 的 和 人 负 的 sin6ocos6o, 上 式 分 别 上 共有 图 50 中 (@) 或 (5) 的 
形状 . 

由 此 可 知 ， 反 应 阀 的 存在 使 得 弹性 散射 截面 对 能 量 的 依赖 关 
系 中 出 现 一 个 特征 奇 点 . 如 果 粒 子 具有 自 旋 ,公式 当然 会 有 定量 方 
面 的 差别 , 但 是 这 种 效应 的 一 般 特性 仍然 不 变 D， 如果 阔 值 以 下 除 
了 弹性 散射 外 还 有 别 的 反应 ， 那 么 在 该 反应 的 截面 中 也 将 出 现 相 
应 的 奇 点 . 这 些 截 面 都 在 如 = En 处 具有 一 个 奇 点 ,并 在 妃 =Bm 附 
近 是 MV 1B 一 Bw| 的 线性 函数 ， 这 个 函数 在 阔 值 上 下 具有 不 则 的 
斜率 . z 

在 辐射 出 一 个 正 电 荷 粒子 的 核反应 中 ， 我 们 碰 到 了 反应 产物 
(粒子 4 和 B') 间 有 具有 库仑 斥 力 的 情形 .在 这 种 情形 下 ， 当 v2'>0 
( 即 >Bwm) 时 ， 反应 截面 以 及 这 个 截面 对 能 量 的 所 有 微 商 都 指数 
式 地 趋 于 零 , 并 在 其 它 过 程 的 截面 中 没有 奇 点 . 

最 后 , 我 们 来 考虑 生成 两 个 电荷 相 异 的 慢 粒 子 的 反应 , 因而 粒 
子 间 具有 库仑 引力 .这 种 反应 的 截面 通过 细致 平衡 原理 与 两 个 相 
吸 慢 粒子 反应 的 截面 式 (143. 6) 相 联系 ， 因 此 当 -0 时 , 该 截面 
趋向 常数 极限 值 : 

2' >0，0O0, 一 常数 . (147. 11) 

亦 即 通过 阔 值 时 反应 截面 突然 具有 某 一 有 限 值 . 

现在 来 阐明 这 种 反应 的 弹性 散射 截面 在 阀 值 附近 的 奇 点 性 质 
(A. H. Ba3p, 1959)、 但 它 不 可 能 像 不 带电 粒子 那样 根据 阀 值 以 上 
的 已 知 规律 (147. 11) 用 前 面 的 简单 办 法 直接 地 求 得 ， 与 后 一 种 情 
况 相 比较 ,现在 的 情况 由 于 下 列 事实 而 复杂 化 了 : 4' 十 B' 系统 在 近 
阀 区 (之 Bw) 具有 束缚 态 , 它们 对 应 于 库仑 引力 场 中 的 分 立 能 级 ， 
从 能 量 角 度 看 来 ,这些 态 可 以 在 粒子 4 和 B 的 碰撞 中 形成 ,但 由 于 

中 自 旋 不 等 于 零 时 ，s 态 中 的 4' 十 B' 系统 可 以 具有 不 等 于 零 的 总 角 动 量 , 因而 
4 十 也 系统 可 以 具有 不 同 的 轨道 态 。 
e 386。 





弹性 散射 的 可 能 性 , 它们 只 能 是 准 定 态 , 然而 ， 它 们 的 存在 必然 会 
在 国 值 以 下 的 弹性 散射 中 引起 与 布 赖 特 - 维 格 纳 共振 相 类 似 的 共 

为 了 解决 上 述 问 题 ， 我 们 来 研究 描述 碰撞 过 程 的 波 图 数 的 结 
构 . 与 两 道 的 存在 相 一 致 ， 相 互 作用 粒子 系统 的 苹 定 请 方程 具有 
在 整个 位 形 空间 内 为 有 限 的 两 个 独立 解 ， 令 和 ,代表 这 两 个 
任意 选 定 和 任意 归 一 化 的 解 ， 我 们 可 以 把 这 两 个 函数 线性 组 合 起 
来 用 以 描述 其 中 一 道 为 输入 道 情 形 时 的 散射 ， 令 a 和 分 别 代表 
粒子 对 为 4,B 和 4，B' 的 两 个 道 , 并 令 急 二 %1 妇 十 2yps 对 应 于 输 
入 道 a 的 情形 , 它 摘 述 粒子 4 和 8 的 弹性 散射 以 及 反应 4 十 B 一 4 
十 B'. 在 反应 冰 附 近 ， 系 数 wx 和 wa 显著 地 依赖 于 小 动量 加 ,而 任 
选 的 因数 所 和 bz 在 ks 二 0 处 没有 如 后 ， 

在 远 距 离 处 , 函数 必须 表 为 两 项 之 和 ,它们 对 应 于 a 和 5 道 
中 粒子 对 的 运动 ， 这 两 项 都 等 于 粒子 的 “内 部 ”函数 及 其 相对 运动 
波 函 数 的 乘积 @, 后 一 种 函数 在 a 道中 呈 Rs 一 ss; 形式 , 在 5 道 
中 明 一 S66R; 形 式 ,其 中 RR! 和 RR 是 相应 道 的 出 射 和 入 射 波 ,在 远大 
于 短程 力 的 作用 距离 同时 远 小 于 1/75 的 距离 ro 处 ， 这 些 国 数 ( 信 
其 导数 ) 应 该 和 “反应 带 ” 内 的 波 冰 数 少 算出 的 数值 衔接 起 来 . 衔 
接 条 件 如 下 式 所 示 

wii 十 azG2 = [Rs— SoaBRs],, b+ ob = — So RRs, 

ooi 十 az = [Ra— SooRs ly,, L101 二 %2b2= [~—S6Ri],, 
式 中 的 cai, 5 0 … 是 从 函数 多 和 多 ;算出 的 量 ， 按 照 上 面 的 讨 
论 , 在 近 阔 处 它们 可 看 作 是 一 些 和 夕 无 关 的 常数 .把 以 上 两 对 方 
程 相 除 , 我 们 得 到 具有 两 个 未 知 数 (cya: 和 544) 的 两 个 线性 方程 ， 


Q@ 规律 (147.11) 不 但 对 总 截面 成 立 ， 而 且 对 各 种 7 的 分 波 截 面 也 成 立 ， 参考 
$143 末 昆 , 下面 讨论 的 奇 点 因而 也 为 所 有 的 分 波 截面 所 具有 . 它 的 性 质 完全 可 从 下 面 
给 出 的 对 !=0 情形 的 处 理 中 明显 看 出 ,为 简洁 亲 , 相应 的 分 波 振 幅 中 的 指标 0 将 省 略 

掉 ， 
387 。 


TE 


这 两 个 方程 的 系数 中 只 包含 一 个 “临界 地 ”依赖 于 的 量 , 即 2 道 
中 出 射 波 的 对 数 导数 .我 们 把 这 个 量 定义 成 


4 1 [CRE 
2 | 7R: 


我 们 没有 必要 求 出 这 些 方 程 的 具体 解答 ， 只 要 注意 到 我 们 所 需 的 
量 Soo (确定 弹性 散射 振幅 ) 是 4 的 分 式 线性 函数 就 足够 了 . 国 值 以 
下 的 4 是 实数 , 因为 波 函 数 局 是 实 函 数 ， 它 是 无 穷 志 处 具有 实 条 
件 ( 按 ex"’ 衰减 , 其 中 &, 一 MV2m, (Ba 一刀 ) /如 ) 的 实 茉 定 调 方 程 之 
解 . 国 值 以 下 一 定 有 |Soo| ==1, 由 此 可 见 , 这 个 分 式 线 性 函数 Soa( 力 
一 定 具 有 以 下 形式 : 








站 下 
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式 中 了 是 一 个 实 常 数 , 6 是 一 个 复 常 数 . 

现在 来 求 作 为 动量 心 的 国 数 的 4 值 . 由 于 粒子 4 和 吕 之 间 
作用 着 库仑 引力 ,rR$ 为 无 穷 远 处 渐 近 地 正比 于 esite 的 库仑 波 函 
数 . 在 库仑 斥 力 场 中 ， 这 个 函数 由 GG 十 iFo 给 出 ，Go 和 Fo 见 
(138. 人 和 (138.7). 把 式 中 的 和 ?7 同时 变 号 ， 就 变 成 了 引力 场 
情形 中 ， 进 行 这 种 变换 并 算出 对 数 导 数 ( 见 8$138) ,我们 有 名 


1 


(147. 13) 

式 中 已 假定 为 实 量 ， 所 以 这 个 式 子 是 属于 阀 值 以 上 的 区 域 的 ， 

当 ->0 时 , (147. 13) 中 的 第 一 项 趋 于 i， 第 二 项 趋 于 零 ( 见 $ 138 
附注 人 ,因此 阀 值 以 上 有 

i=i, (E>En). (147. 14) 


(147. 12) 


@ ”下 面 采用 库仑 单位 , & 和 * 的 变 号 在 形式 上 相当 于 库仑 制 长 度 单位 的 变 号 . 
@ 为 了 简化 以 后 的 公式 ， 我 们 在 大 括号 表达 式 中 略 去 了 与 如 无 关 的 实 常数 
一 ln2ro-2C; 这 相当 于 不 太 重 要 地 重新 定义 (147. 12) 式 中 的 复 是 6 和 实 量 7 . 


* 388 。 


把 & 改 成 ?KK 后 , 就 过 渡 到 阔 值 以 下 的 区 域 , 当 k->0 时 由 (147.13) 
式 得 @ 
A=—cot(x/r) (EEn) (147. 15) 
这 些 公式 解决 了 所 考虑 的 问题 .弹性 散射 截面 为 


os 一 jz2|Soo 一 1|2. 





国 值 以 上 有 : 
3 一半 二 6 ess, (E> En). (147, 16) 
和 反应 截面 一 样 ， 散 射 截面 在 这 个 区 域内 是 常数 .条 件 |S566l 二 1 
意味 着 Im8>0. 
国 值 以 下 有 
S =erinp tan (As) (147. 17) 


B*— tan(x /rs) 
这 个 表 式 具有 无 穷 多 个 共振 ， 其 密度 向 着 互 = Bn 点 增长 ， 这 些 共 
振 能 量 等 于 下 式 的 根 : 

Sao=—1,B Ree'y(P—tan(z /xr,) |=0; 

由 于 短程 力 的 存在 , 这 些 能 级 相对 于 纯 库仑 能 级 (它们 ) 是 tan (x 
/ Ks) 二 0 的 根 ) 而 言 略 有 移动 。 当 能 量 鳌 趋 近 于 阔 值 时 , 弹性 散射 
截面 在 零 和 4r/1ba 之 间 振 荡 , 如 图 51 所 示 。 出现 共 振 结 构 的 整个 
国 下 区 的 宽 放 , 由 第 一 库仑 能 级 的 能 值 所 确定 @. 


@ (147. 13) 中 的 第 一 项 给 出 一 二 cot(/kt) 十 避让 (147. 13) 的 大 揪 号 内 的 部 分 


瀣 于 二 rcot(zr/ko) 十 去 im 其 中 应 用 了 公式 (xz) 一 (一 4%) 二 一 xCotnz 一 1/z。( 它 可 
从 问 知 公式 荆 (2) 攻 (一 #) 王 一 xX/x sinws 的 对 数 导数 求 出 ) 和 zx->oo 时 的 极限 表 式 
Yr) lnr— 1/27%. 

@@ 近 国 反应 的 另 一 个 有 趣 情形 是 原子 被 一 个 电子 所 电离 , 读 电 子 的 能 量 只 是 略 
大 于 该 原子 的 第 一 个 电离 能 , 这些 条 件 下 的 碰撞 过 程 可 以 看 作 是 淮 经 典 的 ， 但 由 于 未 
态 中 存在 着 三 个 带电 粒子 而 使 问题 极 大 地 复杂 化 了 .这 个 难题 的 普遍 解 由 G. H. Wa- 
nnier(Physical Review 90,817, 1953) 给 出 .我 们 发 现 , 一 个 中 性 原子 的 电离 几率 正 


比 于 (至 一 Di <, 其 中 a 一 二 V9173 一 1 一 1.13, 卫 ~ 了 是 电子 的 超过 电离 阅 值 的 能 量 ， 
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Og 


E, 
图 51 


8$ 148 快 电子 和 原子 的 非 弹 性 碰撞 


快 电子 和 原子 间 的 非 弹 性 磁 撞 ， 可 用 8 139 中 对 弹性 磁 撞 的 
同样 方式 ， 用 玻 恩 近似 加 以 研究 呈 ， 玻 恩 近 似 的 适用 条 件 仍 和 以 
前 一 样 , 入射 电子 的 速度 必须 远大 于 原子 中 电子 的 速度 ,碰撞 中 的 
能 量 损失 可 以 是 任意 值 , 如 果 电 子 失去 了 它 的 相当 大 一 部 分 能 量 ， 
原子 被 电离 , 这 些 能 量 被 转移 到 其 中 的 一 个 电子 身上 .可 是 , 我 们 
总 可 以 把 碰撞 后 具有 较 大 速度 的 那个 电子 看 作 散 射电 子 ,这样 ,如 
果 入 射电 子 速度 很 大 , 则 散射 电子 的 速度 也 很 大 . 

正如 早已 指出 的 , 在 一 个 电子 和 一 个 原子 的 碰撞 中 ,质心 静止 
的 坐标 系 可 以 认为 与 原子 静止 的 坐标 系 一 致 ， 而 后 一 坐标 系 正 是 
下 面 实 际 上 要 采用 的 . 

非 弹 性 碰撞 伴 有 原子 的 内 态 变 化 ， 恋 原子 可 能 从 基态 跳 到 某 
一 个 分 立 谱 或 连续 谱 的 激发 态 , 后 一 种 情形 意味 着 原子 的 电离 . 推 
导 一 般 公式 时 ,我 们 可 以 把 这 两 种 情形 合 在 一 起 考虑 . 

我 们 先 从 连续 谱 状 态 之 间 跃 迁 几 率 的 一 般 公 式 出 发 (和 § 126 
中 一 样 )， 把 它 应 用 到 具有 入 射电 子 和 原子 的 系统 ， 令 P,P' 为 入 
射电 子 在 碰撞 前 后 的 动量 ,Eo,， 为 原子 的 相应 能 量 , 至 于 跃迁 几 
率 , (126. 9) 式 换 成 


QD $148 一 $150 中 大 部 分 结果 是 由 H, A. Bethe(1930) 得 到 的 . 
es 390s 
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dw, = 





! 2 0 “一 和 _ dp 
en, pI U10,P) [6( Die + BB ) Ss 
(148. 1) 


式 中 的 垂 阵 元 是 和 射电 子 和 原子 间 以 下 相互 作用 能 的 和 抢 阵 元 ， 
Ze? | ea2 
0= 7 ey 
式 中 T 是 入 射电 子 的 径 矢 , re 是 原子 中 电子 的 径 矢 , 原点 位 于 原子 
核 处 , m 是 电子 质量 ， 
电子 波 国 数 多。 由 以 前 的 (126. 10) (126.11) 式 确定 , 此 时 
aw 就 是 碰撞 截面 ac。 我 们 把 初 态 和 末 态 原子 波 国 数 记 作 %o 和 
yn。 如 杂 原 子 的 末 态 属于 分 立 谱 ， 则 % (和 一 样 〉 按 通 当 方式 
归 一 化 .反之 ,如果 原子 进入 连续 谱 的 一 个 态 ， 波 因数 应 按 确 定 该 
态 的 参量 >” 的 6 函数 归 一 化 (例如 ， 这 些 参量 可 以 是 原子 的 能 量 ， 
以 及 电离 时 离开 原子 的 那个 电子 的 动量 的 各 分 量 )， 由 此 求 出 的 截 
面 给 出 了 原子 碰撞 到 参量 值 介 于 > 和 ?十 g 区 间 内 的 连续 谱 态 时 
的 几率 . 
(148. 1) 对 绝对 值 p' 积分 后 得 
dos=— | np' lV |0p) ldo', 
式 中 的 2 由 能 量 守 恒 律 确定 ; 
1 2 2 “ 
5 (2 一 六 ) =E,— Eo. (148. 2) 
把 (126. 10) 、(126. 11) 式 的 电子 波 图 数 代 入 矩阵 元 中 , 得 
don= -| Yepearar ‘do, (148. 3)® 





QD 这 个 公式 是 微 扰 论 的 一 般 结果 ,不 但 适用 于 电子 和 原子 的 碰 擅 ， 也 适用 于 两 
个 粒子 的 任何 非 漳 性 磁 擅 ， 确 定 了 质心 为 静止 的 坐标 系 中 的 散射 截面 (和 馈 是 这 两 个 粒 
子 的 折合 质量 )。 


es 3 了 9 了 se 


式 中 dr 一 dy .aV,…dys 是 原子 中 2 个 电子 的 位 形 空间 的 体积 元 ， 
我 们 略 去 了 do 上 的 撒 号 。 当 %=0 和 p=p 时 ，(148. 3) 变 成 弹性 
散射 截面 公式 . 

由 于 国 数 gu 与 po 正 交 ,0 中 的 原子 核 作 用 项 Ze/r 对 r 积 
分 后 等 于 零 , 因此 对 非 弹性 磁 接 有 


2 


t 2 | 2 
do a BE) Te parar | do. 


(148. 4) 
对 六 的 积分 可 按 $ 139 进行 ， 而 积分 
galTa) =|erierav /lr—rl 


在 形式 上 等 同 于 密度 分 布 为 p= 二 6(r 一 ro) 的 空间 电 窜 在 x 所 处 的 
势 的 傅 里 时分 量 , 因此 (139. 1) 式 给 出 


pr 一 zerisre . (148. 5) 
将 此 式 代 入 (148. 4)， 最 后 得 到 以 下 非 强 性 于 按 雪 面 的 一 般 表 式 
CI， -( 令 < ) 签 | 之 1o| ado, (148. 6) 





式 中 的 甜 阵 元 是 对 原子 波 函数 而 言 的 ， 我 们 引进 了 波 矢 量 攻 一 
/kK 王 p/ 庆 代 殖 了 动量 ， 这 个 公式 给 出 了 电子 被 散射 到 立体 角 元 
Qo 内 而 原子 跃迁 到 第 %* 个 激发 态 时 的 碰撞 几率 , 矢量 一 如 是 电子 
在 碰撞 中 给 予 原 子 的 动量 ， 

为 计算 方便 计 ， 最 好 把 截面 中 的 立体 角 元 改 成 矢量 q 的 绝对 
值 的 元 %g. 和 天 量 g 是 由 4q=k' 一 k 定义 的 ,其 绝对 值 为 


gq" =k -+k ?2kk’'cosd. (148.7) 
因此 ,给 定 了 k,x', 亦 即 给 定 了 电子 的 能 量 损 失 后 , 有 
gdg = kk'sindad = 人 do， (148. 8) 
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从 而 (148. 6) 式 可 写成 
可 es\20g 
dos=sz( 误 ) 于 


矢量 a 在 以 下 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 。 让 我 们 较 详细 地 考 
察 一 下 它 和 散射 角 3 以 及 磁 接 中 的 能 量 转移 B, 一 的 关系 , 下面 
将 看 到 ,最 重要 的 碰 擅 是 散射 角 很 小 (<1)、 能 量 转 移 远 小 于 入射 
电子 能 量 有 = 三 mov! 的 碰 措 : B。 一 BB， 这 种 情形 下 一 的 值 
也 很 小 亿 一 办 < ,而且 

BE.— Eo=h (Kb)/2mRE—E) /m= (EE), 

由 于 很 小 ,从 (148.7) 式 得 
g ~ (kb) ED), 





Cn| Sle-tar 10》 , (148. 9) 


最 后 有 z 
gq=~M[(B,—Eo) /hv]’+ (48)?. (148. 10) 
g 的 极 小 值 为 
gmin = (Ba— Eo) /hv. (148. 11) 
在 小 角度 范围 内 ,我 们 还 可 以 进一步 划分 成 不 同 的 区 域 , 这 取 
决 于 小 量 了 和 voy2 之 间 的 关系 , 此 处 名 0 具有 原子 中 电子 速度 的 数 
量 级 . 如果 我 们 考 碟 的 能 量 转移 具有 原子 中 电子 能 量 eo 的 数量 
级 (万 一 百 o 人 eo 一 7200)， 则 当 (w0f2)”? 攻 341 时 有 
GI 一 8 一 (72 7 页) 个; (148. 12) 
(148. 10) 式 根 号 中 的 第 一 项 与 第 二 项 相 比 可 以 赂 去 .在 这 个 角度 
范围 内 ，g 因而 和 能 量 转 移 无 关 ， 当 3&1 时，g 既 可 以 大 于 也 可 
以 小 于 1/ao(lao 具有 原子 线 度 的 数量 级 ). 在 对 能 量 转移 作出 同样 
的 假定 下 , 我 们 有 
t~v0/v 时 ,go 一 1 。 (148. 13) 
现在 把 一 般 公 式 (148.9) 应 用 于 小 抽 glqao 世 1, 即 4<<v0/2). 
* 9093. 





这 种 情形 下 可 把 指数 因子 展 成 q 的 需 级 数 : 

e 'qro 1—iq'ro—1—1ig7,, 
我 们 选择 了 zx 轴 沿 矢量 q 的 坐标 系 . 上 式 代 入 (148. 9) 时 , 由 于 波 
函数 罗 。 和 多; 的 正 交 性 , 含 1 之 项 等 于 零 , 我 们 就 得 


dos=8z( 孝 ) 健 1 Culds10>]? 一 ( 刁 ) 1Gnlqo107123 
(148. 14) 
式 中 d=。 了 wa 是 原子 的 侦 极 盾 分 量 ,我们 看 到 ,截面 (对 小 的 gg 


是 由 与 原子 的 状态 变化 相对 应 的 那个 偶 极 矩 跃 迁 矩 阵 元 的 模 量 平 
方 给 出 的 .中 

但 有 可 能 出 现 这 样 的 情况 , 由 于 选择 定 则 , 对 所 考虑 的 跃迁 讲 
来 偶 极 怎 拒 阵 元 都 等 于 零 ( 禁 戒 跃 迁 )， 这 时 e "a" 还 需 展 至 下 一 
项 , 我 们 得 


do 27 和 5) (E72) 0 gdg. (148. 15) 


现在 来 考虑 g 很 大 (gao 守 1) 的 相反 极端 情形 . 如果 4 很 大 ， 
这 意味 着 原子 接受 的 动量 远大 于 原子 中 电子 原 有 的 内 豪 动 量 ， 从 
物理 上 考虑 这 是 很 明显 的 : 在 这 种 情形 下 , 我 们 可 以 把 原子 中 电子 
看 作 是 自由 的 ， 而 和 原子 的 碰撞 可 以 看 作 是 入 射电 子 与 原子 中 原 
为 静止 的 电子 的 弹性 碰撞 .这 一 点 也 可 从 普遍 公式 (148. 9) 看 出 
来 , 当 &g 很 大 时 , 矩阵 元 中 的 被 积 式 含 有 急剧 振 落 因子 e'“"， 如 
果 4 中 不 含 类 似 的 因子 , 这 个 积分 差不多 等 于 零 . 这 样 的 y, 函数 
对 应 于 一 个 电离 原子 ， 辐 射出 一 个 动量 为 一 咎 =P 一 P 的 电子 ,这 


《Nn 








QD 物理 上 通常 感 兴趣 的 截面 gz， 是 对 末 态 原子 角 动 量 的 所 有 空间 取向 求 和 并 
对 初 态 角 动 量 的 所 有 空间 取向 求 平 均 以 后 的 裤 面 .经 过 这 样 的 求 和 及 求 平 均 以 后 ， 
{<nlas [0>|: 
和 2 轴 的 方向 无 关 ， 
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个 动量 相当 于 两 个 自由 电子 碰撞 时 由 动量 守恒 律 所 给 出 的 动量 . 

有 具有 大 动量 转移 的 碰撞 中 ， 人 和 人 射 电子 和 原子 电子 有 可 能 获得 
差不多 大 小 的 末 速 度 .， 与 相 碰 粒子 的 全 同性 有 关 的 交换 作用 开始 
变 得 重要 起 来 , 尽管 普遍 公式 (148. 9) 中 并 设 有 计 及 这 一 点 。 有 交 
换 的 快 电子 散射 截面 由 (137. 9) 式 给 出 , 这 个 公式 采用 的 是 碰撞 前 
一 个 电子 为 静止 的 坐标 系 ， 对 快 电 子 讲 来 , (137. 9) 式 最 后 一 项 中 
的 余 嘴 图 数 可 以 取 作 1， 乘 以 原子 中 的 电子 数 Z 以 后 ， 即 得 一 个 
电子 和 一 个 原子 碰撞 的 以 下 截面 式 : 


do =4Z( Sz) ty ostdo, 
(148. 16) 
为 方便 计 ， 此 式 中 的 散射 角 最 好 用 磁 撞 后 电子 具有 的 能 量 来 
表达 .我 们 知道 , 能量 为 了 = 二 mv?* 的 粒子 和 同 质量 的 静止 粒子 
相 碰 后 , 所 得 的 粒子 能 量 分 别 为 
e—~Esin’:t, E—e=~Ecos’t. 
为 了 求 出 有 关 de 区 间 的 截面 , 我 们 按 关 系 式 
sintddo=27x sintcostat= (x/E)de, 
把 do 化 成 de 代入 (148. 16) 即 得 最 后 表 式 
1 1 de 
CE 
如 果 能 量 e 和 8 一 e 中 有 一 个 远 小 于 另 一 个 ， 上 式 三 项 中 只 有 一 
项 (第 一 或 第 二 项 ) 是 重要 的 . 这 是 可 以 预料 的 ， 因 为 当 两 个 电子 
的 能 量 相差 很 大 时 ， 交 换 作 用 不 再 重要 ， 它 应 回 到 熟知 的 卢 瑟 福 
公式 中 . 





doe= nged 二 二 (148. 17) 


(D ”对 于 正 电子 和 原子 的 碰撞 不 存在 交换 效应 , 卢 瑟 福 公 式 
_ NZet de 
bE ee? 





dc 
对 所 有 的 g 污 1/a6 成 立 ， 
es 395。 


微分 截面 对 所 有 角度 积分 (或 对 9 积分 ) 后 给 出 把 原子 激发 到 
给 定 态 的 总 截面 cs。。 ca 与 人 射电 子 速 度 的 关系 , 是 和 偶 极 和 矩 的 相 
应 跃迁 矩阵 元 是 否 存 在 共有 密切 的 关系 . 我 们 先 假定 这 个 盾 阵 元 
不 等 于 零 . 于 是 当 4 小 时 ，do， 由 (148.14) 式 给 出 ， 而 且 我 们 看 
到 ， 当 9 减 小 时 对 9 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 另 一 方面 ， 在 大 2 的 
区 域内 , 当 94 增 大 时 截面 (对 一 给 定 的 能 量 转移 ,一 Bo) 指数 式 地 
减 小 , 这 是 因为 (148. 9) 和 矩阵 元 的 被 积 函 数 中 存在 着 一 个 (早已 指 
出 的 ) 剧 烈 振 荡 因 子 ， 由 此 可 见 , 对 & 积分 时 & 值 小 的 区 域 起 着 主 
要 作用 ， 我 们 可 把 积分 范围 限制 在 从 (148. 11) 式 的 极 小 值 开始 到 
数量 级 为 1/ao 的 某 个 值 为 止 。 

结果 得 


0.=87( 才 ) | nla.10) ln( pr) (148. 18) 


其 中 B,。 是 一 个 无 量 纲 常数 , 我 们 不 可 能 算出 它 的 一 般 形式 @， 

另 一 方面 , 如 果 偶 极 矩 矩阵 元 对 于 所 考虑 的 跃迁 讲 来 等 于 零 ， 
那么 对 g 的 积分 无 论 对 小 的 gq( 可 从 (148.15) 式 看 出 ) 以 及 对 大 的 
gq 都 是 很 快 地 收敛 的 . 积分 的 最 重要 区 域 为 4~1/ao， 这 时 不 可 能 
得 到 普遍 的 定量 公式 , 我 们 只 能 推出 这 样 的 结论 :，cw 将 和 速度 的 
平方 成 反比 : 

os 一 常数 /297. (148. 19) 
这 可 从 普遍 公式 (148. 9) 直接 看 到 , 按 该 式 当 g~1/ao 了 时 dos 将 和 
1/v? 成 正比 . 

我 们 来 求 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 元 而 不 管 原子 进入 哪个 态 的 

非 弹性 散射 截面 40,, 为 此 , 需要 把 (148. 9) 式 对 所 有 # 专 0 的 态 求 


@ 我 们 假定 了 Bs 一 Bo。 具有 原子 中 电子 能 量 eo 的 数量 级 . 对 于 更 大 的 能 量 转移 
(Es 一 Eo~Eee), (148. 14) 和 (148. 18) 仍 不 能 适用 , 因为 此 时 的 候 极 矩 矩 阵 元 变 得 很 
小 ,不 能 只 取 4 的 寡 似 数 展 式 的 第 一 项 ， 
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和 , 也 就 是 对 基态 以 外 的 所 有 原子 态 (包括 分 立 谱 和 连续 谱 ) 求 和 , 
我 们 不 去 考虑 大 角度 区 间 和 小 角度 区 闻 ， 而 假定 1>3> (oo/o) ， 
于 是 按 (148. 12), 9 和 能 量 转 移 值 无 关中 ， 

后 一 种 情况 使 我 们 很 易 算 出 非 弹性 碰撞 的 总 截面 ， 亦 即 求 和 
式 


do,= Fdo, 87(S) Sn| Sle-ir 10)|: 
:= > ,don =87 >,|(n| >je 2 
0 a 


-=r) Dl nl Dee 1071292. (148. 20) 
为 此 我 们 注意 到 , 根据 矩阵 乘法 规则 , 对 任意 一 个 量 了 有 
之 |fonl® -fofin = Sfon(f)m= (ff*)o0 
上 式 是 对 所 有 的 郊 求 和 , 包括 %=0。 因 而 
Sol = Sf fo = Ff) 00— |fool?. (148. 21) 


入 下 0 如 


把 此 式 应 用 于 了 = e's" ,我 们 有 
oo 号) 六- 让 章 
(148. 22) 
式 中 《…) 代 表 对 原子 基态 求 平均 ( 取 00 对 角 和 矩阵 元 )。 根据 定义 ， 


平均 值 ( 习 erisn > 就 是 基态 原子 的 原子 形状 因子 了 (gq). 大 括号 内 
的 第 一 项 可 写成 








Q@(148.9) 式 的 求 和 也 对 ,一 吾 , 污 eo 的 态 进行 ,此 时 (148.12) 式 不 再 成 立 ， 但 对 
具有 大 能 量 转移 的 跃迁 讲 来 ,有效 截面 比较 小 , 这 些 项 在 求 和 式 中 并 不 重要 ,所 加 的 条 
件 ?<1 使 我 们 可 以 不 必 考 虑 交换 效应 。 
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一 4 十 > et9- (ra 一 0》 


如 地 而 


2 
一 To 
之 








从 而 得 一 般 公 式 


do,=( 2 ) 和 2- 严 (9) 二 ee 如 (148. 23) 


2 
部 





当 g 很 小 可 按 g 的 窜 展 开 (vo/2 之 qao 切 1, 相当 于 角度 (v0/9)? 
安 4&v0of2) 时 , 此 式 可 大 为 化 简 . 为 方便 计 , 我 们 不 去 展开 (148. 23) 
式 , 而 把 (148.14) 式 的 qo 重新 对 %#* 求 和 . 利用 ==4; 的 (148. 21) 
式 并 记得 《d=0, 求 和 后 得 


_ /2e\ ?ya do 
so,=( 关 ) Cd (148. 24) 


把 上 式 和 小 角度 弹性 散射 截面 式 (139. 5) 比较 一 下 是 有 意义 
的 , 后 者 和 无关 ， 散 射 到 go 立体 角 元 内 的 非 弹 性 截面 则 随 二 的 
减 小 而 按 1/ 太 的 规律 增长 . 

对 于 1 六 1 福 zo/o (因而 aao 祖 1) 范围 内 的 1 角 ，(148. 23) 大 括 
号 内 的 第 二 和 第 三 项 都 很 小 , 我 们 简单 地 有 

do, = Z( 37) 和 (148. 25) 

也 就 是 对 2 个 原子 电子 的 卢 瑟 福 散 射 ( 没 有 交换 作用 ), 我 们 记得 ， 
对 于 弹性 散射 有 (139. 6) 式 , 它 不 是 和 2 而 是 和 2 成 正比 . 

最 后 , 对 角度 积分 后 , 我 们 得 到 对 所 有 的 角度 以 及 对 原子 的 任 
意 激 发 而 言 的 非 弹性 散射 总 截面 o:， 和 计算 (48.18) 式 的 0， 元 
全 一 样 , 可 得 


0,=8z( 老 ) (d3) mp 2 (148. 26) 
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例 题 @ 


1， 求 快 电子 被 所 原子 (处 于 基态 ) 非 弹性 散射 的 角 分 布 (1 宪法 2- ， 
解 ” 对 和 氨 原 子 而 言 , (148. 23) 大 括号 内 的 第 三 项 等 于 零 ， 而 原子 形状 因 
子 了 了 (9g) 已 在 $139 例题 中 算出 ， 把 它 代 入 得 


4 ] 
do,= 1! CE oF 7 人 


2、 基 态 气 原子 受 电子 磁 撞 而 激发 到 第 ?个 分 立 谱 能 级 (是 主 量 子 数 )， 
求 微分 截面 . 

解 最 好 用 扼 物 坐标 计算 矩阵 元 ， 取 z 轴 沿 矢量 9 的 方向 ， 此 时 有 
ciqr 一 ee 一 et-912 基态 波 函 数 呈 Yoco= zx-!20-(t91 形式 。 仅 当 有 
迁 到 =0 的 态 时 矩阵 元 才 不 等 于 零 ， 这 种 态 的 波 国 数 为 

-一 二 (一 SE)p/ nl 7 
Pm /ae r( ni,1, Ep( 1, 也) 
(Rn 二 1 十 Rtz 十 1)。 所 求 的 矩阵 元 由 以 下 积分 式 给 
i (£—7) 
如 


Pooopnn,, (TD 2xaéan, 





Cnmad lera"rl000>=|| 
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这 个 积分 可 用 数学 附录 3 了 中 所 引 的 公式 加 以 计算 .结果 得 : 


， oo[ (nC—1)2+ (gn) 2 
| Cninz0 | eiq *|000>12 = 2sn o LT (ms n2)? 


+ (qn) ?2j， 
mn 十 m4 二 nn 一 1 值 相同 的 态 都 有 相同 的 能 量 ， 在 % 为 给 定 的 情形 下 , 对 所 有 可 
能 的 2 一 ?ra 值 求 和 , 并 把 结果 代入 (148,. 9), 即 得 所 求 的 截面 : 
2 2 一 1 : ][ (m1)?+ (gn) ?dg 
a ee 本人 
3. 试 求 氨 原 子 第 一 激发 态 被 激发 的 总 截面 ， 
解 公式 


Q@ 所 有 题 都 采用 原子 单位 。 
e 399 。 





尚 需 对 从 dmin = (BE,—E,) /v=3/8» 到 dmsxr ~—=29 和 的 所 有 gq 值 积分 ， 只 保留 D 
的 最 高 次 项 ， 经 过 初等 积分 后 结果 得 @ 


_ 213x 25Y_ dx v2 
(Indo—2 )= 0 5551nT 7: 


4， 求 氨 原 子 (处 于 基态 ) 电 离 而 次 级 电子 发 射 到 给 定 方向 的 有 效 截面 8 
次 级 电子 的 能 量 远 小 于 初级 电子 的 能 量 ， 故 交换 作用 可 以 略 去 ”(H.S. W， 
Massey, C. B. O. Mohr, 1933) . 


解 ” 初 态 的 原子 波 函 数 为 y==x-!1/26-"， 末 态 的 原子 已 电离 ， 从 中 发 射 
出 的 电子 具有 波 矢量 k( 和 能 量 6= 沁 x 中 ， 这 个 态 由 (136. 9) 的 函数 %5， 描 
写 ,其 中 的 出 射 部 分 (在 无 穷 远 处 ) 只 有 沿 k 方向 传播 的 一 个 平面 小， 多 5 函 
数 已 按 k/2z 空间 的 6 函数 归 一 化 , 因此 由 它 算 出 的 截面 是 对 d?k/ (2)， 亦 
即 #?dxdow/ (2x): 而 言 的 , do 是 沿 次 级 电子 方向 的 立体 角 元 ， 于 是 有 


Ak' we2 四 
(27) kg 


《do 是 对 散射 电子 而 言 的 立体 角 元 ), 共 中 的 








do jr]e-igr|0 >|2dodo.dr 


. 好 -TI217 rT(1 二) 
<k|e-iq | 0>= | go 和 一 一 一 六 


| 2 一 下井 FF-ix*y- 人 Pr (三 . ， 交 
了 | | q 五 1V, tCxrt+k:r) so 


了 


QD 对 任意 的 也 能 算出 截面 ， 用 数 慎 计算 法 还 可 以 算出 被 和 氮 原 子 非 弹性 散射 的 
总 截面 ， 


gr= dnln—o 
"T1600? 


式 中 包括 了 以 下 两 项 贡献 , 即 来 自 原子 分 立 谱 状 态 被 沿 发 的 碰 扩 以 及 原子 被 电离 的 磁 
撞 : 


dr 2 
Dm 4 40715m( 二) 
散发 一 ”人 oi60 忆 





4 、， 2 
-47 x 0 92851 ( ) 
< 3 n\o.012 


» 400 。 





积分 时 采用 抛物 坐标 ，2 轴 沿 k 方向 , 2 角 从 (q, g) 平 面 算 起 : 
T-} 一 半 二 全 exp | -GE- n) cos? +iqvVEn sinycosg 


一 全 (E+ 一 太 < ED) |F (lis)apdtdn? 
式 中 ?是 K 和 gq 的 炎 角 . 作 替 代 V 7 cosp=w，~V 7 sing=2 后 ,很 易 对 9 


和 积分 , 积 出 后 得 


了 Wh 一 42sin 2 十 42 十 (KK 十 9 cos 小 )2 
一 于 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 上 
2z -=| 二 | XP | 2[i {xgeosy) CO— 人 14] 


? 。 
(一 人 ) 
[i(rktgecosy)— 4] jay 
此 处 的 积分 可 从 y=1,%=0 的 (ff:3) 式 求 出 ， 进 一 步 的 计算 虽然 宛 长 但 是 是 
初 千 的 , 结果 得 到 以 下 的 截面 表 式 : 


a 28k' «x [q+ 2gr eosy (rx? 1) eos?y] 
~ xkgitgqgi 2gxeosy+1ins lt (gir tii — nr) Ti ea) 


Xexp (一 arctan jaoao CA 。 


2K 
上 2 十 1 
对 次 级 电子 的 所 有 发 射 角 求 积分 时 可 用 初等 方 法 进行 , 结果 得 到 辐射 电 

于 能 量 给 定 为 了 x?* 情形 下 散射 的 角 分 布 : 





二 2 一 过 — 
go 2 ok'k 长 十 本 (CI 十 K ) |exp (— arctan7 7) 
kg? CE CE 


4 之 1 了 时 上 式 在 x ~ 处 具有 很 陡 的 极 大 值 ; 在 这 个 极 大 值 附近 有 


25 drdo 
3rK4 [1+ (gqg—x)?]3 
对 do 一 2x9ad9/E? 守 (2xxr/k?)d(g 一 Kx) 积分 后 , 得 到 表 式 8xdr/k? x 正如 我 
们 所 预期 的 那样 , 它 和 (148. 17) 式 中 的 第 一 项 一 致 . 


dodnr, 


do = 


$149 有 效 滞 阻 
碰撞 论 的 应 用 中 , 计算 碰撞 粒子 的 平均 能 量 损失 极为 重要 . 我 
们 最 好 用 以 下 的 量 标志 这 种 能 量 损失 : 
* 了 DT。 





dx= >,(B,— Bo)do,, (149. 1) 


我 们 将 把 这 个 量 称 为 (微分 ) 有 效 滞 阻 (3 中 中 ekTHBHh TopMoxk- 
eHHe), 式 中 的 求 和 当然 既 包 括 分立 谱 也 包括 连续 谱 ，cn 是 对 散射 
到 某 一 给 定 立 体 角 元 内 的 情形 而 言 的 由. 

快 电子 有 效 涡 阻 的 一 般 公 式 为 : 

dx=87() SBE [Cn 三 0) 宇 (149. 2) 
其 中 的 gc 取 自 (148.9) 式 ， 正 如 推导 (148. 23) 式 那样 , 我 们 排除 
了 对 极 小 角度 区 域 的 考虑 , 并 假定 1 写 #> (vo/?)*， 了 于 是 q 和 能 量 
转移 值 无 关 , 我 们 就 可 以 算出 对 1% 求 和 的 一 般 形式 .， 

这 个 算法 要 用 到 下 面 导 出 的 求 和 定理 ， 作 为 坐标 函数 的 某 个 
量 f, 它 的 矩阵 元 及 其 对 时 间 导 数 了 的 矩阵 元 由 下 式 联系 : 


(f) 0n = — (BBo)fon, (149. 3) 








所 以 有 
>, (E,— Eo) |fonl” = >, (BE,— Eo)fon,(fon)™ 


一 > ， (EB,— Eo) fon,(f*) no 
=ih Df on(f') no =ih(ff*) oo, 


原子 的 定 态 波 函 数 可 以 选 成 实 函 数 ， 此 时 坐标 函数 了 的 矩阵 元 就 
具有 关系 式 fo 二 了 fo, 而 对 (149. 3) 式 的 矩阵 元 讲 来 就 有 相应 的 关 
系 式 (月 = 一 (月 ,。 因此 以 上 的 求 和 式 还 可 写成 以 下 形式 : 


Q@ 如 果 一 个 电子 通过 气体 , 它 在 各 个 原子 上 的 散射 是 彼此 独立 地 进行 的 ， 那 末 
Nax( 入 是 单位 体积 内 的 气体 原子 数 ) 就 是 电子 在 偏转 到 给 定 的 立体 角 元 的 磁 担 中 单位 
路 程 内 所 损失 的 能 量 . 
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之 ,(B 一 Bo)1fo| = 一 法 这 Cf )on(f)m= —ih(f*f)o0. 
以 上 两 式 相 加 后 除 以 2, 即 得 求 和 定理 : 
二 (有 一 Bo fo 时 = 区 Cj 一 六 Po (149. 4) 
我 们 把 它 应 用 于 
f= ei 
根据 (19. 2) 式 ,了 的 时 间 微 商 可 用 以 下 的 算 符 表 出 
f= -> [e's (qeVo) + (q*Voe "el]. 
和 了 的 对 易 结 果 很 易 直 接 算得 : 
fp fj=— gg. 
代入 (149. 4), 即 得 下 式 





SB En) | nl De "0 = 用 (149. 5) 
它 已 实现 我们 所 来 的 冰 和 计算 。 
因此 得 到 关于 微分 有 效 灌 阻 的 公 
dk = A172e. dg_ 2Ze” do (149. 6) 








my: 0 mo: 要 
它 的 适用 范围 由 以 下 不 等 式 给 出 : 
(2) #1, 即 字 avg 攻守 
其 次 , 当 动量 转移 不 超过 某 一 值 9 而 2o/2 和 sog 入 vvo 时 , 我 
们 来 求 所 有 碰 擅 的 总 有 效 训 阻 
K(g1) = > (BE.— Bodo,, (149.7) 


@ 推导 这 个 公式 时 ， 我 们 从 来 没有 利用 过 指标 “0” 代表 原子 基态 的 事实 。 因 此 
这 个 公式 对 任意 的 初 态 都 是 成 立 的 . 
es。 A403 。 





gain 由 (148. 11) 式 给 出 ， 式 中 的 积分 号 不 能 搬 到 之 ,的 前 面 , 因为 


qmin 依赖 于 2%. 

我 们 把 积分 区 间 划 分 成 两 段 ， 从 gain 到 go 的 一 段 和 4go 到 和 
的 一 段 ， 其 中 的 go 是 4 的 某 个 值 ， 满 足 po 和 wao 和 1 于 是 在 
danin 到 qo 的 整个 积分 区 间 内 , 我 们 可 用 (148. 14) 式 的 dan 





«(gy) =87( 吉 ) inldsl0) lB,—B) | 吧 
从 而 
«(go) =87 (S) Slenlds10) (Bs Bo) In (149.8) 


在 go 到 gi 的 区 间 内 ,可 先 对 %% 求 和 ,给 出 (149.6) 式 的 dx， 然后 对 
2 积分 , 得 出 





/1 Ze 1 gq 9 
K (qi) K(g0) = Ar ln (149. 9) 


为 了 变换 以 上 的 表 式 ,我 们 利用 (149. 4) 得 出 的 求 和 定理 ， 在 
该 式 中 令 
f=d,/e = Zr,, fb. 
把 所 和 下 对 易 (现在 的 六 等 于 月 得 出 了 扬 一 了 六 = 一 2/m, 因 
而 包 
之 ,No = D3 (Bs Blnlasl0) l=Z. (149.10) 
量 Wu, 称 为 各 个 相应 跃迁 的 振子 强度 . 
我 们 引进 原子 的 某 个 平均 能 量 7, 它 由 下 式 定义 
lnT = Nonln (Ba — Bo) /No 


QD (149.5) 式 的 附注 对 本 式 也 适用 ， 
。 404. 





(1/2) No ln (BE, — EB,). (149. 11) 


然后 应 用 (149. 10)， 可 把 (149. 8) 改 写成 K(go) 一 (4Ge /mv ) x 
ln(gqofiv/IT)。 此 式 和 (149.9) 相 加 , 最 后 得 


4 . 
«(gq) = Ain (Lp) (149. 12) 


此 式 中 只 出 现 一 个 标志 所 给 原子 的 常数 由. 
通过 =mvy /nh 用 散射 角 如 表达 gq, 即 得 所 有 散射 到 入市 
区 间 内 的 有 效 滞 阻 : 


量 
K(t) 一 4 éln (mv /T), (149. 13) 








如 果 Yiao 之 1( 即 加 之 wy/o)， 我 们 可 把 表 成 人 射电 子 所 能 给 予 原 
子 的 最 大 能 量 转移 值 的 函数 .我 们 在 上 节 中 曾经 指出 ，9ao 福 1 时 
原子 被 电离 ， 差 不 多 所 有 的 动量 Ng 和 人 能量 都 交 给 了 一 个 原子 电 
子 ,由 于 fg 和 e 是 一 个 电子 的 动量 和 能 量 , 即 有 关系 二 gq /2m. 
把 9 二 2mei/ 如 代入 (49.12), 我们 得 碰撞 中 能 量 转移 e 委 el 的 有 
效 请 阻 : 
K(ei) 一 (2r2Ze417102) ln (2mev /TI’). (149. 14) 
最 后 , 我 们 作 如 下 的 说 明 , 原子 的 各 个 分 立 谱 能 级 主要 来 日 一 
个 单 ( 外 层 ) 电 子 的 激发 ， 即 使 是 两 个 电子 的 激发 ， 它 所 需要 的 能 
量 通常 足以 使 该 原子 电离 .因此 , 在 振子 强度 的 求 和 式 中 , 跃迁 到 
分 立 谱 态 的 只 是 数量 级 等 于 1 的 那 一 部 分 ; 而 伴 有 电离 的 则 构成 


@ 对 氢 原 子 ,T=- 0.55me4/ 划 一 14.9 eV. 对 重 原子 , 我 们 采用 托马斯 - 费 米 方法 计 
算 常数 了 ,可 望 得 到 很 好 的 精确 性 . 很 易 确 立 这 样 算出 的 了 值 如 何 依赖 于 2Z, 在 准 经 殿 
情形 下 , 多 粒子 系统 的 本 征 频率 相当 于 它 的 能 级 差 . 原子 的 平均 本 征 频 率 具 有 ?0/6o 的 
数量 级 , 由 此 可 知 , ~ 大 wo/ao. 托马斯 - 费 米 模型 中 原子 电子 的 速 庆 和 2 的 关系 为 2273， 
而 原子 的 线 度 按 Z-1043 变 化. 可见 了 工 必 正 比 于 Z: T= 常数 XZ, 根据 实验 结果 发 现 ， 这 
个 常数 约 为 10eV 的 数量 级 ， 
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为 一 部 分 , 其 数量 级 为 Z， 由 此 可 知 ， 伴 有 电离 的 磁 描 在 滞 阻 (被 
重 原 子 清 阻 ) 中 起 主要 作用 . 


例 题 


试 求 一 个 电子 被 一 个 氨 原 子 滞 阻 (=0.55 原子 单位 ) 的 总 有 效 滞 阻 ， 对 
于 天 的 能 量 转移 , 两 个 相 碰 电子 中 较 快 的 一 个 取 作 初级 电子 . 

解 ” 当 碰撞 后 的 初级 电子 和 次 级 电子 具有 差不多 大 小 的 能 量 时 , 必须 计 
及 交换 效应 。 因 此 , 对 于 能 量 转移 介 于 某 值 si(1<%s 和 22) 和 最 大 值 


emar= 字 加 = 
(根据 我 们 对 初级 电子 的 定义 ) 之 间 的 灌 阻 讲 来 , 我 们 须 采 用 (148.17) 式 的 有 
效 截面 : 


K (Emax) 一 K (el) 
x rs rl 1 1 

= 到 在 二 (Be eB Je: 
x Eh 

= 中 mm 人 (ze ) 直 

此 式 加 到 (149. 14) 式 上 , 我 们 得 人 (用 原子 昔 位 ) 

rn 厅 - 1] -4z jn 2 

< 和合 训 全 ye |= D2 in 网 


人 1.3 


$150 重 粒 子 和 原子 的 非 弹 性 碰 搞 
玻 恩 近似 适用 于 重 粒 子 和 原子 碰 接 的 条 件 ， 用 粒子 的 速度 表 
示 这 个 条 件 , 则 仍 和 电子 的 情形 一 样 : 
2 2)0。 
这 可 根据 微 扰 论 适 用 性 的 普遍 条 件 (Cao/ ji2o< 入 1) 立即 得 出 , 只 要 注 


个 ”对 于 正 电 子 和 和 氧 原子 的 磁 控 ,没有 交换 效应 ,把 (149.14) 式 中 的 el 简单 地 代 
议 Emax 一 妃 一 -v4, 即 得 总 滞 朋 





“一 “ln 人 vw” 
v2 0.55 


e A406 。 


意 到 这 个 条 件 中 不 出 现 粒子 质量 ， 而 ao/ 才 具有 原子 中 电子 速度 
的 数量 级 . | 

在 粒子 和 原子 的 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ， 截 面 由 一 般 公 式 
(148. 3) 给 出 , 式 中 的 m 目 前 是 粒子 和 原子 的 折合 质量 .但 为 方便 
计 ， 我 们 考虑 碰撞 前 的 原子 处 于 静止 的 坐标 系 ,为 此 ， 我 们 从 
(148. 1) 式 出 发 ， 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 中 , 表达 能 量 守恒 
律 的 6 函数 的 宗 量具 有 以 下 形式 : 


1 2 工 s ] 1! m2 _ 
a3N? 2H? tam- PP) 二 一 人 (150. 1) 


式 中 以 是 入 射 粒子 质量 ， 而 以 。 是 原子 质量 . 第 三 项 是 原子 的 反 
冲动 能 (考虑 原子 和 电子 的 碰撞 时 , 这 一 项 可 以 完全 上 略 去 )， 

对 于 快速 重 粒 子 和 原子 的 碰撞 ， 粒 子 的 动量 改变 和 它 的 初始 
动量 相 比 , 差不多 总 是 很 小 ， 如果 这 个 条 件 成 立 ,， 我们 可 以 略 去 5 
函数 宗 量 中 的 原子 反 冲 能 量 ， 得 到 和 (148. 3) 完 全 一 样 的 公式 , 只 
是 该 式 中 的 名 必须 改 成 人 射 粒 子 的 质量 形 (不 是 粒子 和 原子 的 折 
合 质量 ). 考虑 到 动量 转移 与 初始 动量 相 比 已 经 假定 为 很 小 , 我 们 
可 令 p=m, 于 是 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 中 , 截面 式 为 

do = CM/4nh) || egsydrar 


落 虑 到 粒子 的 电荷 可 能 不 同 于 电子 , 我 们 用 ze 代替 e ,其 中 
ze 为 入 射 粒子 的 电荷 ， 非 弹性 散射 的 一 般 公 式 ， 写 成 〈148. 9) 的 


形式 : 
2\2 1 | 2 
don— 87 (如) (nl Derinral0) | og (150. 3) 


并 不 含有 粒子 质量 .由 此 可 见 ， 人 队 它 导出 的 所 有 公式 对 重 粒 子 的 
碰撞 仍 能 适用 , 只 要 这 些 公 式 是 通过 > 和 g 表达 的 . 

不 难看 出 ， 用 散射 角 &( 重 粒子 和 原子 相 撞 后 的 偶 转 角 ) 表达 

的 公式 应 作 怎 样 的 修改 ， 为 此 , 我 们 首先 注意 到 , 重 粒 子 的 非 弹 性 
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0&0. (150. 2) 








傍 撞 中 有 角 总 是 很 小 的 ， 因 为 , 当 动 量 转移 很 大 时 (与 原子 中 电子 
的 动量 相 比 ), 我 们 可 以 把 和 原子 的 非 弹 性 磁 撞 看 作 是 和 自由 电子 
的 弹性 碰撞 . 可是, 当 一 重 粒子 和 一 轻 粒 子 (电子) 碰撞 时 , 重 粒子 
几乎 是 不 偏离 的 . 换 句 话说 ， 重 粒子 转移 给 原子 的 动量 与 该 粒子 
的 初始 动量 相 比 是 很 小 的 ， 大 角度 弹性 散射 是 一 个 例外 ， 但 这 种 
可 能 性 是 极 小 的 . 

因此 , 在 整个 角度 范围 内 我 们 可 令 


-1 (2 ) 二 Cgot)2， (150. 4) 


除了 极 小 的 角度 外 , 上 式 实际 上 可 化 成 
gh Mo (150. 5) 


另 一 方面 , 当 我 们 涝 虐 电 子 和 原子 的 碰撞 时 , 我 们 有 (对 于 小 角度 ) 


1 RV (Se) + mot) 
由 此 可 得 这 样 的 结论 , 从 电子 和 原子 碰撞 中 所 得 的 公式 , 只 要 这 些 


公式 用 速度 和 偏转 角 表 达 出 来 , 那么 如 果 到 处 进行 以 下 替代 : 
->M#/m (150. 6) 
(包括 立体 角 元 40=2x sin 348~2x9qd# 的 替代 ), 就 变 成 重 粒 子 磁 
撞 的 公式 , 入 射 粒子 的 速度 仍 保持 不 变 ， 定 性 地 说 , 这 意味 着 小 角 
度 散射 的 整个 图 像 (对 给 定 的 粒子 速度 而 言 ) 被 压缩 了 mm/ 站 售 . 
以 上 所 得 的 规则 也 和 小 角度 弹性 散射 有 关 ， 对 ?<1 的 (139. 
4) 式 作 (150. 6) 式 的 变换 , 我 们 得 截面 


do,— sr( ) [2—P(MvA/A)]: Se. (150.7) 


角度 3~1 的 重 粒 子弹 性 散射 , 被 化 成 在 原子 核 上 的 卢 瑟 福 敬 射 . 
具有 大 动量 转移 而 原子 被 电离 的 非 弹 性 散射 需要 作 特 殊 的 考 

虑 ， 和 被 电子 所 电离 的 情况 不 同 ， 这 里 当然 没有 交换 效应 重 粒 

子 的 特征 是 ， 大 的 动量 转移 (gao 沁 1) 并 不 意味 着 大 的 偏转 角 , 总 
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是 保持 很 小 .辐射 电子 的 能 量 介 于 < 和 e 十 de 之 间 的 电离 截面 可 
从 (148. 25) 式 直接 得 出 , 它 可 写成 以 下 形式 : 
do,=8n (ze /hv) 2dg/g,, 
令 各 gq /2m 一 ce( 整 个 动量 hq 交 给 了 一 个 原子 电子 }.。 此 式 给 出 
zc 一 (27 22 /mo ) dele’. (150. 8) 
在 重 粒 子 和 原子 的 碰撞 中 ， 总 截面 和 有 效 河 阻 特别 有 用 ， 非 
弹性 散射 总 截面 由 以 前 的 (148.26) 式 给 出 ,总 有 效 沸 阻 可 把 
(149. 12) 式 中 的 qi 改 成 最 大 动量 转移 gmsx 后 得 到 .qmax 很 易 用 
粒子 速度 表 出 ， 方 法 如 下 .由 于 jmsx 与 粒子 原 动 量 M2 相 比 仍 
丰 很 小 , 它 的 能 量变 化 和 动量 变化 的 关系 为 A 百 =Y iq. 田 一 方面 ， 
对 于 大 的 动量 转移 , 这 个 能 量 几 乎 都 交 给 了 一 个 原子 电子 , 因此 可 
写成 
ehig*/2m = fiy.q<<ivg, 
从 而 有 fq 志 2mwv, 即 
qmax—=2mv, Emx=2m, (150. 9) 
我 们 注意 , 非 弹性 碰撞 中 粒子 的 最 大 偏转 角 为 
na = Ngqmax/ Mv=2m/M. 
(150.9) 代入 (149. 12) 中 , 我 们 得 到 重 粒 子 的 总 有 效 请 阻 
K 一 《47rZ52e41 my) ln (2m /1)., (150. 10) 


$151 中 子 散 射 


在 碰 樟 理论 的 许多 物理 问题 中 ， 需 要 考虑 到 散射 过 程 怎样 受 
散射 中 心 运 动 的 影响 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 这 类 问题 可 以 用 费 密 
(E. Fermi, 1936) 建 议 的 那 种 微 扰 论 解 决 , 即使 单独 讲 来 微 扰 论 对 
每 个 中 心 的 散射 并 不 适用 ， 这 类 问题 中 包括 慢 中 子 对 多 原子 系统 
(例如 分 子 ) 的 散射 ， 我 们 来 考虑 这 个 特殊 问题 . 

中 子 几 乎 不 被 电子 散射 ， 所 以 实际 上 所 有 的 散射 都 发 生 在 原 
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子 核 处 O， 我 们 将 假定 被 单个 核 散 射 的 振幅 小 于 原子 间距 。 那 么 
在 分 子 中 被 每 个 核 散射 的 波幅 即使 在 别 的 原子 核 处 也 已 经 很 小 
在 这 些 条 件 下 , 被 分 子 散射 的 振幅 等 于 被 单个 核 散射 的 振幅 之 和 . 

微 扰 论 一 般 讲 来 不 能 应 用 于 中 子 和 核 的 散射 : 尽管 核 力 的 范 
围 很 小 , 在 此 范围 内 的 作用 却 极 强 ， 但 重要 的 是 ， 慢 中 子 (其 波长 
远大 于 原子 核 线 度 ) 散 射 的 振幅 是 一 个 和 速度 无 关 的 常数 ， 令 f 
为 被 第 a 个 核 散射 的 振幅 , |f。1*do 是 中 子 被 一 个 自由 核弹 性 散射 


的 微分 截面 (在 它们 的 质心 系 中 ). 
这 个 常数 振幅 可 从 微 扰 论 形 式 地 得 到 ， 如 果 我 们 用 一 个 “点 ” 
势 来 描写 中 子 和 核 的 相互 作用 的 话 : 
UD = -pr), (151. 1) 


式 中 以 是 中 子 和 核 的 折合 质量 ， 当 此 式 代入 玻 思 公式 (126. 4) 中 
时 , 6 函数 使 得 积分 式 成 为 与 q 无 关 的 一 个 常数 . 这 样 定义 的 “ 场 ” 
U(r) 被 称 为 厦 势 ， 需 要 强调 的 是 ， 作 出 这 个 定义 的 可 能 性 是 由 于 
f 为 常数 这 一 事实 。 在 中 子 能 量 为 任意 的 一 般 情形 下 ， 散 射 振幅 
分 别 依赖 于 初 动量 p 和 末 动 量 p' ， 而 不 只 是 依赖 于 两 者 之 差 和 
但 玻 恩 近似 给 出 的 振幅 却 只 能 依赖 于 @q. 

z 如 果 散 射 核 在 作 给 定 的 运动 (例如 , 分 子 中 的 各 种 振动 ), 我 们 
对 此 运动 求 平均 后 , 则 (151. 1) 式 的 相互 作用 势 被 “铺展 ?到 一 个 尺 
度 一 般 地 远大 于 散射 振幅 了 的 范围 内 。 对 于 这 样 “ 铺 展 ? 开 的 作用 
势 讲 来 , 玻 恩 近似 的 适用 条 件 (126. 1) 是 满足 的 . 


中 ”我们 还 假定 该 分子 没有 丽 矩 . 否则 还 存在 着 来 自 中 子 和 分 子 磅 矩 相 互 作用 的 

@@” 带 要 强调 的 是 ,尽管 质 势 在 形式 地 应 用 微 扰 论 的 情况 下 能 够 给 出 散射 振幅 的 
正确 值 ,但 这 并 不 意味 着 微 扰 论 真 能 适用 于 这 样 的 场 . 对 于 一 个 深度 为 U6 并 以 U oa; 一 
常数 的 方式 趋 于 无 穷 远 的 势 阱 讲 来 ( a 为 阱 半径 , 它 趋 于 零 ), 条 件 (126. 1), (126.2) 肯 
定 都 不 会 满足 . 
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因此 我 们 可 以 用 以 下 硕 势 描写 中 子 -分 子 作用 : 
U(r) = —2x# > fdr Ro), (151. 2) 
人 式 中 对 分 子 的 所 有 原子 核 求 和 ， 及 。 是 它们 的 径 矢 ，r 是 中 子 的 径 


矢 ， 把 上 式 代 入 (148. 3), 把 m 改 成 Wan (Mn 是 分 子 和 中 子 的 折合 
质量 ), 我 们 得 质心 系 中 的 中 子 被 分 子 散 射 的 以 下 截面 式 : 


MP? SIL -ia-Re10y| 51. 3 
dan ME | fnle I0y| ao, (151. 3) 


式 中 的 矩阵 元 是 针对 能 量 为 Bu 和 E。 的 核 运动 定 志波 函数 而 言 
的 ,动量 了 和 了 2 通过 能 量 守恒 律 相 联系 ; 
5 一 2 = BB 


(151. 3) 式 描写 了 分 子 中 的 核 运动 状态 具有 特定 变化 (0->n 跃迁 ) 
的 非 弹 性 碰撞 , 也 就 是 所 述 问题 的 解 : 从 中 子 对 自由 核 散射 的 振幅 
(假定 为 已 知 ) 出 发 ， 计 及 核 的 内 豪 运 动 以 及 各 个 核 散 射 之 间 的 干 
涉 效 应 , 求 出 了 中 子 被 分 子 散射 的 截面 . 

如 条 核 自 旋 不 等 于 堆 ， 还 应 考虑 到 散射 振幅 f。 依 赖 于 中 子 和 
敢 射 核 的 总 自 旋 这 样 的 事实 ， 它 的 做 靶 如 下 . 


核 和 中 子 的 总 自 旋 可 取 j。= ? 士 亏 两 个 值 , 和 是 核 自 旋 。 相 应 


的 散射 振幅 记 作 产 和 fs， 我 们 来 构造 一 个 自 旋 算 符 , 对 于 给 定 的 
Ja 值 , 它 的 本 征 值 分 别 为 疙 和 访 ， 这 个 算 符 就 是 


f=0s+ bs i, (151. 4) 
其 中 “和 8 是 术 和 中 子 的 自 放任 系数 gs 和 5。 由 下 式 给 出 : 
Go = [tot1) fs iof sa) 
2iatl TI (151. 5) 
5 一 区 27 Tf f2). 


这 是 很 易 证 明 的 ， 只 要 注意 到 对 于 给 定 的 7 了 值 ， 算 符 $i 的 本 征 
。 411 。 


值 为 
si=T[j(j+D)— it) 


应 把 算 符 (151. 4) 取 代 (151. 3) 式 中 的 f。。 并 取 对 应 于 所 考虑 
跃迁 的 矩阵 元 。 如 果 入 射 中 子 和 衣 核 都 是 非 极 化 的 ， 那 末 散 射 截 
面 必须 进行 适当 的 平均 ， 


例 题 


1 假定 中 子 和 核 的 自 旋 方向 都 是 训 无 规则 地 分 布 的 ， 分 子 中 所 有 的 核 
都 不 相同 , 试 对 (151. 3) 式 进行 平均 . 

解 ”对 中 子 的 和 核 的 自 旋 方向 求 平 均 是 相互 独立 的 , 每 一 种 自 旋 平均 后 
得 零 , 从 而 s-is。 = 0， 如 果 分 子 中 没有 两 个 原子 是 相同 的 , 这 就 没有 核 自 旋 的 
交换 作用 , 又 由 于 它们 的 直接 相互 作用 可 以 忽略 ， 分 子 中 各 个 核 的 自 旋 方向 
可 以 看 作 是 独立 的 ， 因 而 (si (s-i,) 等 形状 的 乘积 平均 后 也 得 零 . 对 于 平 
方 (S.i2 有 

ED = Tei (st DiitlD) 一 GD， 
由 此 得 以 下 平均 截面 式 : 
mp 
da- M3 13 





dale let 
1 io(ia 十 1 2 -iq"Re 2 
十 二 >, bilnje-ia'R® |0>|?1ao0. 


2. 试 将 (151. 3) 式 应 用 于 慢 中 子 对 正 氨 和 仲 氨 的 散射 (J. Schwinger， 
E, Teller, 1937) 
解 ” 在 取 自 旋 算 符 的 矩阵 元 以 前 , 对 氨 分 子 散 射 的 (151. 3) 式 为 


f 
don = laknle-iat erars]0> 


+ Dba.Cn|ie-ia'r/2+ieia.r/2|0> |)’do, (1) 
a= 了 (3f* + ), 0 一 六 一人， 


土 ?/2 是 分 子 中 两 个 核 相 对 于 其 质心 的 径 矢 . 
分 子 的 转动 和 振动 态 由 量子 数 到，Mi 2 (它们 的 集合 在 (1) 式 中 用 % 表 
。 412。 


出 ) 所 定义 , 在 H; 分 子 的 电子 基态 中 , 仅 当 总 的 核 自 旋 了 = 0( 仲 氧 ) 时 玖 才能 
取 偶 数值 ; 仅 当 了 =1( 正 氢 ) 时 天 才能 取 奇 数值 ， 因 此 有 必要 区 分 两 种 情况 ; 
(1) 天 的 奇偶 相同 的 两 个 转动 态 之 间 的 跃迁 , 这 只 有 了 值 不 变 才 行 ( 正 一 正和 
仲 一 仲 跃迁 ) (2) 政 的 奇偶 不 同 的 两 个 态 之 间 的 跃迁 ， 这 只 有 改变 工 值 才 行 
( 正 一 仲 和 仲 一 正 跃迁 )， 第 一 种 情况 下 我 们 有 
Cale-ia'n 引 0>= Cnleiaws|0) = 《aleos 二 qurl0》 

应 当 记 住 的 是 ，r 变 号 后 转动 波 函 数 要 乘 以 《一 1)*.。(1) 式 的 自 旋 算 符 则 变 
成 26 十 三- 荆 其 中 工 - 衬 十 全 根据 前 面 的 讨论 ， 这 个 算 符 对 了 是 对 角 的 ， 对 
(24 十 bs: 了 DD? 的 平均 和 题 1 一 样 ,给 出 

do? + BTID). 


don= 轩 全 Cnleos3qer]oN Cf +t) 
+I1(T+1) (f++f-) do. (2) 
第 二 种 情形 下 
Cnl erg]0) = —Cnle nr2]0> = iknlsin >q-r|0) 
(1) 式 的 自 旋 算 符 成 为 8. 企 一 全 ， 它 只 有 工 的 非 对 角 和 矩阵 元 . 这 些 和 矩阵 元 的 
熏 量 平方 值 对 未 态 总 自 旋 王 的 所 有 分 量 求 和 时 ， 可 按 (s. (ii-ia)]: 的 平均 什 
(对 角 元 ) 算 出 ( 见 344 页 注 @): 


[本 
- 工 (2 十 2 一 Ia?)= 工 [3 一 TCD]. 
4 4 
结果 是 
dos=(1)(3)S SICnlsin 3q°710 ?f+ —f) do, (3) 
式 中 的 系数 1 出 现 于 正 一 仲 跃迁 , 系数 3 出 现 于 仲 一 正 跃迁 . 

如 果 中 子 很 慢 , 它 的 波长 甚至 远 超过 分 子 的 线 度 ， 则 可 令 (2) 和 (3) 式 扼 
阵 元 中 的 eos( 志 qr )=1， sin( 计 dz )=0, 结果 除 00 对 角 元 外 都 等 于 
零 、 这 些 条 件 下 , 当然 只 可 能 有 弹性 散射 ， 这 时 的 弹性 散射 截面 为 
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doe= SL3F +F) :+I+1) (f+—f-)?]ao. 


3。 求 中 子 对 一 束缚 质子 的 散射 截面 ， 读 质子 可 看 作 频 率 为 w 的 各 向 同 
性 三 维 振 子 (E. Fermi, 1936). 
解 ” 考 檬 质子 绕 空 间 某 一 固定 点 振动 着 , 根据 (151. 3) 式 的 推导 , 必须 令 


该 式 中 的 Mn 一 耻 , 必 = 二 MM (用 为 质子 质量 )、 于 是 


f 
don -2 Co 
PA 
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式 中 的 oo。=4x]f|? 是 对 自由 质子 的 散射 截面 ，an,n, 是 三 维 振子 的 本 征 函 
数 , 对 应 于 能 级 加 ,二 大 2 (n 十 3/2); 之 是 对 和 量 给 定 为 % 的 所 有 n,ns 和 ns 值 
求 和 Von 因数 组 是 三 个 线性 振子 波 函 数 的 乘积 ( 见 8 33, 题 4). 所 求 的 
积分 因而 可 分 解 成 为 以 下 形式 的 三 个 积分 的 乘积 


| eigrs/20 et 7126 os 2 (ar)dazx 
一 


(a =MM@/N), 把 (a.4) 式 的 有 H(z) 代入 上 式 并 分 部 积分 ni 次 , 结果 为 


* 4 2 2 先 
don = 二 忆 .Go Sd gr 92 eevya2asdo 
TT 和 2na2n ni!ln2!1n,! 


按 二 项 式 定 理 进行 求 和 后 , 最 后 结果 为 
_ 00 /Ef gqg?N\" ,20 
don ~ -Ca J (i) ee/29’g0. 
特别 是 , 弹性 散射 截面 (n==0, 吾 =B') 为 


Oo - 克 C 
dov= 宁 。 /29 0, O 一 Cn sl-e *°), 











当 五 /8 一 0 时 ,ce 一 >4co. 


8$ 152 高 能 非 弹性 散射 
$131 中 对 两 个 粒子 相互 散射 问题 所 用 的 程 国 近 似 ， 也 能 推广 
到 包括 一 个 快 粒子 和 一 个 多 粒子 系统 或 “ 丢 ?” 的 碰撞 (包括 非 弹性 ) 
过 程 (R.J. Glauber, 1958). 
这 个 推广 中 ， 所 假定 的 原则 和 以 前 一 样 . 入射 粒子 的 能 量 8 
假定 很 大 , 使 得 了 之 上 | 和 pa 六 1， 其 中 也 是 这 个 粒子 和 靶 粒 子 间 
.414。 





的 相互 作用 能 量 ，e 是 此 相互 作用 的 方程 ， 我 们 考虑 动量 转移 比 
较 小 的 散射 : 入 射 粒子 的 动量 改变 如 和 它 的 原 有 值 在 相 比 很 小 
(&< 冬 妨 . 这 个 条 件 现 在 不 但 使 得 散射 角 很 小 ， 并 且 还 使 能 量 转移 
也 比较 小 . 
我 们 还 将 假定 入 射 粒子 的 速度 5b 远大 于 靶 内 粒子 的 速度 v0: 
0 六 100。 (152. 1) 
对 于 带电 粒子 和 原子 的 散射 讲 来 ， 此 条 件 等 价 于 玻 因 近似 的 适用 
条 件 (参考 了 148 和 § 150): 
如 果 " 祖 m， 一 定 有 |Zja/ 因 < 娘 1， 因 此 在 该 情形 下 不 需要 本 市 的 
理论 ， 但 对 核 靶 讲 来 , 粒子 间 结 合 的 不 是 库仑 力 而 是 核 力 , 情况 就 
不 同 了 ， 我 们 将 讨论 一 个 快 粒子 被 核 散 射 这 一 特殊 情形 咯 . 
条 件 (152. 1) 使 我 们 有 可 能 孝 虚 入 射 粒子 相对 于 核 中 位 置 固 
定 的 各 个 核子 而 言 的 运动 问题 @， 这 就 是 说 ， 粒 子 - 攻 系统 的 波 国 
” 数 可 以 写成 
pr, Ri, Ro, oo) =p; R, Re oo) DR,, RD)， (152. 2) 
其 中 @; (Ri1, R，…) 是 原子 核 第 ;个 内 态 的 波 函 数 ; 及 ,有 了 … 是 核 
内 各 个 核子 的 径 矢 . 因子 mw(r; Ri，R。…) 是 正在 进行 散射 的 粒子 
波 函 数 (r 是 它 的 径 和 拓 )， 具 有 给 定 的 Ri, R,,… 值 ， 这 些 值 是 以 下 
苹 定 讶 方程 中 的 参量 : 
[At EU rR)Ip Sp, (152.3) 


其 中 Uo。lr 一 Re) 是 该 粒子 和 第 a 个 核子 的 作用 能 量 , 而 好 是 粒子 


QD 条 件 (152.1) 给 出 的 是 任 一 重 核 的 相对 论 速度 v， 在 贞 前 的 非 相 对 论 理论 表 
述 中 ,我 们 不 考虑 它 对 任 一 特殊 散射 过 程 的 实际 适用 性 问题 . 

名 ”这 个 近似 类 似 于 分 子 理论 所 根据 的 那 种 近似 , 即 分 子 中 的 电子 态 是 针对 各 个 
原子 核 的 固定 位 置 来 考 虞 的 . 

曲 (152.3) 式 中 假定 了 粒子 和 核 的 作用 等 于 它 和 各 单个 核子 的 两 体 作 用 之 和 . 
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如 果 我 们 求 出 了 上 共 腑 下 潮 近 式 的 (152. 3) 式 之 解 : 


p=elr+F(n’,n;R,,R,,...)e'*’/r (152. 4) 
( 式 中 导 二 Ir/7, 1 二 kKk/R), 则 (152.2) 式 的 波 黄 数 
p=errD, FO,e'*r)r (152. 5) 


将 描写 对 碰撞 前 处 于 第 守 个 态 的 原子 核 所 进行 的 散射 : 入射 波 
ein 在 (152. 5) 式 中 作为 @; 的 相 乘 因子 出 现 . (152. 5) 式 中 的 第 
二 项 代表 散射 波 . 但 是 , 仅 当 入 射 粒 子 的 能 量 改 变 足 够 小 , 也 就 丰 
核 的 内 能 变化 足够 小 时 , 用 这 个 式 子 来 求 散射 振幅 才 是 合适 的 . 因 
此 , 把 粒子 考虑 成 为 是 在 “刚性 固定 ?的 核子 组 的 恒定 场 中 运动 ( 相 
当 于 方程 (152. 3) 7) 时, 我 们 就 略 去 了 这 种 运动 可 能 的 能 量变 化 . 

为 了 把 核 的 内 态 具 有 特定 变化 的 散射 振幅 分 离 出 来 ， 应 把 乡 
写成 以 下 形式 : 


=er®, + fr (n,m Breirr/r, (152.6) 


式 中 对 原子 核 的 各 个 态 求 和 ， 广 :na n) 则 给 出 待 求 的 原子 核 具有 
特定 跃迁 i->f 的 散射 振幅 , 它 是 散射 角 (n 和 n ”的 夹 角 ) 的 函数 . 
比较 (152. 6) 和 (152. 5) 得 


fii(n', n)= |eyzedr (152. 7) 


其 中 dr 一 QRid RR2… 是 原子 核 位 形 空间 中 的 体积 元 我 们 必须 再 
一 次 强调 , 这 个 公式 仅 当 # 和 了 态 的 能 量 相差 比较 小 时 才能 成 立 . 

方程 (152. 3) 之 解 (152. 4) 本 身 ， 可 用 8 131 中 描述 的 方法 求 
出 让， 类 似 于 (131. 7) 式 , 我 们 有 


由 和 131 中 曾经 指出 , 波 函 数 的 初始 表 式 (131. 4) 只 在 z 之 Ka: 的 距离 处 成 六 .这 
一 点 在 $131 的 进一步 推导 中 并 不 重要 .但 对 一 个 多 粒子 系统 (例如 一 个 原子 核 ) 的 散 
射 讲 米 , 它 会 导致 另 一 种 限制 ，(131.4) 式 必须 在 散射 系统 所 占 的 整个 体积 内 成 立 ,也 
就 是 说 , 我 们 必须 有 Ro<<ka’, 其 中 Rs 是 原子 核 半径 , a 是 势 U 的 力 程 . 
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Fln’, n: R,, R,...) -到 -|[s (p, R，R，.…) 一 1]e-iqpd2p， 
(152. 8) 


其 中 
S (Pp,R,. R,, “) exp[2 10 (Pp, R,, R,,.…) |], 


6 (p,R,, Ree) = 6,(p— Roa), (152. 9) 


6,(p— Ri)=—.! | Dr 一 及 dz， 


2 有 9) _,, 

记得 p 是 径 矢 T 在 (垂直 于 的 )zzy 平面 内 的 分 量 , Rol 是 答 矢 RR， 
的 上 述 相应 分 量 : 部 二 p' 一 Pp 是 散射 粒子 的 动量 改变 ，(152. 8) 式 
中 只 出 现 它 的 横 分 量 . 国 数 64 确 定 粒子 被 单个 自由 核子 弹性 散 
射 的 振幅 : 


f= {el}er'ergp. (152. 10) 
当 一 了 时，(152.7) 和 (152. 8) 给 出 被 原子 核弹 性 散射 的 振幅 : 
fuln', mn) er | CSCp) —1le dp, (152.11) 
式 中 的 横 线 代 表 对 原子 核 的 内 态 求 平均 : 
S (p) =|se， R RD) 中 CR，R | dr, (152. 12) 
此 式 推 广 了 前 面 的 (131. 7) 式 . 
邻 (152.11) 式 中 的 n= 二 n 并 应 用 (142. 10) 式 的 光学 定理 ， 我 
们 得 散射 总 截面 | 
o, =2| (1—ReS) dp. (152. 13) 
弹性 散射 全 截面 o。 是 由 |fi|? 对 的 方 同 积分 后 得 到 的 . 对 
于 小 的 散射 角 9, 我 们 有 gq 二 £9, 立体 角 元 go=d9/ 太 .因而 
we -| [fii| 0 9 
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不 用 (152.1D) 式 的 帮 ， 把 上 产 : 写成 pd?p' 的 一 个 重 积分 , 利 
用 下 式 可 实行 对 dg 的 积分 : 
eag= (2x)°6(p—p'), 
这 个 6 国 数 在 对 d*p' 的 积分 中 被 积 掉 。 结果 为 
r=|13—1 ?dp. (152. 14) 
反应 总 截面 为 
= 一 ce=| (一 1812)d2D， (152. 15) 
注意 (152.13) 一 (152.15) 是 和 :一 般 公 式 (142. 3) 一 (142. 5) 一 
致 的 : 对 后 者 把 求 和 (对 大 的 1 求 和 ) 改 成 对 p= 二 Wk 的 ?2p 求 积 
分 ,并 把 Si 改 成 S(p) 函 数 ,我 们 就 得 (152.13) 一 (152. 15)。 


例 症 


1，、 试 把 一 个 快 粒 子 被 一 个 气 核 弹性 散射 的 振幅 用 该 快 粒子 对 质子 和 中 
子 的 散射 振幅 表达 出 来 (及 .JJ Glauber, 1955). 
解 ”根据 (152.11), 被 所 核弹 性 散射 的 振幅 为 


f= = |1#.R) | | exp| 2i6,(p—ZR ) 


2 





+2i6s(p+3R )|-—1fe sr Rap, (1) 


其 中 ys(BR) 为 气 核 中 中 子 (m) 和 质子 (p) 的 相对 运动 波 国 数 ; 及 = RR, 一 RR，， 
R, 是 及 在 人 射 粒 子 让 和 关 攻 的 三 直 平 面 上 的 分 量 . (1) 式 大 括号 内 的 差 量 可 
以 写成 
exp(210s+ 210%) 一 1= (et*-—1)+ (e232—1) 
十 (e2i?s—]) (e?i?s—.1). 
采用 中 子 了 人 和 质子 了 ?的 散射 振幅 定义 , 根据 (152.10) 及 其 逆 式 


的 


exp[2i5o(P)] 一 I= 2 (getapdsg1(2m05 


可 对 积分 (1) 进 行 变 换 , 结果 为 
“。 了 138 。 





f° (=f " DEA) Hf (a) 天 (一 g) 


| 1 P 用 2 了 了 四 Zt 
一 于 尖 PC2q0f 0 (FZ9tq "(saa )ag', (2) 
其 中 
F(a) = |1Ya(R) eia: Riza 
是 氛 核 形状 因子 . 


(2) 式 中 令 q=0(F(0)=1) 并 用 (142.10) 式 的 光学 定理 , 求 得 气 核 散射 
总 截面 
0 = 人 十 十 后 Re (PF C2 fm (aq)f'?) (~ qq) a’g. (3) 


网 


2. 求 一 个 快 乞 核 被 一 个 半径 为 Be 的 重 吸收 核 散 射 后 晓 变 成 为 一 个 中 
子 和 一 个 质子 的 截面 ， 其 中 Re 远大 于 气 核 波长 (ER 六 1， 其 中 看 是 氛 核 动 
量 ) 也 远大 于 气 核 半径 (E.J. 中 ein6epr, 1954; R. J. Glauber，1955;，A. IJ 
Axnesep; A. TIT, CHMeHKO 1955) . 

解 ”把 入 射 气 核 奢 作 平 面 波 , 大 吸收 核 (&Ro 六 1) 起 着 使 波 衍射 的 不 透明 
屏幕 的 作用 ， 入 射 所 核 的 波 函 数 为 e 宇 .rps(R), 其 中 palB) 是 气 楼 的 内 部 波 


函数 [R= R, 一 RR 是 核 内 中 子 到 质子 的 径 矢 ， r 一 村 (BR 十 及 ) 是 它们 的 质心 


的 径 矢 ]. 吸收 核 的 存在 “ 移 去 ”了 这 个 函数 中 的 一 -个 部 分 ， 这 部 分 的 中 子 和 
质子 横向 坐标 (p。 和 pa) 位 于 原子 核 的 “阴影 ?区 内 ， 即 半径 为 Bo 的 圆 内， 因 
此 波 孙 数 变 成 
p= eikrS (p,, pe) pa (R), 

当 P,，P; 之 RB 时 式 中 的 SB=1， 而 当 Ps 或 Ps 小 于 Ro 时 SS=00?， 这 个 波 消 
数 若 没有 因子 %es, 则 相当 于 (131. 5) 形式 的 人 射 波 表 示 式 ( 略 去 衍射 对 射线 的 
弯曲 ), 因而 S 因 子 具有 和 § 131 及 §152 中 同样 的 含义 . 

类 似 于 (152. 13) 和 (152. 14) 式 , 气 核 散 射 的 总 截面 o,( 包 括 所 有 的 非 弹 
性 过 程 ) 和 弹性 散射 截面 0。 分 别 为 


oi1=2| 4—5)dip,， oc,=|(8—1) dp, 


式 中 p 一 地 (ps 十 ps) 并 且 应 用 了 为 实 最 的 事实 ， 的 平均 是 对 气 核 基态 


中 气 积 原子核 的 库仑 作用 已 略 去 。 
® 419 。 


而 言 的 : 

3(p) -1839%3cnR， 
至 于 $a, 采用 以 下 地 数 就 足够 了 : 

Wa VF 


此 式 在 中 子 和 质子 闻 校 力 的 力 程 外 距离 卫 处 成 立 (参考 (133.14) 式 ; = 
w/ 出 |ej| / 席 , |e| 是 气 核 的 结合 能 , m 是 核子 质量 )， 根 据 S 的 定义 ,如果 有 一 -个 
核子 或 者 两 个 核子 都 进入 半径 为 Bo 的 圆 内 并 被 原子 核 吸收 掉 , 则 1 一 5S 不 等 
于 零 : 从 而 

org=|(1—5)dp— 0 (1) 


为 俘获 一 个 或 两 个 核子 的 截面 ， 另 一 方面 ，al = afg# 区 十 Ge 十 CO 虹 刘 ， 其 中 中风 
为 待 求 的 氛 核 "衍射 晃 变 截面 . 故 
oem = 了 ai 一 oo- {34 一 习 d2D. (2) 
当 Rox 沪 1 时 , 在 积分 式 (2) 中 小 距离 (一 1/x, 是 从 原子 核 边 缘 算 起 的 是 
重要 的 ,于 是 沿边 缘 的 积分 给 出 一 个 因子 2rRo, 沿 垂 直方 向 的 积分 可 把 阴影 
区 看 作 以 直线 为 界 那样 去 计算 , 取 此 直线 为 y 轴 ,并 取 3 轴 从 阴影 向 外 , 我 们 
有 
Ong = 2 Ro | ,SCs) [1—S(2) Jdz, 
其 中 的 积分 
So) =- | . 邮 (PaXd7dZ， 
R=~ XY?+22, 
对 给 定 的 一 可 (和 十 和 )， 上 式 是 在 了 ,， 六 ,之 0 的 区 域 上 积分 ， 也 就 是 在 
1 对 | = 一 和 入 2x 区 域 上 积分 ， 把 积分 变量 变换 成 了 和 及 以 及 了 Z 平面 
内 的 极 角 后 (此 时 gZ7dZ 一 ->2rBRdR) ,这 个 积分 变 成 


So 一 1 一 e- 4 和 -上 (3) 
含有 这 个 S(z) 函数 的 积分 (2)， 吉利 用 下 式 通 过 重复 分 部 积分 算出 : 
"2 
| (6 -22) EF ln2. 
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结果 为 


《7 山地 =- 簿 R(in2 一 本 ) 


在 同一 条 件 kxRo 污 1 下 ,俘获 截面 为 
0 本 TRI 十 xBRol dx 
[(1) 式 对 p> 羽 ,区 的 积分 可 用 (3) 式 算出 ， 对 p 达 Rs 区 的 积分 给 出 < 到]， 这 个 截面 
包括 整个 氛 核 的 被 俘 以 及 俘获 一 个 核子 而 释放 另 一 个 ( 剥 裂 反应 ). 后 一 种 反应 截面 奶 
按照 只 有 一 个 核子 射 人 阴影 区 时 的 碰撞 面积 (对 ya 平均 以 后 ) 而 算出 的 , 并 有 
CC 但 实 ， 一口 仓 灰 , 一 工 下 0 dk 
(R. Serber, 1947), 
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